ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1964)

W.A. WOYCZYNSKI (Wroclaw)

DRGANIA SWOBODNE PEWNEGO UKEADU
Z ADIABATYCZNA CHARAKTERYSTYKA SIL SPREZYSTYCH

1. Wstep. W niniejszej nocie rozwaza si¢ drgania ukladu konserwa-
tywnego, opisane réwnaniem

(1.1) '+ (1—2)*—1 =0,

dr’
postaei (1.1) mozna doprowadzié¢ réwnanie ruchu tloka, boruszajacego
sie bez tarcia w cylindrze o przekroju 8, przy czym na tlok dziala stala
sita @, pochodzgca badz od ci$nienia atmosferycznego, badz od ciezaru
wlasnego, badZ tez od innych czynnikéw.

Jezeli oznaczymy przez m mase, biorgea udzial w ruchu tloka i za-
lozymy, ze powietrze zawarte w cylindrze spreza sie w czasie ruchu zZgo-
dnie z réwnaniem adiabaty: pv* = p,v;, to z prawa Newtona otrzy-
mamy nastepujace réwnanie ruchu

gdzie 2 — 2(z) < 1, & x oznacza pewns staly dodatnia. Do

(1.2) my" = Ce"—@, gdzie C =%-
Wspélrzedna # > 0 oznacza tutaj odleglosé tloka od dna cylindra (rys. 1).
Uklad pokazany na rysunku mozna traktowaé jako fragment urzadzen

amortyzatorowych lub indykatorowych
, - (patrz np. [1]). Dla pelniejszego opisa-
S Q nia takich ukladéw nalezy réwnanie
ruchu (1.2) uzupeié ezlonami opisujg-
cymi tarcia, a w wyrazeniu dla Q trzeba

J

0 X uwzgledni¢ skladows zmienns (patrz
np. [2], § 4.199).

Aby z réwnania (1.2) otrzymaé

Rys. 1 réwnanie (1.1) oznaczamy przez T,

punkt réwnowagi, wyznaczany z r6wna-
nia Cz,*—@ =0 i wprowadzamy zamiast z(f) i ¢ nowe zmienne
bezwymiarowe
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(1.3) or) =120 =t]/ Q .

Ty M,

Jezeli z tych réwnan wyliczymy z(f) i podstawimy do réwnania (1.2),
to przejdzie ono w réwnanie (1.1). Nieréwno§é x > 0 zapewnia nam przy
tym nieréwno$é z < 1.

2. Réwnanie (1.1) opisuje drgania jednostkowej masy uczepionej
do niewazkiej sprezyny o silnie nieliniowej charakterystyce sil sprezy-
stych g(z), gdzie

(2.1) gi) =(1—2)""—1.

Ta charakterystyka pokazana jest na rysunku 2, dla wartosci » = 1,4
(co odpowiada stosunkowi C,/C, dla powietrza (zob. np. [3], §44)).
Posiada ona dwie asymptoty: pio-
nowyg z =1 i pozioms, odpowiada-
jaca granicy lim g(2) = —1. Latwo
Z>—00

stad wyciagnaé wniosek, ze dla po-
czatkowych wychylen w prawo, do-
statecznie bliskich wartoéei z =1,
okres powstaltych drgan bedzie do-
wolnie wielki. A zatem badany uklad
o charakterystyce (2.1) jest anizo-
chroniczny (uwaga: fakt ten nie
wyplywa bezposrednio z nieliniowo-
§ci charakterystyki, zob. [4], [5],
str. 297 i nastepne oraz [6]).

Za pomocy metod, podanych w pracach [7] i [8], W niniejszej nocie
przeanalizowano blize] zalezno$é czestosci drgan ukladu o charaktery-
styce (2.1) od amplitudy drgan. Otrzymane wyniki streszcza ponizsza
tablica 1.

A\o2)

ZM- 464
Rys. 2

TABLICA 1
a, a, ) I o !
0,000 0,000 1,183 | 1183 |
0,100 0,109 1,175+ 0,007 1182 ]
0,300 0,395 1,162+0,010 1,167 |
0,500 0,840 | 1,129-4+0,016 | 1108 |

W tablicy 1 przez a, oznaczono maksymalne wychylenie w prawo punktu
drgajacego, a odpowiednio przez a, — maksymalne wychylenie w lewo.
W kolumpie w podano czestosci drgan odpowiadajace zadanemu prze-
dzialowi drgan wraz z oszacowaniem bledu jakim obcigZona jest odpo-
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wiednia warto§é numeryczna. Wreszcie W kolumnie ostatniej podano
przyblizone wartofei czestoéci drgan, obliczone metoda Newcomba-
-Lindstedta (zob. [9] a takze [2], zadanie 9.246) w drugim przyblizeniu.

Przedstawimy wnioski jakie wynikajg z tablicy 1. Jak widaé, w miare
wzrostu przedzialu drgan silnie wzrasta ich asymetria wzgledem punktu
réwnowagi. Czesto$é drgan przy tym maleje. Niemniej jednak spadek
czestosei jest bardzo powolny, tak ze iloraz dw [4a, gdzie a = (a,-a,)/2,
wynosi dla obliczonyeh warto$ei numerycznych okolo 3,6°/,. Wiynika
stad praktyezny wniosek, ze przy obliczaniu konkretnych urzadzen,
w sklad ktérych wchodzi uklad opisany na wstepie, mozna go w dosé
duzym przedziale drgan traktowaé jako izochroniczny.

Na koniec, przegladajac wartoci umieszczone w ostatniej kolum-
nie, widzimy, ze czestosci otrzymane metodg Newcomba-Lindstedta
w drugim przyblizeniu, ktéra W naszym przypadku daje formuly

ot = Wll4+8(a), gdzie 8(a) = —a*(0,180+0,144a), wf = ¢'(0);

(dokladniej patrz [9], str. 259-263) zgadzaja sie w zasadzie dla niewiel-
kich amplitud (w granicach bledu) z wielkofeiami w. Dla duzych
amplitud zgodno§é wyraznie si¢ pogarsza. Poza tym stosowanie drugiego
przyblizenia metody Newcomba-Lindstedta jest ograniczone warun-
kiem é(a) > —1 lub réwnowaznym a < 1,57. Wynika stad nastepujacy
wniosek: metoda Newcomba-Lindstedta ze wzgledu na swoja prostote
jest uzyteczna dla malych amplitud. Wadg jej jest brak ogélnych oszaco-
wai bledu.

3. W tym punkcie, oraz w nastepnych przedstawimy formuly dzieki
ktérym uzyskano dane tablicy 1. Rozpoczynamy od wyznaczenia prze-
dziatu drgan.

Dla wyznaczenia przedziatu, w ktérym odbywaja si¢ drgania opi-
sane réwnaniem (1.1), przy warunkach poezatkowych

(3.1) 2(0) =2, #'(0)=0,

skorzystamy z calki pierwszej (calki energii) réwnania (1.1), ktéra ma
ksztalt
1 1—2)'"

3.2 () —
(3.2) 2 =) 11—
Oznaczmy przez a, maksymalne wychylenie dodatnie ukladu i odpowie-
dnio przez —a, maksymalne wychylenie ujemne.

Poniewaz w chwilach, w ktérych te wychylenia s3 osiggane przez
drgania, mamy 2’ = 0, wige na mocy (3.2) wielkosei a, i a, zwigzane sg
réwnaniem

(3.3)

— 2z = const.

S N CE 0 it

1—% 1= 1—x 2



374 W.A. Woyezynski

Co najmniej jedna z liczb a,, a, okre§lona jest bezpo$rednio warunkami
(3.1). W istocie, z réwnania (1.1) i warunkéw (3.1) znajdujemy dla v = 0
wartodé 2’ =1—(1—z)"" # 0 dla 2, = 0. Poniewaz w tejze chwili 7 = 0
mamy 2'(0) = 0, wiee liczba 2, przedstawia maksymalng lub minimalng
warto§é funkeji 2(t), @ zatem jest r6wna albo liczbie a,, albo liczbie —a,.
W ten sposéb réwnanie (3.3) staje sig ré6wnaniem przestepnym dla okre-
flenia pozostalej z liczb a, i a,.

W przykladach numerycznych, ktére przytaczamy, zadajemy z géry
warto$é a,, ktéra zgodnie z nieréwnoseig 2z(r) < 1 lezy w otwartym prze-
dziale (0,1). Przyblizone warto§ci dla a, znajdujemy wtedy metoda
Newtona.

Zgodnie z ty metods, jezeli x; jest ¢-tym przyblizeniem rozwiazania
réwnania f(z) = 0, to przyblizenie nastepne znajdujemy ze wzoru z;,; =
= x;+ h;, gdzie poprawke h; obliczamy z réwnosei

1_ _f,(mi)_{_l.f"(wi)'
hi fl@) 2 f(=)

(Dokladniej patrz [10], str. 28, wzory (1-5.12).) W naszym przypadku
funkeja f(z) ma ksztalt:
(1+a) (1—a)™"

1—% —$+01, gdZiB Cl = ——1—_%——0/1;

fla) =

jako najnizsze przyblizenie a,, pierwiastka a, réwnania f(r) = 0 przyj-
mujemy wielko§é a,, a dla wyzszych przyblizeh a,; dostajemy formule
rekurencyjng @iy, = a,;+ h;, gdzie

1 (1+a,;)7"—1 1 %(14-ap)™"
hi . (Ata) " T (4a) -1
Tha ™ T e

Obliczenia numeryczne prowadzono dla trzech wartosei a,. Wyniki przed-
stawia tablica 2.

TABLICA 2
- a4 ay
0,100000 0,108735
0,300000 7 0,395133
o 0,500000 0,839783

4. Przyblizone wzory dla czestoSci drgann w przedziale {—ay, a))
znajdziemy za pomocg formul podanych w pracy [7], modyfikujac je
dla przypadku niesymetrycznej charakterystyki jaks jest charakterystyka

(4.1) g(z) = (1—2)""—1.
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Zgodnie z metods oméwiong np. w ksigzce [5] (por. takze [8]) roz-
wazamy zamiast charakterystyki pierwotnej dwie charakterystyki nie-
parzyste g,(2) i g,(2) identyczne z g(2) odpowiednio dla dodatnich i ujem-
nych wychylei. Mamy wiec

(4.2) 0i(2) =g(2) dla 2>0 oraz g,(—2) = —g,(z);
<

g:(2) =g(2) dla 2<0 oraz g,(—2) = —g,(2).

Oznaczmy teraz przez o czesto$¢ drgan ukladu opisanego réwnaniem
(1.1), dla przedziatu drgad {-—a,, a,>. Oznaczmy dalej przez w; czestosci
drgan ukladéw o charakterystykach g;(z), dla przedzialu drgan {—a;, a;),
gdzie ¢ =1,2. Wtedy wprowadzone wielkoSci laczy prosta zaleznogé

43 1 1 ( 1 n 1 )
(4.3) o 2\w, o )
Dla przyblizonego obliczenia czestoSci w; stosujemy wzory

=/2

2
gi(aisina) sinada,

g
i —x/2

(4.4) 0} ~ Wi =

a dla czesto§ei o przyjmujemy przyblizenie

(4.4.1) O N Wgp,
gdzie wielko§é w,, okre§lamy réwnoscig
1 1/ 1 1
(4.4.2) = ( + )
Wep 2 \wyas Waas

W paragrafie nastepnym zajmiemy si¢ oszacowaniem bledu wprowa-
dzonych przyblizen, teraz za§ zbadamy blizej wzory (4.4).

Wykorzystujac nieparzysto§é funkeji g¢;(2) znajdujemy na mocy
(4.1) i (4.2)

/2

(4.5.1) Wl = 4 f [(1—a,sina)™*—1]sinada
: TAY 1
oraz
4 0
(4.5.2) ko = f [(1— a,sina)~~1]sinada.
TCaz —n2
Calke

/2
I, =f (1— a,sina) *sinada
[1]
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obliczamy rozwijajac funkcje podcalkowa w szereg dwumienny, zbiezny
jednostajnie dla a, < 1. Ta nier6wno§é jest spelniona w rozwazanym
przypadku (patrz § 3). Catkujac wyraz po wyrazie otrzymujemy

I, = 6( )(—al) flzs "*lada,

n=0

lub tez po obliczeniu catek i odpowiednim uporzgdkowaniu

o <]

x @k—1)1 2R
(4.6) Il=1_§_J(2k 1) (2k)!! - o +Z(2k) 2k+1)1! e

k=1
Ten szereg sluzy nam do numerycznych obliczenn, po ktérych wykona-
niu znajdujemy wi,; ze wzoru
. 4
(4.7) Wies = — (I;—1).
Tcal
Dla, wielko§ei wies otrzymujemy po przeprowadzeniu podobnych rozwa-
zan wzér
. 4
(4.8) wzes = — (I +1),
Tl'az

gdzie dla krétkosei oznaczamy

w0 1= 1= 30 i = 3 (3 e

Latwo stwierdzié, ze szereg potegowy, ktérym wyraza si¢ wielko§é I,,
jest szeregiem naprzemiennym o wyrazach malejacych monotonicznie
do zera dla wystarezajaco wielkich wskaZnikéw. Ten szereg jest wiec
zbiezny dla dowolnych wartoéei a, > 0.

Szeregi (4.6) i (4.9) malo nadaja si¢ do bezpofrednich obliczent. Obli-
ezajae ich pierwszych siedem wyrazéw otrzymujemy z (4.7) i (4.8) wy-
razenia

(4.10.1) g wles = 1,099557 +1,120000a, + 1,125671a% +

+1,117013a3 +1,110331a} +1,102970a; -+ 1,095528a% +...
oraz

(4.10.2) —’45 wlgs = 1,099557 —1,120000a, + 1,125671a2 —

—1,117013a3 4 1,110331a; — 1,102970a; 1 1,095528a5 —



Drgania swobodne pewnego ukladu 377

Jak widaé, zachowanie si¢ wspoélezynnik6w tych szeregéw utrudnia
wykonanie obliczen numerycznych z nalezyta dokladnoscig. Dlatego tez
do wyrazenn (4.10) stosujemy przeksztalcenie Eulera (zob. np. [11],
str. 269-273). Zgodnie z tym przeksztalceniem szereg

f(a) = b0+bla+b2a2+" .
przeksztalcamy na

by
flay= =+ =

1-—a 1—a

(Alb1+ Albz'a/-*— Alb3'a2+-..),

gdzie A,b, = bp—b,_;, n =1,2,... Stosujac raz jeszcze przeksztalcenie
Eulera, otrzymujemy

b a
@) = =5 + g (Dbt Asberat Arby-a?4-...),
gdzie Azbn = Albn_Albn—la n = 1’ 2, “ee

W ten spos6b sprowadzamy wzory (4.10) do postaci

(4111) Sl = 1,099557 | & 14 020443 —0,014772
JA1.1) 2 Wigs = 1—a, (1—a1)2 ’ s a; —

—0,0143294’ 4 0,001976a} — 0,000679a7 — 0,0000814a5 .. .]
oraz

0 1,099537 a,
411.2) —@ly =——— — -—5[0,020443 40,01 —
( )y ©aes 1ta a +062)2[ ) +0,014772a,
—-0,014329a;— 0,001976a; — 0,000679a3 - 0,0000814a5+...]
dogodnej do obliczeri numerycznych.

A oto wyniki obliczone dla wartosci @, i @, podanych w §3, w ta-
blicy 2:

TABLICA 3
o | T ®as w2as | ©ap
0,100000 1,248404 1,222602 1,182166
0,300000 1,418277 0,998653 1,172038
| 0,500000 1,680667 0,868470 1,145179

W ostatniej kolumnie tablicy podano przyblizone wartosci odpowiednich
czestosci drgan, obliczone za pomoca wzoru (4.4.2). W nastepnych punk-
tach pracy zajmiemy sie oszacowaniem bledu podanych przyblizen,
adaptujac odpowiednio wzory podane w pracach [7] i [8].

5. W nieréwnosciach, za pomocg ktérych bedziemy szacowaé bledy

podanych przyblizeri, wystepuja pewne wielkoSci pomocnicze, ktérymi
obecnie si¢ zajmiemy.
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Pierwszymi z takich wielkoSci 53 wyrazenia

(5.1) r. — 9 int (@) G2

t1=1,2
2 2 ? y ~
(_ai’ai) ai—z

2
gdzie G;(z) = [ g;(2)dz. Funkcje g,(2) i g,(2) okre§lone s3 tutaj wzorami
0
(4.1) i (4.2), skad dla funkeji G,(z), G;(2) otrzymamy wyrazenia:

=g 1 dla 2>0
(5.2.1) G, (2) =| x—1 x—1 =7
G (—2) dla 2<0
oraz
(1—2)* 1
(5.22)  @ye) =] w—1 T n—y M 2<0
Gy (—=2) dla =2>=0.

Latwo wykazaé, co zreszta widaé na rysunku 2, ze charakterystyka g(z)
jest twarda dla z > 0, a migkka dla 2z < 0. Stagd wynika, ze charaktery-
styka g,(2) jest twarda, a charakterystyka g,(z) jest miekka. Jak zauwa-
zono w praey [7], kres dolny po prawej stronie wzoru (5.1) jest osiagniety
w punkcie z = 0 w przypadku twardych charakterystyk antysymetrycz-
nych i jest réwny granicy prawej strony przy 2z —>a; w przypadku
migkkich charakterystyk nieparzystych. Na mocy tych uwag wyprowa-
dzamy za pomocg wzoréw (5.1) i (5.2) oraz (4.1) i (4.2) nastepujace for-
muty na r, i 7y
1-2
(5.3.1) r = 2[(1—a;)) "+ (1—x)a;—1]

(x—1)aj

oraz

(5.3.2) Py = M,
ay

Nastepna wielko§é, ktérej znajomos§é bedzie potrzebna przy oszaco-
waniach bledéw, okreflona jest wzorem
4 /2
whp = — [ gH(assina)da,
‘e
gdzie ¢ = 1, 2. Na mocy wzoru (4.2) wynika stad
w/2

(5.4.1) Whop = —5 f *(a,sina)da
may

oraz

[1]
4
(5.4.2) Doy = 5 f ¢*(a,sina)da.
7'Ca/2

—7/2
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W przypadku, gdy funkecja g(z) okrelona jest wzorem (4.1), catki
te mozna rozwingé w szeregi wzgledem parametréw a, i a,. Jednakze
szeregi te 83 dosyé wolno zbiezne a ich wspélezynniki maja budowe nie-
wygodng dla rachunkéw numerycznych. Dlatego w przykladach nume-
rycznych przy obliczeniu wielkosei wiy,, postugujemy sie wzorami Gaussa,
ktére dla calek (5.4) przyjmuja ksztalt

n

1 T —-_% 2
5.5.1 top N — |[1—asin—(1+2)) ~—
( ) Diop P ng[(l a, sin n ( +07z)) 1]
oraz
. 1w . T
(5.5.2) Wsop “32 wil{1+asin—(1+4)) —1f.

i=1

Oznaczylismy tu przez x; kolejne zera wielomianéw Legendre’a n-tego
stopnia, a przez w; odpowiednie wagi jakie mozna znalezé np. w ksigzce
[10] (str. 515, tab. XIII). Rachunki numeryczne przeprowadzono za
pomocy wzoréw (5.5) przyjmujae » = 6.

Na zakonczenie podajemy wyniki obliczen numerycznyeh wielkogei
; OTAZ Wiy,

TABLICA 4

4 4
4, " T2 Diop Doop

0,100000 1,5200 | 1,255741 2,508200 1,619809
0,300000 1,8522 | 0,942994 4,228144 1,017152
0,500000 2,3902 | 0,683605 8,482904 0,691452

Obecnie mozemy przystapié¢ do oszacowania bledu wzglednego

[0 — gy
e = —7
w

z jakim wielko§¢é ws,, okre§lona wzorami (4.4.2), (4.5) przybliza praw-

dziwg czestosé drgan o.
Obliczerr dokonamy za pomoeg nieréwnosei

W2qs | @01 — 4] + Wyas . | @205 —

W08+ Weas wy W1gs+ Dzas (1323

(5.6) e <

’

ktéra latwo wynika z wzoréw (4.3) i (4.4.2). Prawg strone tej nieréwnosei
szacujemy za pomocg hieréwnosci podanych w pracy [7]:

(8.7) 6 < 0,431 P g (0iop— whes)y, =1,2,
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gdzie e; = |w;s— w;|/w;. WielkoSei wystepujace w nieréwnoseciach (5.6)
i (5.7) zostaly juz poprzednio obliczone. A oto wyniki obliczet nume-
ryeznych

TABLICA 5
i a | a< | e< | e< |
,,,,, . i
1 0,100000 1,510~ | 0,9x10-2 | 1,2x10-2
! 0,300000 2,4 1,2 1,7 ;
, 0,500000 4,2 2,2 2,9

Jak widaé, w rozpatrywanym przedziale zmiennosci amplitud bledy
aproksymacji nie 83 duze. Interesujace jest spostrzezenie poczynione
w pracy [7], iz powyzsze przyblizenia 83 przyblizeniami z géry, tzn.
zawsze 83 prawdziwe nier6wnosci i = w; i wg.p = . Na podstawie tej
uwagi otrzymano dane tablicy 1.

Nalezy na koniec zauwazyé, Ze w pracy niniejszej nie przeprowa-
dzano analizy bledéw popelnianych przy rachunkach numeryeznyeh.
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B.A. BONUYHMHBLCKH (Bponnas)

CBOBOJHEIE KOJNEBAHHWA HEKOTOPOW CHCTEMBEI
C ATIHABATHYECKON XAPAKTEPHCTHROW YOPYTruXx CcHJI

PESIOME

B cratbe paccMaTpHBAIOTCH KOJNEGAHMA KOHCEPBATHBHON XMHAMMYECKOH CH-
CTeMH ONMCHBAaEMHEE ypaBHEHHEM

'+ (1—2y*—1=0,
rie 2 =z2(r) < 1, 2> 0.

K sToMy BHAY MOHO NpHBECTH YDABHEHHMA JBHKeHHA NOPHIHA ABM:GKyO(e-
roca 6es TpeHWs B UHIMHADE 3amOJHEHHOM TasoM.

C nomombio MeToz[0B paspafoTanux B craThAx [7] u [8] asTop paccmatphBaer
8aBHCHMOCTh 4YaCTOTH KoJeGaHuii w yKasaHHOH BHIIE CHCTEMH OT AMOIUTYAH KOJe-
Ganuil. IlpnBefienH TaK;ke OMEHKN HOrPeIIHOCTeH BHYNCIAEMHX BeauuuH. [Iposegeno,
HaKOHEI], CPaBHeHMEe MONYYeHHHX HpHOAMKeHNA 4YaCTOT ¢ YACTOTAMM BHUMCICHHHMM
merogoM Hioxoma-JInnamrexnra.

W. A. WOYCZYNSKI (Wroclaw)

FREE VIBRATIONS OF A OERTAIN SYSTEM
WITH ADIABATIO CHARACTERISTIC OF ELASTIC FOROES

SUMMARY

The author considers vibrations of a dynamical conservative system deseribed
by the equation
24 (1—2)*—-1=0,

where z = 2(z) << 1 and 2> 0.

The equation of motion of a piston moving without friction in a cylinder filled
with gas can be reduced to the above form.

In this note the author used methods given in [7] and [8] and studied the rela-
tion between the frequency w and the amplitude of vibrations of the above system.
The estimates of errors of the corresponding numerical values are also given. Finally,
the approximate values of frequencies are eompared with those computed by New-
comb-Lindstedt method.
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