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O SPRAWDZANIU WODOMIERZY

{. Sformulowanie zagadnienia

Narzedzia miernicze, wytwarzane masowo w ustalonych warun-
kach produkeji, jak np. wodomierze, majg bledy systematyczne
i bledy przypadkowe. Kazde narzedzie podlega badaniu, ktorego
celem jest sprawdzenie, czy blad systematyczny nie przekracza
wielkosci z gory ustalonej. Ze wzgledu na bledy przypadkowe po-
zytywny wynik badania nie jest jeszcze dowodem, ze warunek
co do dokladnosei jest na pewno speliony. Podobnie, wynik ne-
gatywny nie jest dowodem, ze warunek co do dokladnosei jest na
pewno niespelniony. Mozna natomiast przywigzaé do tego rodzaju
orzeczen pewne zaufanie co do ich poprawnosei. Nadanie im okreslo-
nej miary liczbowej jest mozliwe przy unzyciu metod probabilistycz-
nych.

W sposob naturalny nasuwajg sie dwa pytania. Pierwsze z nich
stawia odbiorca, ktory pragnie wiedzieé, jakie jest prawdopodo-
bieristwo, 7e narzedzie uznane za dobre jest naprawde dobre. Drugie
pytanie stawia wytworea, ktéry pragnie wiedzieé, jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze narzedzie wykonane przez niego w warunkach
produkeji uregulowanej bhedzie uznane za dobre. Przedmiotem ni-
niejszego artykulu jest udzielenie odpowiedzi na drugie pytanie.
Bezpodrednia pobudka do napisania niniejszego artykulu stala sig
praca Obalskiego!) odpowiadajaca na pierwsze z postawionych
pytan,

7 cytowanej pracy wynikaja nastepujgee zadozenia i reguly
postepowania. Bledy systematyczne r wodomierzy majg rozklad
normalny o $redniej a i odehyleniu §rednim gy, co zapiszemy krotko
W postaci ,maja rozklad N(a,o,). Wodomierz, ktorego blad syste-

) ') J. Obalski, O pewnoéci wynikéw sprawdzania narzedzi mierniczyeh.
Zastosowanin, Matematvki 1,2 (1953), str. 105-124.
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matyczny jest x, ma blad przypadkowy o rozkladzie N (z,0,). Pa-
rametry @, g,i ¢, pewnego typu wodomierza mozna uwazaé w wa-
runkach produkeji uregulowanej za state i znane z dodwiadezenia,
Kazdy wodomierz podlega sprawdzeniu, przy ktérym re]e%tru]e sig
jego blad rzeczywisty m, zdefiniowany przez wzdr

wskazanie wodomierza — wskazanie. przyrzadu wzorcowego
wskazanie przyrzadu wzorcowego

mn =

Przepis 2) Gléwnego Urzedu Miar ustala najwiekszy dozwolony
blad systematyczny ¢, najwieksza liczbe pomiaréw, wynoszaeg dwa,
i tok postepowania dajacy sie ujaé w tabliczke.

Orzekanie ) . ‘ A .
na podstawie Wymk pommr()w ; Decyzja
' |m1|<0 9¢ ' Uznac wod0m1er7 %4 dobry
pilerwszego . |m,|=>1,1¢ Uznaé wodomierz za niedobry
o 0,9¢<|m,|<1,1q Wykona¢ drugi pomiar, kto-

pomiaru (m,) . .
rego wynik oznacza sig przez m,.

. Obliezyé m = 0,6(m,-+m;)

4redniej Im|<q ! Uznaé¢ wodomierz za dobry
z obu pomiaréw {m) ! |m|>¢ * Uznaé¢ wodomierz za niedobry

Przedmiotem niniejszego artykulu jest wyznaczenie prawdopo-
dobienstwa, ze wodomierze systematycznie sprawdzane wedlug
zacytowanego przepisu beds uznawane za dobre. Znajomogé tego
prawdopodobieristwa pozwala wytwoércy na zorientowanie sie w po-
trzebnej dokladnogci jego metod produkeyjnych i na ocene ryzyka
zwiazanego z dyskwalifikacja wodomierzy przez kontrolera Urzedu
Miar, a wiec na ocene korzysci, jakie moze przyniedé zmiana para-
metréw e, o,, o, przez ulepszenie metod produkeji.

Za podstawe rozwigzania przyjmujemy:

a) zacytowane przepisy.

b) zalozenia Obalskiego co o rozktadu bledow oraz sta-
lodei 1 znajomosei parametrow a, o, i 7.

Rozwigzanie odnosi si¢ oczywidcie poza wodomierzami do wszel-
kich przypadkéw analogicznyeh.

?) Instrukcja legalizacyjna dla przeplywomicerzy wodnych zamknigtych
(wodomierzy). Wykonywanie legalizacji. 11. 111. 49, Przepiry ohowigzujaee
w miernietwie, poz. 2,722/1,3.
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2.2. Charakterystyka. Regula postepowania podana w roz-
dziale 1 stanowi pewien plan badania. Przez jego charakterystyke
bedziemy rozumieli zaleznosé miedzy prawdopodobienstwem P uzna-
nia wodomierza za dobry, a wadliwodcia w partii wodomierzy prazy
danych parametrach rozkladéw bledéw. Wadliwosé partii jest to
stosunek liezby wodomierzy o bledzie systematyeznym |x|>¢ do
liczby wszystkich wodomierzy w partii.

Poniewaz r ma z zalozenia rozklad normalny (e,q,), wiee

ruﬁxl-—ﬂ(g:a)— e(g+a) ,

Go T
gdzie

1 Ff
(1) 0(z)= vje‘”z"’d.u

|./2:'t

0
oznacza funkeje Laplace’a.

Wprowadzajge wielkodei bezwymiarowe

_ G
(2) g="7"
(3) k=,
q

otrzymujemy

1—F 11
(4) -w::lﬂﬂ(“*) — O(i-l—c)

g g

Blad m; zaobserwowany w pierwszym pomiarze mozna uwazaé
za sume zmiennej losowej x, ktéra z zalozenia ma rozklad normalny
(@,0,), oraz zmiennej losowej m,—a, ktora z zalozenia ma rozklad
normalny (0,0,). Wobec niezaleznosei obn zmiennyceh losowych

m, ma rozklad normalny (a,)o:+ o). Prawdopodobiefstwo P,
uznania wodomierza za dobry po pierwszym pomiarze jest takie
samo, jak prawdopodobienstwo, ze |m,|<0,9¢. A wiec

P,—_—G( Oﬂq_i—”_’:)w(f)’—/gﬂf_‘”),
Y 054 o}

Wprowadzajge oznaczenia

) =~
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oraz
q
znajdujemy
, 0,9k 0,94 k&'
(7) P1=9( ’ )‘”’( ’ +)'
n n

Aby doszto do drugiego pomiaru, trzeba, zeby zaszla podwéina
nieréwnosé

(8) 0,9¢ << jm, < 1,1y¢.

Aby konsekwencjg drugiego pomiaru bylo uzmanie wodomierza za
dobry, trzeba, zeby zaszla nieréwnogé

(9) g,
gdzie
(10) = 0,5 (0, -+ My).

Prawdopodobieristwo nznania wodomierza za dobry po drugim po-
miarze jest

(11) Py= | [f(my,my)dmydin,,
(€7)

gdzie f(my,m,) oznacza gestosé lgcznego rozkladu iy i my,, G zas
obszar calkowania okreslony przez (8), (9) i (10). W dalszym ciggu
bedziemy oznaczali ogdlnie przez p(t) gestosé prawdopodobienstwa
zmiennej losowej t, a przez p,(t) gestosé prawdopodobienstwa wa-
runkowego zmienne;j losowej ¢ w zalezno$ei od wartosei zmiennej
losowej n. Gestosé f(my,m,) mozna przedstawié w postaci

(12) FOmy, meg) = p(my) P, (m,).

Zmienna losowa m, ma z zalozenia gestos¢ rozkladu bhezwarun-
kowego

(13) p(my) = -1,::_ exp{ — ey = E)jl.

V2V e+ d 2(o}+o})
Gestogé Pum,y(m,) obliczymy uwzgledniajac, ze oba pomiary wy-
konywa, si¢ na tym samym wodomierzu o bledzie systematycznym .
Przeq tym obliczymy gestosé i;ml(;r,) rozkladu bledéw systematyez-

Z&ﬂtosnwunin Matematyvki 1, '
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nych wodomierzy, ktére daty m, jako wynik pierwszego pomiaru.
Zachodzi tozsamodé

(14) P (1) Py, (€)= (%) Pz (my),
gdzie

15 p ()= ex _@—a)
(1) P *1/2—5—;00 p{ 20,2
oraz

16 (my) = 1 ox {_‘(mr—w)z
(16) Py _l/:?;-[O'l P 20% :

Witawiajac (13), (15) i (16) do (14) znajdujemy
( 'mlo'g"‘ “0'?)2
w._.

] ! -
(17) )= e - @X . 0 1
Pm () — G Oq P 9 ok o}
Dm ——=———=— -
v *Y ot o o5 + o}

Zmienna losowa m,—a« ma 2z zalozenia rozklad N(0,s;). Po-
niewaz za$ zmienna losowa m, jest sumg niezaleznych zmiennych
losowych @ i m,—x, wiec warunkowy rozklad drugiego pomiaru
jest

m,a + aaf)z

1 e i+ ot
(18)  pm, (my)== N oxp ) — 0 1 .
l/2_ﬂ ]/ 0(2) O’f + ) 2 Ug Gi 2 )
ata (ﬁ¥E+”
Ostatecznie
(19) Py= {;{p(ml)pml(mz) dm,dm,

gdzie funkecje podcatkows okreslajg réwnania (13) i (18), obszar
zad catkowania jest okre§lony przez (8), (9) i (10).

Oszacowanie podwdéjnej catki wystepujacej po prawej stronie
wzorn (19) jest latwe. Mozemy bowiem, ze wzgledu na waski prze-
dzial zmienno$ci |m,|, napisaé w przyblizeniu
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-—0,%¢ 3¢q

Py=p(my=—q)- f dm, fpml(mz;m1=—9)dmz+
—L1l¢ —q
(20)
Llg q
+o(my=)« [ dmy [ p, (mg;m,=g)dm,,
0,9¢q —~3q
czyli

3g
Py=0,29" p(my=—q) * [ p, (my;m;=—q)dm,+
—q
(21)

g
+072q ) p(m1= q): j Pm, (m2;ml :Q) dmz-
, —3¢
. Wprowadzamy oznaczenia

_ —goi+ac, 1 —gi kht

22 =
2) ooto ¢ g2+ h?
3) ,_gohtad 1 gy
@+ ¢ @R
T P 2
0y 0} ., 1 ]/29 +h
24 8= —_— ] PRI h —
( ) N Vgg G% TO'] q gz+h2 b
(25) My
fy=—
1 q ;
(26) e
Mg == —.
g

Wobec wzoréw (13) i (18), i pray uwszglednieniu oznaczeri wpro-
wadzonych przez wzory (3), (6), (22), (23), (24), (25) i (26), napi-
8zemy wzér (21) w postaci

p= 22 L;%(‘Jf")’f Le—%(”gfp)Qd(”*"ﬂ)J'r
n Y 2n = V2n 8
-

112=1
'S — ~-r —_— ]
Sl e e
n V2n a3 V2 8

Oznaczmy funkcje Gaussa przez ¢. Bedzie

9*
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1 )
28) ply)= — eV,
‘ %

2

Wobee (1) i (28) wyrazenie (27) przechodzi w

0,2 [1-+k (3 — 1+
o2 (o) o))
n n 8 $

29 9 {1k 3 iy oy
= - 2 (T2 o)
n T n n o

Wroémy teraz do gléwnego toku rozumowania. Catkowite praw-
dopodobienstwo uznania wodomierza za dobry jest

(30) P=P,+P,.

Wzory (4), (29) i (30) stanowig rozwigzanie zagadnieniz. Jak lat-
wo zauwazyé, P jest funkcja trzech bezwymiarowych niczalezuych
parametréw  techuieznyeh ¢, h i k, o wadliwodé w jest funkeja
g i k. Rugujac jeden z tych trzech parametréw otrzymamy za-
leznosé P od w w postaci rownania z dwoma parametrami. Jest to
poszukiwana charakterystyka.

5. Przyklady zastosowania
Zakladajae rézne wartosei k. mozna dla kazdej z nich stablico-
waé p=f(w;g,h).
Obliczenie wykonane dla k=0 prowadzi do tablicy 1 i wykre-
séw na rvsunku 1. Zapehie podobne krzywe otrzymuje sie¢, gdy k0.
'Tablica 1

Zaleznosei g(w) oraz P(esh) dla £ =0.

[ ' :
h 0,25 b 0,560 =075

ton v oo P oo’ 100 P
0 0 100,0 | 97.0 84,9
| (388 47.6 90,6 70,1
2 0,430 96,3 89, 77,8
3 0510 93,0 85,8 75.4
1o 0,608 N80 81,4 2.1
15 0,691 83,2 77,3 69,2

20 0,7%1 T84 73.3 66,

E-]
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Stosowanie wykres6w do zagadnien szczegélowych pokazemy
na kilku przykladach. Wszystkie liczby w nich wystepujace sa fik-
cyjne i shuzg tylko do zilustrowania metody.

Przyktad 1. Z przepiséw wynika, ze ¢=1,29%, Dlgotrwale
badanie pokazalo, ze a=0, 0,=0,6%, 0,=0,3%,. Jaka jest frakcja
wodomierzy niedobrych i jaka bedzie frakcja wodomierzy uznanych
za niedobre?

Obliczamy
a
= ; =0,
wobec czego stosuje si¢ rysunek 1,

Gy

g = E = 0,5 ’

h="1—025.
q

Wychodzae z ¢g=0,5 i z h=0,25 prowadzimy na rysunku 1
linie ze strzalkami, oznaczone cyfrg 1 i znajdujemy, ze niedobrych
wodomierzy jest w=4,3% i ze 1—P="79%, wodomierzy bedzie uzna-
nych za niedobre.

Przyktad 2. Z przepiséw wynika, ze ¢=1,59%. Z do$wiad-
czenia wiadomo, ze a=0 i ze przecigtnie za niedobre uznaje sie
21% wodomierzy; na podstawie kart kontrolnych ustalono, ze
przecigtna wadliwosé jest 99,. Ile wynosi odchylenie $rednie o,
bledu systematycznego x, a ile odchylenie srednie ¢, bledu przypad-
kowego m;—x?

Wychodzage na rysunku 1 z w=99, i P=100%—21%=799%,,
prowadzimy linie ze strzalkami oznaczone cyfra 2 i znajdujemy,
ze g=0,58 oraz h=0,6.

Obliczamy

0,=99=1,5%"0,58=0,9%;

oy =qh=1,5%"0,6 =0,99%.

4. Wnioski ogélne
Jednym 2z aspektéw postepowania odbiorczego prowadzonego
na towarach sztukowych jest jego zdolnodé oddzielania przedmioe-
tow dobrych od niedobrych. W przypadku wodomierzy zdolnosé
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ta nie jest zupela, nawet gdy sprawdzamy kazdg sztuke, a to
przez bledy przypadkowe, sprawiajgce, ze nie kazdy wodomierz
uznany za dobry jest na pewno dobry i nie kazdy wodomierz
uznany za zty jest na pewno zly. Badanie tej zdolnosei byto przed-
miotem zacytowanej pracy Obalskiego, ktéremu chodzilo o to,
by przez odpowiednie postepowanie odbiorcze zapewnié duze praw-
dopodobienstwo, ze wodomierz uznany za dobry jest dobry.

Rowniez z naszej tablicy 1 widaé, ze postepowanie oparte na
przepisie GUM moze odrézniaé wodomierze dobre od zlych bardzo
niedokladnie. Mianowicie w miare jak rofnie parametr h, charakte-
ryzujgey przypadkowy blad wodomierza, maleje prawdopodobien-
stwo P uznania wodomierza za dobry. I tak dla h= 0,75 przy w=19,
jest P==79,1%; a wiec w produkeji zawierajacej 1% sztuk wadli-
wych za zle uznaloby si¢ w tych warunkach przeszto 209, wodo-
mierzy. Jeszeze jaskrawiej wystepuje to przy w=0 i h=0,75, kiedy
P=84,9%; mimo wiec, ze wszystkie wodomierze sg dobre, dyskwa-
lifikujemy z nich 15%. Podobny efekt wystepuje przy wszystkich
wadliwosciach.

Drugim aspektem jest czulo$é, z jaka przepis reaguje na zmiane
wadliwodei. Mala czutodé moglaby spowodowaé slabe zaintere-
sowanie producenta wadliwoseis jego produktu.

7 bezposredniej analizy tablicy 1 widaé, ze niezaleinie od pa-
rametrow technicznych prawdopodobienistwo uznania wodomierza
%% dobry maleje w przyblizeniu liniowo wraz z wadliwogcig,
tym wolniej, im wigksze s3 bledy przypadkowe. Tak na przyklad
bardzo powazne zwiekszenie wadliwodci z 29, na 10°%, zmniejsza
Prawdopodobienstwo uznania wodomierza za dobry

przy h=0,25 z 96,39, na 88,0%, czyli o 8,3%,
przy h=0,50 z 89,19, na 81,4%, czyli o 7,7%,
przy h=0,75 z 77,9% na 72,1%,, czyli o 5,8%,.

W tych warunkach jest wytworey prawie wszystko jedno, jaka
Wadliwosé utrzymuje., A wiec przepis GUM, ktoérego to jest kon-
sekwencja, nie stanowi dla wytworey dostatecznej zachety do podwyz-
Szenia jakodei, ani ostrzezenia przed jej znacznym obnizeniem.
Czutogé pPostepowania opartego na przepisie GUM jest bardzo mala.

Dlatego warto rozwazyé, czy lepsaych wynikéw nie da kontrola
Wyrywkowa. Polegalaby ona na sprawdzaniu tylko niektérych
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wodomierzy z.produkeji biezacej, ale za to kazdego wiecej razy,
niz obecnie. W razie pomy$lnego wyniku cala partie uznawatoby
sie za dobrg, w razie niepomysdlnego wyniku wszystkie wodomierze
z partii poddawaloby si¢ badaniu indywidualnemu. Przez odpowiedni
dobér planu badania moina by stworzyé warunki, w ktoérych pro-
ducent bylby zywo zainteresowany w obnizaniu wadliwosci (np.
przez zmmniejszanie o, lub a, lub obu parametréw jednoczesnie)
1 w unikaniu jej podwyzszania. W ten sposéb kontrola z rejestra-
cyjnej stataby sie aktywng. Mozliwe, Ze cel ten mozna by
osiggnaé przy catkowitej liczbie pomiaréw na partie niewiekszej
niz obecnie i przy frakeji zlych wodomierzy przesgczajgeych sie
przez kontrole niewyzszej, niz przy obecnym systemie.

Instytut Matematyezny Polskiej Akademii Nauk

(Praca wplyneta dnia 22. 12. 1952 )

Ho OB PO EIDb ]l (Bapwaray 0 C. 3Y B 1L K (Bpowaan)

O NPOBEPKE BOJ{OMEPOR
PESIOME

MaMepureibuble npuGOpPH, HANPUMEP BOZOMEpPH, HBLOTOBJMEMbIE MACCH-
BHM 0GPasOM B ONpeACTEHHBIX YCTOBHAX NPOM3BOJACTBA, MMEIOT IOTPCHIHOCTH
ClHCTeMATIMCCKIE ¢, It caydaituie, Naacnii mpubop posepseres, coxpateno
AR yCTOBHE TOMHOCTI |£|<{q, PAC ¢ O3MUNACT UCKOTOPOC HATEpej QUPECACIECH -
HOC TMOJORNTEIRIOE MHeA0. B craree paspemen cacaywowmii soupoc: upom:-
BOJUTEID FHEJACT ZHATH 3ABHCHMOCTS MEHLY BEPOATHOCTHIO P toro, uro upndop
Oy AT NPUIHAH POAHHM NPH MPOBEPKE, H UPOLEHTOM @ Opaka naprun (w ~ or-
HOWILHIE HCHAR HPHHOPON, HE COOTBETCTNY UMY TPLGORAUIAM, K OFbEMY TApPTAH).
Mpasuia npuema cieayoimue:

Ram it npufop npowepserca oyt wam gea pasa. [[posepra coerour
B TOM, 4TO H3IMEPHETCA MOTPEUIHOCT NpUBopa MYTEM CPABNABANUA eTO ¢ oGpai-
HOM.

Hyers my a0 my  cootsererByloupe peayabTarThl HEPBOrO U BTOPUIO W3-
yMepeHus. llpnfop npusHICTCH TOIHEIM, ecan [m,)<<0,9¢ u weroyunm, ecom
[my|=1,1g. Ecan 0,9¢<|m,|<1,1¢, 0 nporogurcs BTOPOC {IBMCPCTiHe, 1H0C/e
ROTOPOrO NpPHGOP UPHIHACTCHE TOMUBIM, e€can 05|m 4 mg]<i g, w  werommm,
ecaun 0,5{m ;4 m,| >q.

[IpunnMaesm, uTO & 1o BCCM USHETMAM AMECT HOPMAIbLIOC pacHpejede-
Hie (@,06,), a peayabTaT i UBNMCPEHUA WOTPENHOCTH UpHGOPR ¢ CHCTEMATH-
HECKON HOTPeHOCTIO « HMeeT HOPMAJIBHOe pacnpepenenne (x.o,). [Mapamerpy,
.0,,6, WARCCTHEI HA NMLITA,
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JOPeRTUBHOE pellicHlie [1aHO B Buje PPAQUROB, KOTOPHE OHNpPenedHIOT
XapAKTEPUCTHKY npaBuad npuema s dopme f(w,P;a,0.,0,,q)= 0.

HaHo HeCKONBLKO NPUMEPOR MOAL30BAHHA IpadHEAMI.

O6mut agaans NpUBEIEHHOr0 MPABMIA NPOBEPKH BOXOMEPOB [PHBO AT
R KPUTHYECKUM 3AKMIOUEHHAM 0 (e{CTBEHHOCTH TIpaBHJA. :

JoODERFELD (Warszawa) and 2. ZUBRZY CK 1 (Wroctaw)

ON TESTING FLOWMETERS

SUMMARY

Measuring instruments, mass produced in stabilized production condi-
tions, ¢. g. flowmeters, have systematical errors x and random errors. Each
instrument is tested with the object of ascertaining whether it fulfils the con-
dition of accuracy |z|<lg, where ¢ is a positive number fixed arbitrarily before-
hand. The paper deals with the problem of the producer, who wants to know
the relation between the probability P of the instrument produced passing
the test as good and the fraction defective w of the lot, i.e. the ratio of the
number of instruments which fall short of the requirements of the test to the
size of the lot. The rules of testing are as follows:

We test each instrument once or twice measuring its error by eomparing
it with the standard. Let m, and m, be the vesults of the first and the
second measurement of x respectively.

If [,]<00,9¢, the instruments is considered good. I b= 1g - it i
considered defective.

It 0,9q<|{m,|<1,1¢q, a second measurement is taken: in that case the in-
strument is considered good if 0,5|m, +m,|<{g: it is considered defective
H0,5]m, -y >q.

We assume that ., in the whole of production, has the normal distribu-
tion (a,s,), and the result m of the error measurement of ap instrument with
the systematic error .» has the normal distribution (w.a,). The parameters
. 05,0, are known from experiment.

Diagrams which give the characteristic curve of the rules of testing in
the form f(w,P;a,0,,0,,q)=0 are an effective solulion.

Several examples of the use of those diagrams have been given.

Moreover, the authors have made a general analysis of described rules of
testing flowmeters and reached critical conclusions as repards the effective-
Ness of those rules.



