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O MACIERZACH, KTORYCH MACIERZE ODWROTNE
MAJ4 ELEMENTY DODATNIE

W réznych zagadnieniach technicznych, a w szezegélnosei w za-
g€adnieniach elektrotechniki teoretycznej i stosowanej, spotykamy sie
Z nagtepujgecym zagadnieniem: Dla jakiej klasy macierzy o elementach
¢dacych liezbami rzeczywistymi macierze odwrotne maja wszystkie
elementy dodatnie? Zagadnienie to wylania si¢ miedzy innymi przy
Aalizie liniowych obwodéw elektrycznych [1], [2], [6], [8], [10]. Spo-
tykamy sie z nim réwniez w zagadnieniu chlodzenia maszyn elektry-
®2hych [5]. Sprecyzowanie wiasnogei tej klasy macierzy pozwoli wy-
®agnaé, na przyklad we wspomnianych wyzej zagadnieniach, wniogki
Majace wazine znaczenie teoretyczne i praktyczne.

TWIERDZENIE (1). Niech macierz A = (ay;) bedzie macierzq symetry-
C¥na spelniajgcq nastepujace warunks:

(or) ay = Z |@ail
| =
(B) (177 < 0 dia % # l,

() kazdym wiersew  (kolummie ) macierzy A, = (ay) stopnia

M_i" =2,...,n) powstalej preez rozszerzemic z macierzy A, |, = (ay), sq

Preynajmniej dwa elementy réine od zera. _
Wiedy macierz odwrotna A~ isinieje i ma wszystkie elementy dodainie.

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze macierz symetryczna spekniajaca
Warunki («), (8) i (v) ma wyznacznik wiekszy od zera. Wykazemy to przez
li‘hkc_\jife ‘wzgledu na stopienn macierzy. Zatbimy, ze dla wszystkich

(') W czasie opracowywania tego artykulu zapoznalem sie z praca W. Leder-
Rana On the asympiotic probability distribution for certain Markoff processes, Proceed-
:;lgﬂ of the Cambridge Philosophieal Society 46 (1950). W pracy tej podano warunki

O8tatecrne do istnienia macierzy dolaczonej o wszystkich elementach nieujemnych.
Tozwasah Ledermana nie wynika twierdzepie-podane niiej. Ponadto metoda dowodu
i j otod stosowanych w pracy Le-
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macierzy symetryeznych A® gstopnia n—1 Spelniajacych warunki
(a), (B) i (y) det.A™ > 0. Niech A4 bedzie dowolng macierzg symetryczng
stopnia # spelniajaca warunki (w), (B),1 (y). Z warunku («) i (y) wynika,
ze ay > 0, wige .

1 Sz G
. an a4

(1) . detA. = all “21 a22 sen azn .
anl a’nz a’nn

Mnozac kolejno elementy pierwszego wiersza detA przez. —0Og1y — g1y ..
eery —@y 1 dodajge je odpowiednio do elementéw wiersza drugiego, trze-
ciego, az do n-tego wlgcznie, otrzymujemy

1 ] S |
a ay
) detd 0 aff ... afd)
2 e == 0y y
0 a) ... o
| 0 af) ... al®)
gdzie
Qy Oy -
q}};’:ak,— (ky 1 =2,...,n).

a1

Niech A® = (af));%k,1=2,...,n. Mamy detd — a;;det AD, Wobec
@, > 0 oraz zalozenia indukeyjnego wystarezy udowodnié, ze macierz AV
jest macierza symetryczng speliajgca warunki (@)y (B) 1 (y).

Ot6z symetria macierzy A oraz to, ze spelnia ona warunki (B)
i (v), s3 widoczne bezposrednio z wzoréw na af). Aby ndowodnié, ze
macierz AY spetnia warunek («), zwréémy uwage na to, ze

n n
- Gy Oy § ' ay Ay § ]
a%tl) = qp—— = Ia’lil — = lali’+ Ialll ( - =
i=1 ! i=2

ay a1
it izl ,
: SIS janllal| _ &
Ay / | (@
> 2 ltys) + |y § = E (laul+~—‘~) > _5_ laf?)],
i=2 - i=2 %u i=2 ot Ci=2
Tl il il il

co dowodzi, ze A" spelia warunek (c).
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Dla macierzy A, stopnia 2 macierz odwrotna ma postaé

(3) A, = 1 [ Ta2 "aiz]’

2 =
det A2 - a21 au

gdzie
N detAz = alllal22“‘ar12a21 > 0
oraz
a;u>0 dlaJ l=1,2, a12:a21<0.

Twierdzenie dla macierzy A, stopnia 2 jest wiec spelnione. Przypuéémy,
Ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy A4, , stopnia n—1. Wyka-
Zemy, ze jest ono wtedy tei prawdziwe i dla macierzy A, stopnia n.
Korzystajac z metody rozszerzania [3], mozemy macierz nieosobliwg A4,,
rozpatrywaé jako macierz powstaly przez rozszerzenie z macierzy nie-
osobliwej A,_,

n

(4 An—l A12
) An = A b
) o flﬂ 22
gdzie:
4,_, jest macierzg spelniajacg warunki twierdzenia, o postaci
an g vee By 1
a2 (LP%) ees g g
An—l = ’
| @n—1,1 Bp-1,2 <+ Oyy p—1 |

4,, jest macierza kolumnows stopnia (n—1)x1, posiadajges przy-
hajmniej jeden element niezerowy,

A12 = ’

_a’n-l,n_

. A; jest macierza wierszows stopnia 1x (n—1), posiadajaca przy-
Najmniej jeden element niezerowy,

Azl = [a'nla"n.z seo an_,n—l]y
A, jest macierza niezerowa, jednoelementows,

A22 = [ann] .
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Niech macierz 4!, o postaci

45 4, e A ney
(5) ;—11 _ Ay 422 Az,n—J

-----------------

bedzie macierza odwrotng do macierzy A, ,. Wéwezas wobec (4) ma-
cierz A;' jest postaci

— B -
AT+ A71,4,A4,4.7 _ A1 A,
n— ———h.
. a, a,
®) a3t = S -
: _ A4, _, 1
N O, » a,,

gdzie a, = a,, — Ay 4,72, 4,. _

Przypudémy, ze macierz (5) ma wszystkie elementy dodatnie. Wy-
kazemy wtedy, Ze macierze —A;l A, —A4, A1, A7} A, 4,477
maja tez wszystkie elementy dodatnie.

Obliczmy macierze —A,. A,,, —A, A;",. Zachodza zwigzki

Ay A . Ay Gy
-1 4 v ¥} Ay v Aspy Qo
(7 _A‘n——l 12 = . =
n-1 -An—l,l An-l 2 . An-—-l,n—l __a'n«-l,nJ

--------
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(8) '_AzlAn—l = _[a’nlanz a’n’n—l] ' =

---------------

n—1 n—1 |
= __[ﬂz—; a’naAal ZanaAzﬂ Tee Za’naAa,n—I]'

7. warunkéw (B) i (y) twierdzenia wynika, ze wszystkie elementy ma-
cierzy A,,, A, sa niedodatnie i przynajmniej jeden z nich w kazdej
z tych macierzy jest rézny od zera. Wobec tego macierze —A4;',A,,,
—Ay A%, maja wszystkie elementy dodatnie. Macierz A 1A12A21A; o
mozna traktowaé jako

(9)‘ [—A;llAn][”TAmA;lﬂ == A;LAlezlArﬁn

& wige jako iloczyn dwéch macierzy o wszystkich elementach dodatnich.
Macierz 4!, 4,4, A}, ma zatem wszystkie elementy dodatnie. Teza
twierdzenia zostanie dowiedziona, jezeli wykazemy, ze

(10) Ay = a’nn—AmA;—l-lAm > 0.

Obliczajac warto§é wyznacznika macierzy A, rozwijamy go wedlug
ostatniej (n-tej) kolumny. Dostajemy wtedy

Oy Gy ... Gp
. :
(a1 Qg ... Qg '
(11) det A, = = N ey A,
--------- a=1
Ay Cpg oo Qpy

gdzie A, jest kofaktorem elementu a,, macierzy A, . Obliczajac z kolei
wartoei A4, (e =1,...,n) rozwijamy je wedhug ostatmego (n-tego)
Wwiersza. UW'zgledniaja;c (5) mozemy napisaé

n—1 n—1
(12) detAn = awn.A;m“Z aanZ Aa,fmA/uaa"nu =
a=1 f£=1 .

= A;m [ann_AZIA;llAm]-
Poniewasz 4,, > 0 i detA, > 0, zatem z (12) otrzymujemy
O — Ay A2 A1y > 0,

Twierdzenie zostalo wiec dowiedzione.

Zastosowania Matematyki V. 10
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Przykiad. Rozwazmy obwoéd liniowy w stanie ustalonym przed-
stawiony na rysunku 1. Obwéd ten zasilajg idealne Zrédla pradowe (nie
pokazane na rysunku). Rozwigzujac rozpatrywany obwéd metods po-
tencjatéw wezlowych ([1], [2]) otrzymujemy uklad trzech réwnan linio-
wych, ktéry mozna napisaé macierzowo nastepujaco:

(13) GV =TI,
gdzie
Gy G Gy Gh+ G+ G —G —G;
Gy = |Gy Gy Gy | = —G, G+ G+ G, —G0, ’
Gy G5y Gy —0, —G G35+ 641G |
rv: ‘ Bra
vV =7l Ir=|1|.
Vs ‘ _I;

Elementami macierzy symetrycznej Gy ([1], [2]) na gléwnej przekatnej
83 przewodnofci wlasne wezlow Gy (1 =1,2,3), tj. sumy wezystkich prze-
wodnosci gatezi przylaczonyeh do rozpa-
trywanego wezla, a poza gléwnag przekgtng
przewodnosci wzajemne Gy, (I, k = 1, 2, 3)
galezi laczacych rozpatrywane wezly.
Elementami macierzy ¥', I' sa odpowie-
dnie potencjaly wezléw niezaleznych V;
(I=1,2,3) oraz wypadkowe prady I;
doprowadzone z idealnych #rédel pra-
dowych do poszezegélnych wezléw nieza-
leznych.

Jak wiadomo [1], macierz G, otrzymu-
jemy z macierzy G, przez skreflenie w niej
wiersza i kolumny odpowiadajacych wez-
Rys. 1 lowi przyjetemu za wezet odniesienia. G,

jest macierzg symetryczng o postaci

" Y |
Gy Gy, Ghs G| 16,4+6,+6,] —@, — G —G,
G — Gy Gy Gy Gy -G, G+ G, + G, —G@, —@,
4 —_— —
Gy Gy Gy Gy —G —Gy G+ G+ G G,
_G:n G42 043 G44._ _Gs “Gz ""Gd. Gz + G4 + Gs
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Elementy macierzy G,, bedace liczbami rzeczywistymi, spehiajs zalez-
nosci

(14) Gp=—DC=—D0 da 1=1,..,4.
anl anl

Wskutek tego dla elementéw macierzy G, mamy

3 3

(15) Gp> D |Gl = D10y dla 1=1,2,3.
= a=]
azl . aztl

Macierz @, spelnia zatem warunki twierdzenia. Bez dalszych obliczen
mozemy stwierdzié, ze:

1. detG,; > 0, :

2. wszystkie elementy macierzy odwrotnej G‘3 83 dodatnie.

Te wilasnosei pozwalaja -wyciagnaé wazne wnioski elektryczne, kt6-
Tych tu nie przytaczamy. :
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T, KAYOPEK (Bapmasa)

O MATPHHOAX, OBPATHBIE MATPHI[BI KHOTOPEIX HMEROT
HHOJAOKHTEJABHBIE S3JEMEHTbHI

PE3IOME

daHo pocTaTouYHEE YCHOBMA CYNMECTBOBAHMA CcuMMerpuuHOH Marpmunt A
¢ DIEMEHTAMH @) ABIAKNNMMMCA JeHCTBUTeIbHHIMM UMCIAMM, MMenmell o6paTHYIO
Ma'rpnuy, BCE 3IEMEHTH KOTOPOI MOJZOMUTENABHE. ¥ CIOBUA BTU caengyiolmue: 1. ag >
2 lagl, 2. apg << 0 gasa k #1, 3. B Rammol chone (cTounbue) mo xpairmeir Mepe
’L=1
il

ABa DIEMEHTH He PAaBHH HYI.

IIpnnaraercd OPHMep KacaONUiCA JHHeHHBX dIeKTpHYecKUX INemeit moeTo-
AHHOTO TOKA.

T. KACZOREK (Warszaws)

ON MATRICES WHOSE INVERSE MATRICES
HAVE POSITIVE ELEMENTS

SUMMARY

The author gives the nocessary conditions of the existence of a symmetric
matrix 4 with elemonts ay, which are real numbors, ha.vmg an inverse matrix whose

elements are all positive. The conditions are: 1) ap = 2 lag|, 2) for k # 1 app <C
'b;'.-l -
3) in every row (column) at least two elements are different from zero.
The theorem is illustrated by an example concerning the a,nalyms of eleetrical
circuits of direet current.



