I. KOZNIEWSKA (Warszawa)

POROWNANIE EFEETYWNOSCI LOSOWANIA
ZE ZWRACANIEM 1 BEZ ZWRACANIA PRZY NIEZNANEJ
WARIANCJI POPULACJI GENERALNEJ

Rozpatrzmy populacje generalng skladajacg si¢ z N elementow
Ly Lay... Ly Z populacji tej losujemy n elementéw do probki. Oznaczmy
przez pu parametr populacji generalnej, a przez m odpowiedni parametr
prébki; parametr m jako zmienna losowa dyskretna o skonczonej liczbie
skokéw ma warto$é oczekiwang F(m) oraz wariancje D(m).

Celem niniejszej pracy jest poréwnanie efektywnosci estymatoréw:
wariancji populacji generalnej. Bedziemy uwazali, ze m, jest efektywniej-
szym od m, estymatorem parametru u, jesli D(m,)<D(m,).

Stosownie do techniki pobierania prébki podzielmy estymatory
parametréw populacji generalnej na dwie klasy: na estymatory otrzy-
mane z prébek, ktérych elementy losowano ze zwracaniem (bedziemy
je oznaczali. literami lacinskimi bez gwiazdki) i na estymatory otrzy-
mane z prébek, ktorych elementy losowano bez zwracania (bedziemy
je oznaczali odpowiednimi literami laciskimi z gwiazdkg).

Na przyklad estymatorami gredniej arytmetycznej populacji gene-
ralnej s drednie arytmetyczne probek: z — prébki wylosowanej ze
zwracaniem, z* — prébki .wylosowanej bez zwracania. O estymatorach
ZF i 7* wiadomo, ze efektywniejszy z nich jest z*, poniewaz
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gdzie o® oznacza wariancje populacji generalnej, N — liczebnoéé popu-
lacji generalnej, n — liczebnosé prébki.

Jak widaé, dla n>1 mamy D(z*)<D(%).

Mozna by przypuszezaé, ze estymatory otrzymane z préobek wylo-
sowanych bez zwracania s3 zawsze efektywniejsze od odpowiednich
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estymatoréw z probek wylosowanyeh ze zwracaniem. Jednakze takie przy-
puszczenie byloby niestuszne. Mozna to wykazaé na nastepujacym przy-
kladzie, w ktérym oszacowuje si¢ wariancje populacji generalnej za po-
mocg wariancji probek 1):

Niech populacja generalna sklada si¢ z 9 elementéw (N=9): z;=1
dla i=1,2,...,8 i xy=—8, frednia populacji x=0, wariancja o*=S8.

Wezmy prébki skladajgce sie z 3 elementéw. Jezeli losujemy elementy
ze zZwracaniem, to mozemy otrzymaé nastepujace sklady prébek: 1,1,1;
1,1,—-8; 1,—8,—8; —8,—8,—8 z odpowiedunimi prawdopodobienstwami
512/729, 192/729, 24/729, 1/729. Zmienna losowa

1 3
"y =§Z(9’i—§)2
i=1

bedzie miala wartodé oczekiwang E (m2)=5§ oraz wariancje D(m2)=6_7§.

Jezeli natomiast losujemy elementy do prébki- bez zwracania, to
mozemy otrzymaé tylko nastepujace sklady prébek: 1,1,1; 1,1,—8 z od-
powiednimi prawdopodobienstwami 2/3 i 1 [3; wobec tego zmienna lo-
sowa m; bedzie miala warto$é oczekiwang FE(mz)=6 i wariancje D(m3)=
=172. Jak widaé, w tym przypadku mamy D(m3)>D(m,).

Przyklad ten wydaje sie¢ sprzeczny z intuicjg, ktéra mowi, ze losowa-
nie bez zwracania powinno dawaé wyniki lepsze (w sposéb zresztg nie-
zbyt okreslony) niz losowanie ze zwracaniem. Nasuwa 8i¢ przypuszczenie,
ze zrédlem tego pozornego paradoksu jest fak$, iz wariancja prébki jest
obcigzonym estymatorem wariancji populacji generalnej, a o wyzszej
jakodci estymatora decyduje nie tylko efektywnosé. Na przyklad kazda
dowolna stala wzieta jako estymator daje wariancje réwng zeru, ale taki
estymator — jako obcigzony w nieokresiony sposéb — jest bezuzyteczny.

Dla estymatoréw nieobeigzonych paradoksu-juz nie ma; mianowicie
zachodzi podane dalej twierdzenie 1.

Niech N i » oznaczaja odpowiednio liczebnosé populacji generalnej
i prébki. Z natury rzeczy N i » speliaja nieréwnodei 2<<{a{ N—1
oraz N>2. ,

Niech dalej z i z* oznaczajp odpowiednio §rednie probki wylosowanej
ze zwracaniem i bez zwracania, m, i mj — wariancje obcigzone prébki,
M, i M; — wariancje nieobcigzone prébki oraz a, i a; — wariancje nie-
obcigzone prébki obliczone od $redniej x4 populacji generalnej. Parametry
powyzsze s3 zwigzane nastepujacymi wzorami (zob. [1]):

1) Zagadnienie poréwnania efektywnodci estymatoréw warianecji przy losowaniu
ze zwracaniem i bez zwracania pestawil 8. Szule.
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1 . n 1 G
=_ — —T —_— —_—— J— 2
m, = ni; (z;—z), M, n—1 m,, a; nigl; (@;— p)’y
(1) . ' .
1 n N-—-1 1
*—— .——2 —_ ee— e * *=— ’ J— 2
my = nigl (w; —Z)}, M, e iy T VR ni; (w; — ).

Mozna wypowiedzieé nastepujgce
TWIERDZENIE 1. Dla estymatoréw mnieobcigéonych M,, M;, a,, ay
warianeji o® populacji generalnej zachodzq nastepujqce nieréwnosei:

(2) D(M3) < D(M,),
(3) D(a3) < D(a,).

Twierdzenie to orzeka, ze estymatory M; i a;, bedgce parametrami
probek wylosowanych bez zwracania, 83 efektywniejszymi, estymatorami
wariancji o® populacji generalnej niz odpowiednie estymatory M, i a,
ofrzymane z probek wylosowanych bez zwracania.

Do dowodu tego twierdzenia, jak réwniez nastepnych, bedzie uzy-
teczny nastepujacy

LuMAT. Niech

1 N
- C— )
; b= 2 @ =)

oznacza czwarty moment centralny populacji generalnej © niech A ©.B bedg
dowolnymi liczbami spelniajacymi mnieréwnosci A<O 4 B>A. Wowczas

(a) Ap, — Bd* < 0.

Dowéd lematu. Wiadomo, ze wspélezynnik ekscesu y,=p,/c*
spelnia nier6wno$é y,>1. Jezeli A i B spelniaja warunki zalozenia, to
B/A<1, wobec czego y,>B/[A, co jest r6wnowazne z nieréwnoscig (a).

Dowéd twierdzenia 1. Udowodnimy najpierw sluszno$é nie-
réwnodei (2). Latwo sprawdzié, ze jest ona speiniona dla N=3 i n=2.
W celu udowodnienia wzoru (2) dla N>3 i 2<n<{N —1, skorzystamy ze
wzoréw na D(m;) i D(m,) podanych przez Hagstroema (zob. [1]):

(n— 1PN (N — (n+1)/(n—1)) (N —n)

D(mz) = (N —1)(N—2)(N—3) Hat
N(N—n)(w—1)(—n(N*—3)+3(N—1)}) ,
+ B(N—17N—2)(N—3) 7
D(m2)=(";1)2 _ n—1)(n—3) o

PO *ond
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(We wzorach tych przyjeto u=0, co nie zmienia ogélnosci rozwazan.)
Z nich oraz z oczywistych zaleznosci

N—1\_ ., 2
D(M;)=(nle) D(my), D(Mz)':(;b%i‘)l)(mz)
otrzymujemy
D(M3) — D(M,) = Ap, — Bo',

gdzie

4 —n*(N—1+n(4N*—B5N.—1) - N(BN—1)

o nN%(n —1)(N —2)(N —3) ’
B —n*(N?*—3)+n(8N?— 15N +3)+3N(—3N +5)

n(n—1)N (N —2)(N¥ —3)

Mozna latwo udowodnié, ze dla N>3 jest A<0 i dla 2<<n<<N —1 jest
B>A, a wiec 83 spelnione zalozenia lematu. Teza lematu dowodzi shi-
sznosci wzoru (2).

Prawdziwo$é wzoru (3) wynika bezposrednio z nastepujaeych wzoréw
podanych réwniez przez Hagstroema [1]:

N—n 4

* 1.
D(“z)‘—?m(m_a), D(“2)=j';(ﬂ4—04)-

Istotnie, dla n>1 mamy D(a3) <D(a,).

TWIERDZENIE 2. Estymator a, jest efektywniejszym estymatorem
wariancji ¢* populacji generalnej niz M,, ceyli
(4) D(as) < D(M,).

Dowéd. Shusznodé tego twierdzenia wynika bezposrednio z poré6wna-
nia wzoréw

1 1 n—3
D(ay) = — (py — o* D(M. =—( — .4).
(as) " (g — %), (M) n 12 "__10
TWIERDZENIE 3. Estymator a; jest efektywniejszym estymatorem
wariancji o* populacji generalnej niz My, czyli

(5) D(af) < D(M3}).

Dowéd. Obliczajq,c réznice miedzy odpowiednimi wariancjami
otrzymujemy

D(a?) — D(M) = A,u,— B,o*,
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gdzie
f N=n N(4—n)+nN@B—N)+(n—N)—6N+1
U an—1) N(N—1)(N—2)(N—3) !
B _N—n n(—4N*+9N—3) +2N°—4N*+3N—3
T N(N—1)(N—2)(N—3) :

Latwo sprawdzié, ze sa tu spelnione zalozenia lematu: 4,<0i B,>A4,.
Teza lematu dowodzi twierdzenia. .

Pozostaje obecnie do poréwnania efektywnodé estymatoréw M
i a,. Mozna udowodnié nastepujace

TWIERDZENIE 4. Warunkiem koniecenym ¢ dostatecenym na to, seby M,
bylo efektywniejszym estymatorem wariancji o populacji generalnej niz a,,
jest, by wspdlczynnik ekscesu y, populacji generalnej spelniat nierdwnosé

2(N —n)(N—n— 1)(N —2)
(N—1f—n(dN*—BN— 1)+ N(BN—1T)

(6) Y2 = 1‘*‘”2

Dowéd. Por6wnanie odpowiednich wariancji daje
D(M3) — D(a,) = O, — D,

gdzie
O —n*(N—1)4+ n(4N?*—5N—1) - N(BN-—-T)
- aN(N— 1)(N— 2)(N—3) ’
D= W (N?— 3) 4+ n(8N*— 15N + 3) + N(— 2N*+ N+ 3)

n(n — 1) N(N — 2)(N— 3)

Latwo zauwazyé, ze jest tu €<0 i D<C, wiee nieréwnodé Cu,—D¢*<0
bedzie spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy y,>B/[A, przy czym
D_.. 2(N—n)(N—n—1)(N—2)
¢ W (N—1P—n(dN*—BN—1)+ N(BN—1)’

¢o0 dowodzi twierdzenia.

Whnioski. Pierwsze trzy twierdzenia s3 ogélne iintuicyjne, natomiast
twierdzenie 4 nie ma zadnej z tych zalet. M6wi nam ono, Ze przy wa-
runku (6) spelnionym przez wspélezynnik ekscesu y, populacji generalnej,
estymator M;, uzyskany bez zndjomosei sredniej x populacji generalnej
z prébki wylosowanej bez zwracania, jest efektywniejszy niz estymator a,
uzyskany przy znajomosci fredniej u z prébki wylosowanej ze zwracaniem.
Okazuje sig, ze losowanie elementéw do prébki bez zwracania ma tu wigk-
82y wplyw na zwiekszenie efektywnogdci estymatora niz znajomosé Sredniej
Populacji generalnej.



302 I. Kozniewska

Postarajmy sie znaleZé konkretne przypadki, w kbtérych mamy
zapewnione zachodzenie lub niezachodzenie warunku (6).

1. Poniewaz maksimum wspélezynnika ekscesu y, dla danego N
jest okredlone przez wzér (zob. [2])
N’—3N+43

(7 max y,= 1
wiec warunek (6) nie bedzie zachodzil, jezeli

1 2(N—n)(N—n—1)(N—2) N’_3N+3
+ n*(N—1) —n(4N*—~B5N—1)4+ N(BN—1T) = N—1

’

a wiee przy n=2 dla zadnego N. Wynik ten oznacza, ze jezeli do prébki
WeZzmiemy tylko 2 elementy, to bedzie zawsze

(8) D(ay) < D(M3).

7

Jezeli natomiast do prébki wylosujemy N —1 element6w, to zawsze bedzie
spelniona nier6wnoéé przeciwna wzgledem (8).

2. Jezeli populacja generalna ma duzy. wspéleczynnik asymetrii
y1=ps/o’, to ma réwniez duzy wspdlezynnik ekscesu, poniewaz parametry
te 89 zwigzane zaleznodcig (zob. [3])

(9) rn=n+1,

a wtedy nier6wno$é (6) moze byé spelniona dla malyeh n. Wynik ten jest
zgodny z intuicjg, poniewaz przy duzej asymetrii populacji generalnej
znajomosé $redniej niewiele nam méwi o populacji.

W przykladzie rozpatrywanym na stronicy 298 mamy wladnie de
ezynienia z populacjy generalng o duzej asymetrii. Dla prébki o licze-
bnodei n=3 warunek (6) jest spemiony, tj. D(M;)<D(d,), natomiast
dla prébki o liczebno$ei n—=2 — zgodnie z wynikami punktu 1 — waru-
nek (6) nie jest spelmiony i D(a,)<D(M3).

3. W praktyce mamy czesto do czynienia z rozkladami zblizonymi
do normalnego, dla ktérego y,=3. Wtedy warunek (6) przybiera postaé

(N—n)(N—n—1)(N—2)
n*(N—1F— n(4N*—B5N—1) + N(BN—1) <

1
lub

7} (N?*— 3N + 3)4-n(— 2N? + 8) — N(N*— 8N+ 9) > 0;

ta._osta,tnia, nieréwno$é jest spelniona dla n>1- ]/lTT
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A zatem dla populacji generalnej o wspélezynniku ekscesu y,=3

dla n>1+ VN zachodzi nieréwnodé D(M?)<D(a,), tzn. estymator M3
jest efektywniejszym estymatorem wariancji ¢° niz estymator a,.

Wynik ten oznacza, ze dla populacji o wspélezynniku ekscesu y,=3
i przy losowaniu do prébki co najmniej 14}/ N element6w estymator M3,
uzyskany bez znajomosei §redniej ux populacji generalnej z prébki wylo-
sowanej bez zwracania, jest efektywniejszy, niz estymator a, uzyskany
przy znajomosei fredniej u z prébki wylosowanej ze zwracaniem. Wynik
ten mozna wykorzystaé w praktyce do przypadkéw, gdy nie jest znana
Srednia, x populacji generalnej.
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H. HOSBBbHEBCKA S (Bapmasa)

CPABHEHHUE 3OPEKTHBHOCTH BBIBOPA C BO3BPAIIEHHEM
¥ BE3 BO3BPAIEHHA NIPH HEW3BECTHOH JHCIEPCHH
TEHEPAJIPHOU COBOKYIOHOCTH

PESIOME

B pafoTe paccMaTpmBaeTCA reHepajbHAA COBOKYIHOCTH COCTOAIAS M3 7 3dije-
MEHTOB, CO cpefmelt u W fAucuepcuelt o®. OmMeHKAMH JAMCHepCHR o3 ABISIOTCA mapa-
MeTpH ompepdeieHHEe ¢Qopmyidamm (1), mnpumiem g, My, ap — mapaMeTPH BHOGOPKHE

cocrosmelt WS 7 dJIeMeATOB BHODAHHHX ¢ BO3BpameHueM, a mjy,My; a.'; — COOTBeT-

CTByIOIMHEe NMapaMeTpH BHOODKHM TaKie COCTOANIEH N3 7 DIEMEHTOB, HO BHGpAHHHX
6ea posBpamenad. J{ufi HECMeIEHHHTX OIEHOK .M;, M, a,;', G2 KOKABAHH HEPABEHCTBA
(2), (3), (4), = (5), cupaBegamBre FiA 2<n<<N—1 u N>3. Heo6xogumuM m JOCTa-
TOYHHM YCIOBHEM JJifi HepaBeHCTBA D(M‘;)<D(a2) saBaAercs yciuoBwme (6) xuaa koad-
bnnumenTta srcmecca y; reHepaNbHON COBOKYIHOCTH.

IpamaaMans Bo BHUMaHWme ycuoBue (7) AnA kKoodumumenTa IHCIHECCA HOLYIaeM
Clenyomuae pe3yabTATH :
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1
1. Ina BHGOpKE ¢ 7n=2 BCErJa HMeeT MecTO HepaBeHCTBO (8).
2. Inn Bobopku ¢ n=N—1 Bcerga WMeeT MeCTO HEPABEHCTBO HPOTHBOIOIO-
KHOTO CMHICIA HEPaBeHCTBY (8).
3. JluA reHepaipHOi COBOKYHOHOCTH C KOIPOMIUERTOM dKCHecCa yp=3 H FiIA

BHIGOPKE ¢ n>1 +|/17 HMeeT MECTO HEepaBeHCTBO D(M;)<D(_az).

1. KOZNIEWSKA (Warszawa)

COMPARISON OF THE EFFICIENCY OF DRAWING LOTS
WITH AND WITHOUT RETURNING THEM, WHEN THE VARIANCE
OF THE GENERAL POPULATION IS UNKNOWN

SUMMARY

In the paper a general population with N elements, the mean u and the va-
tiance o® is considered. The estimates of variance of are the parameters defined by
formulas (1), mg,Ms,a; being the parameters of a sample consisting of n elements

" drawn and returned, and m}, M3, aj being the corresponding parameters of a sample
consisting of n elements drawn and not returned. For the unbiased estimates M; R
M,, “;’ a, we prove inequalities (2), (3), (4) and (5), valid for 2<n<{N—12and N>=3.
‘The necessary and sufficient condition of the validity of the inequality D(M;)<D(az)
is the validity of condition (6) eoncerning the coefficient of excess, yz, of the general
population.

Taking into aecount condition (7) we reach the following conclusions:

1. For a sample of the size n=2 inequality (8) always holds.

2. For a sample of the size n=N—1 an inequality inverse to inequality (8)
always holds. -

3. For a general population with the coefficient of excess y;=3 for a sample

of a size not less than n>1 +l/17 the inequality D(M;)<D(ag) holds.
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