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ABSCHATZUNGEN FUR DIE BEDIENUNGS- UND
ZUVERLASSIGKEITSTHEORIE

1. EINLEITUNG UND PROBLEMSTELLUNG

Es ist eine in der Bedienungs- und Zuverldssigkeitstheorie wohl-
bekannte Tatsache, dafl viele Untersuchungen dann verhaltnismaBig
bequem durchgefiihrt werden konnen, wenn die das Verhalten der System-
elemente beschreibenden ZufallsgroBen (negativ) exponentiell verteilt
sind. Ist das nicht der Fall, so ergeben sich erhebliche Schwierigkeiten;
hiufig ist es unmoglich, mit vertretbarem Aufwand zu exakten Aussagen
iiber interessierende Systemparameter zu gelangen. Daher liegt der Gedanke
nahe, Niherungswerte zu ermitteln, indem einfach mit Exponential-
verteilungen (mit denselben Erwartungswerten wie die Original-Verteilun-
gen) gerechnet wird. In gewissen Fillen — wenn das betrachtete Modell
s»»Unempfindlichkeitseigenschaften” besitzt — erhdlt man auf diesem
Wege exakte Ergebnisse (vgl. [4]). Allgemein kann man iiber die Genauig-
keit dieser Niherungswerte nur wenig aussagen, oftmals weil man im
voraus nicht einmal, ob sie groBer oder kleiner als die wahren System-
parameter sind. Im folgenden soll der Fall niher betrachtet werden,
in dem wenigstens derartige (qualitative) Aussagen méglich sind. Dazu
miissen die betrachteten Modelle gewisse ,,Monotonieeigenschaften” be-
sitzen und die auftretenden Verteilungsfunktionen in passender Beziehung -
zu Exponentialverteilungen stehen.

Formal kann der Zusammenhang zwischen den das Verhalten der
Systemelemente beschreibenden Verteilungsfunktionen F,, F,,..., F,
und dem interessierenden Systemparameter a wie folgt ausgedruckﬁ
werden: Lt

(1.1) a =f(F17',_1.I;’27,,_;--7Fn)-
Beispiel. a = w = mittlere Wartezeit der Forderungen beim Modell

GI/G@/1 im stationiren Fall, F, = B = Bedienungszeitverteilungsfunk-
tion, F, = A = Pansenzeitverteilungsfunktion, w = f(4, B).
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Hier interessieren solche Modelle, die Monotonieeigenschaften der
folgenden Art besitzen:

(1.2) 7.2a, - fF,,...,F, ..., T,
<fFryeis Gy ) (L3 < ).

Dabei ist 2 die folgende Halbordnungsrelation fiir Verteilungsfunk-

tionen H; mit [ adH,(x) < oo (vgl. [2]):

0

(1.3) H1(<2) H, <tH,(t)+ [ #dH,(a)
t

<tH2(t)+f wdH,(x) (—o0 <t< 00).
t

Beim Warteschlangenmodell GI /G /1 beispielsweise gilt fiir die mittlere
Forderungswartezeit w im stationdren Fall (vgl. [9]):

w = f(4, B),

4,24, > f(A4y, BY<f(4s, B), Ayt) =1—A(—t+0) (i=1,2),

2
B,< B, :'f(AiBl) <f(A7B2)-

Allgemeine Kriterien fiir Monotonieeigenschaften der Gestalt (1.2)
und weitere Beispiele findet man in [10].
Wenn ein zu untersuchendes Modell aus der Bedienungs- oder Zu-
verlassigkeitstheorie der Bedingung
(2)
F; <G = f(Fyy..., Fyy..., Fy)
SfFyy ooy Gy oy ) (=1,2,...,7r<n)
geniigt und wenn auBlerdem gilt

(2)
(1.4) Fi<E, (i=1,2,...,7)

mit
J WF@t) =m;, B, (1) = 1—exp(—i/m,),
0

so folgt
fFG sy F)<f(Bry By ooy By Frpyy oy Fy).
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Das bedeutet: Arbeitet man bei dem zu untersuchenden Modell
anstelle der Verteilungsfunktionen F,,F,,..., F, mit Exponentialver-
teilungsfunktionen mit den gleichen Erwartungswerten, so ergibt sich
ein Naherungswert, der grofer ist als der exakte Systemparameter.

(2)
Entsprechende Aussagen gelten im Fall B, é F..
Zur bequemen Nachpriifung von (1.4) sind in Abschnitt 2 einige
Kriterien fiir den Vergleich von Verteilungsfunktionen mit Exponen-

tialverteilungsfunktionen (beziiglich 2) angegeben. Zwei dieser Kriterien
setzen nur die Kenntnis des Erwartungswertes, der Streuung sowie oberer
und unterer Schranken fiir die zu untersuchenden Zufallsgr6Ben voraus.
Das entspricht dem in der Praxis oft auftretenden Fall ,,unvollstindiger
Informationen” iiber die Verteilungsfunktionen (z. B. bei der Projektie-
rung von Bedienungssystemen).

In Abschnitt 3 wird die Theorie auf den Fall des Wartemodells
GI/G/1 angewendet. Es wird auBerdem gezeigt, wie die von Kingman [3]
angegebene obere Schranke fiir w oft wesentlich verbessert werden kann.

SchlieBlich wird in Abschnitt 4 eine Abschitzung fiir das PALMsche
Mehrmaschinenmodell (vgl. z. B. [11], S. 189-204) geliefert.

2. KRITERIEN FUR DEN VERGLEICH MIT EXPONENTIALVERTEILUNGEN

Im folgenden werden einige hinreichende Bedingungen dafiir ange-
geben, daB eine Verteilungsfunktion ¥ mit dem Erwartungswert m der
Relation

(2.1) F<E,

genigt.

(a) Die Kurve F(t) (0 <t < oo) beruhrt die Kurve 1—exp(—t/m)
m genau einem Intervall [t,,1,]1(F(f) = L—exp(—t/m); t,<t<t,) und
es gilt F(1) <1—exp(—t/m) fur t <t,, F(1)>1—exp(—t/m) far t>1t,
(vel. [5], [10]).

(b) F besitzt eine nmichifallende Fehlerrate A(t) (vgl. [5]), wobei A(t)
durch A(t) = F'(t)[L—F(t) definiert ist.

(¢) 0.B.d.A. wird gesetzt m = 1. Dann ist die Beziehung

(2.2) FEE,

erfullt, wenn gilt F(a)+F(b+0) =1 mit b = b(a).
In Tabelle 1 sind zu gegebenem a die zugehorigen Werte b(a) ver-
zeichnet.
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Die Werte b(a) geniigen der Gleichung
(2.3) b(a) =1—In[(1—a)(b(a)—a)].

Man gelangt zu den b(a) auf Grund folgender Uberlegung. Das maxi-

(2)
male Element (beziiglich <2) in der Menge aller Verteilungsfunktionen
F mit dem Erwartungswert 1 und F(a)+ F(b+0) =1 ist nach [9], S
732, die Verteilungsfunktion F\,

0, t<a,
Fo(t) = {(L—a)(b—a)”!, a<i<h,
1, b <i.

TABELLE 1

a b(a)
0,1 1,20
0,2 1,41
0,3 P 1,69
0,4 1,95
0,5 2,26
0,6 2,63
0,7 3,07
0,8 3,67

0,9 i 4,61

Bei festem a hingt es von der GroBle von b ab, ob die Beziehung

Fo(t) = tFo (1) + f taFy(t) < U+ exp(—1)

fur alle ¢ erfillt ist oder nicht. b(a) ist der]emge b- Wert, bei dem X, die
Kurve t+exp(—t) von unten beruhrt '

(d) Es sei wzeder m = 1. Dann ist die Bezzelnmg (2. 2) erfullt wenn
die Streuung

[ @—1)ydF()
(]
nicht gréfer als der Parameter o* ist und zusdtzlich

Fla(o)]  F(b(o)+0) =1
gilt.
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In Tabelle 2 sind zu gegebener Streuung o2 die Werte a (o) und b (o)
aufgefiihrt.
Die Groflen a(o) und b(o) ergeben sich wie folgt.

TABELLE 2

a> [ a (o) [ b (o)
0,1 \ 0,05 1 6,66
0,2 011 | 574
0,3 i 017 | 4,96
04 | 024 | 440
05 | 032 | 383
06 | o044 318

Es sei F,z die Zwei-Punkt-Verteilungsfunktion mit den Sprungstellen
@) _.
a und f(a < B), der Streuung ¢ und dem Erwartungswert 1. Aus F , < E,

und F,, 2 E, folgt auch F,, 2 B, fir a < 2 < y, wie man durch elementare
Rechnungen zeigen kann. Dabei gibt es nur dann Zwei-Punkt-Verteilun-
gen, die kleiner als E, sind, wenn o < o2. Die Konstante o) geniigt der
Gleichung

0 = 3exp(2—o57)

und ist niherungsweise gleich ¢} = 0,6477.

Gilt ¢® < o}, s0 existieren zwei Zwei-Punkt-Verteilungen F,,, und
F oo (a(0) < a, f < b(0)) mit der Streuung o und dem Erwartungswert 1
mit '

() (2)
-Fa(o)ﬁ<E17 Fab(a)<E17

s0 daB fir y < a(s) oder 6 > b(s) die Beziehung F, (2<) E, nicht _mehf
erfiillt ist. |

Es sei M° die Menge aller Verteilungsfunktionen F' mit dem Erwar-
tungswert 1, der Streuung o? und F(a(o))+ F(b(s)+0) = 1. Fir alle
Fe M° soll die Beziehung (2.2) erfiillt sein, also muB gelten

o b(a)
sup {tF(t)—{—f wdF-(a;)} = sup {f .max{t,w}dﬁ’(a))}
; :

FeM°® FeM° a(o)

<ttexp(—t), a(o)<t<b(o)-

Nach [7] wird das obige Supremum bereits dann geliefert, wenn nur

die Drei-Punkt‘-VerteiIungen aus M° zur Konkiirrenz zugelassen werden.
Die spezielle Gestalt des Integrals und die Wahl'des Intervalles [a (o), b(0)]
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ermoglichen dariiber hinaus sogar die Aussage, dafl es geniigt, nur die
Zwei-Punkt-Verteilungen aus M° zu betrachten. Zu jeder Drei-Punkt-
Verteilung G aus M° und beliebigen te [a(c), b(o)] gibt es ndmlich eine
Zwei-Punkt-Verteilung F,, mit dem Erwartungswert 1 und einer Streuung
kleiner oder gleich ¢% mit der Eigenschaft

b(o) b(0)
I = fmax{t,w}dFM(as) = fmax{t,m}dG(w).
a(o) a(o)

Es sei Z die Menge der Zwei-Punkt-Verteilungen ¥ mit dem Erwar-
tungswert 1, deren Sprungstellen in der Menge [a(c), #] U[p, b(0)] liegen
und fir die gilt

b(o) b(o) b(o)
[ 1—2pdF(@)> [ (1—a)dF.(x) und [ max{t,s}dF(e)>1.
a(o) a(o) a(o)

Da die Verteilungsfunktionen F,,, und Fg,) zu M° gehoren, ist
der Durchschnitt Zn M° nicht leer. Also existiert eine Zwei-Punkt-
-Verteilung F in M° mit der Eigenschaft

b(o) b(o)
f max {z, t}dF (z) > f max{z, t}dG (x).
a(o) a(o)

(2)
Da samtliche Zwei-Punkt-Verteilungen aus M° beziiglich < kleiner
als die Exponentialverteilungsfunktion sind, miissen nach den obigen

Uberlegungen auch alle anderen Elemente von M° beziiglich 2 kleiner
als diese sein.

Zur Berechnung der Werte a(c) und b(s) kann wie folgt vorgegangen
werden :

Die beiden Losungen ¢, und #, der Gleichung

t = —]iln(l—}—az-tz)
0-2

sind zu ermitteln und die GroBSen a;,
a; =1—-t;7' (i =1,2)

zu berechnen (¢, < t,).
Es gilt a(o) = @, und

m—ay,p a?

b(o) = it p = .
O="1p ™ P i
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3. ABSCHATZUNG DER MITTLEREN WARTEZEIT IM MODELL GI/G/1

3.1. Allgemeingiiltige Abschiitzungen. Nach [4] (vgl. auch [8]) gilt
fur die mittlere Wartezeit w im stationdren Fall beim Modell GI/G/1
die Abschitzung

2
(3.1) < Mi_,
2(m 4 —mp)
wobei m 4 bzw. mg und o, bzw. 0% der Erwartungswert und die Streuung
der Pausenzeiten a,, ay,..., a,,... bzw. der Bedienungszeiten g,, §,,
ey Bny ... sind.

Bei ,,kleinen” Bedienungszeiten ist (3.1) sehr ungenau:

Im Fall mp = o% = 0 ergibt sich die Abschitzung }o¢% m3', wihrend
der wahre Wert fiir w natiirlich 0 ist.

Folgende Uberlegung fiihrt zu einer oberen Schranke fiir w, die besser
als (3.1) ist und insbesondere fiir my = 0% = 0 den Wert 0 liefert.

Es wird eine Familie (Z,) von Bedienungssystemen GI/G/1 betrach-
tet mit den (identisch verteilten) Pausenzeiten a,, a,, ... und den (identisch
verteilten) Bedienungszeiten ilﬂl, Bay ... (0K A< mymg'; Bay, = my; Ef,y
= myg). Die zu 1 gehorige mittlere Wartezeit im stationdren Fall sei
w(i). Die w(A) sind endlich, wenn gilt Ef} < oo (vgl. [7]).

SATZ 1. Die Funktion w(d) (0 < 1 < mmz') ist monoton nicht fallend,
stettg und konvex; w(0) = 0.

Beweis. Nach [6] gilt
1
w(1) = Y =w,®),
y=1

w,(A) = Emax{0, A8, —a,+...+48,—a,} (v =1,2,...).

Die Funktionen w, sind monoton nicht fallend, stetig und konvex
und an der Stelle 0 gleich Null. Also besitzt w die gleichen Eigenschaften.
Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich folgende obere Schranke fiir w:

SATZ 2. Es gilt die Abschatzung

- o4 mg+V (% mp) +m 6 o%

(3.2) w< :
My

=4q,

wenn die reelle Zahl =x,

m,4q

3.3 - 41
(8.3) * 2mgq+ o}’

grofer als Einsg ist.
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Beweis. Wegen der Eigenschaften von w(2) mufl gelten
w(d) < v(4),
wobel v die grofite konvexe Funktion mit »(0) = 0 und

%+ Aok

2(m 4 — m B)

() <wu(d) =

ist. Die Funktion »(21) lautet

A L
’v(l) — q ’ ?
wu(d), 1> =,

wobei ¢ und » gemaB (3.2) und (3.3) definiert sind. Im Intervall [0, x)
gilt v (1) < u(4).
Wenn » groBer als Eins ist, ergibt sich

w<v(l) =qg<u(l).

Vor allem fiir Systeme mit ,,geringer Belastung” (mpm3' < 1)
liefert (3.2) bessere Schranken fiir w als (3.1).

Abb. 1. Darstellung der Funktionen u(4), v (4) und w(4)

3.2. Abschitzungen mittels Exponentialverteihingen.
Nach Abschnitt 1 gilt
i,

(3.4) w< —2
my—mpg
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sofern die Bedienungs- und Pausenzeitverteilungsfunktionen B und A den
Beziehungen

(3.5) B<E,,
und
, @
(3.6) E,, <4
genugen.
t)]

((3.6) ist dquivalent mit A~ <E, ;A7 (t) =1-4(~t+0), E, (1)
= exp(t/m4); 1 <0.)
Aus (3.5) und (3.6) folgt ndmlich

" my

’I'ILB) —

w =f(4, B)<f(E, , o
L~ My

Zahlenbeispiel.
m, =1, P(0,6 <a;,<2,0) =1, o4 = 0,40;
mp = 0,2, PO1<p,<0,4) =1, o = 0,01.

Das Kriterium (c) aus Abschnitt 2 garantiert die Richtigkeit von
(3.5) und (3.6). _

Fir w ergeben sich die Schranken 0,256 (nach (3.1)) und 0,050 (nach
(3.4)).

3.3. Abschiitzungen mittels Normalverteilungen. Es bezeichne @ (m;
o%; ) die Normalverteilungsfunktion mit dem Erwartungswert m und
der Streuung o2 sowie U die Verteilungsfunktion von f,— a,.

Wenn die Beziehung

2) Nt
(3.7) U< P(my;tp)  (P(mp;tp) < U)y,  mp =mp—my
erfullt ist, so gilt
(3.8) w < Z‘rl—j—’: [¢(zv)+zv¢(z")],

z, = l/vfm.vral; v =1,2,... (Y)

(1) Der Fall, in dem U normal verteilt ist, wurde in A. A. Ahis, E. H. Lloyd,
On the range of partial swms of a finite number of independent normal variates, Bio-
metrika 40 (1953), S. 35-42 behandelt. (Vgl. auch: J. F. C. Kingman, The ‘heavy
traffic approwimation in the theory of queues, Proceedings of the symposium on congc-
§tion theory, University of North Carolina, Chapel Hill 1964, S. 137-169.)"
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Die unendliche Summe ist ndherungsweise gleich

1
Ty (7)— —c¢+0(a)|, a= —my1y',
aa

¢C =

1/2%,; Vi (Vo +Vm— 172" — 0,58.

(p bzw. @ bezeichnen die Dichte bzw. Verteilungsfunktion der normierten
Normalverteilung).

Beweis. Wie in [9] folgt aus (3.7) fiir alle » die Giiltigkeit von

Emax{0, f;—a+...+f,—a} < [ @d®(y(my—m); vl; a)
' (=)0
= Vorylp(z,) +2,8(2)].

Nach [6] gilt aber

= 1
w = Z;Emax{o, Pr—ay+... 4B, —a},

woraus sich (3.8) unmittelbar ergibt. (Die Konvergenz der Reihe in (3.8)
ist im Fall m, > my gesichert (vgl. [7]).)

Eine hinreichende Bedingung fiir (3.7) ist die folgende:

Die Kurve U(f) (0 <t < oo) berihrt @(my; ;1) (0 <t < o0)
in genau einem Intervall [¢,,¢,], und es gilt (vgl. [10])

U(t) < ®(my; 133t fir t <,
sowie
U(t) > @(my; t5;t) fur ¢ > t,.

Der Parameter 1%, ist so klein (gro8) wie moglich zu wahlen.

Bemerkung. Numerische Untersuchungen lieferten das Ergebnis,
daf die Abschéitzung nach (3.2) bei groBen Streuungen ¢% und o} niitzlich
ist. Nach 3.3 sollte vorgegangen werden, wenn A und B Normalverteilungs-
funktionen dhnlich sind.

4. EINE ABSCHATZUNG FUR DAS PALMSCHE MEHRMASCHINENMODELL

Das PALMsche Mehrmaschinenmodell beschreibt ein Bedienungs-
gystem, das aus s Maschinen und einer Reparaturstelle besteht. Die Maschi-
nen fallen nach einer exponentiell verteilten Laufzeit (Parameter: 1)
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aus und werden in der Reihenfolge ihres Ausfalls repariert. Die Repara-
turzeiten sind ZufallsgroBen mit der Verteilungsfunktion R(t) und dem
Erwartungswert r. Unmittelbar nach Reparaturende beginnen die Maschi-
nen wieder zu arbeiten.

In [11], S. 189-204, wurde dieses Modell analytisch behandelt.
Fiir die mittlere Anzahl a(R) der arbeitenden Maschinen im stationiren
Zustand gilt

2(7)s

{4.1) a(R) = =0

1+s 12(3 1)

B _ & (j2)
©=b Hl o(j2)’

= f exp(—st)dR(t).

Diese Formeln sind oft nur sehr schwer auswertbar. Daher sind
Abschatzungen fiir a(R) von Interesse und zwar besonders solche, die
nur geringe Informationen iiber die Verteilungsfunktion E(¢) erfordern.
Mit folgendem Satz ist eine derartige Abschitzung gegeben:

SATz 3. Es gelte fir die Reparaturzeitverteilungsfunkiion R mit dem

@
Erwartungswert r die Beziehung R < E,.
Dann geniigt die mittlere Anzahl der arbeitenden Maschinen der Ab-
schdtzung

8—1
Z (s_.l)i!/l"ri
i

(4.2) s —=0 < a(R)

1+sr}.2(8;1)i!l‘r"
ico

N
)
i

2)
., nach [9] O, < R,

NS
S|

Beweis. Nach Voraussetzung gilt R

o — 0, t<r,
r
1, t>r.
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Hieraus folgt (vgl. z. B. [10], Satz 2) fiir alle positiven s die
Beziehung (2%)

(4.3) [ exp(—st)d6,(1) < ®(s) < [ exp(—st)r~'exp(—t/r)dt

Die Funktion f(z),
2
1-tsriz

f(&) =s

ist im Intervall [0, co) monoton wachsend. Daher folgt aus (4.3)
a(l,) < a(R) < a(6,).

Diese Ungleichung ausgeschrieben ist (4.2).

Der Satz 3 rechtfertigt in gewissem Sinne die in [1] angegebene
Vorgehensweise der ,,Praktiker’” der Bedienungstheorie, die darin besteht,
daB firr a(R) (und andere Kennziffern des Modells) solche Werte gewihlt
werden, die zwischen denen liegen, die sich bei konstanten und exponen-
tiellen Reparaturzeiten ergeben.

Bemerkung. Der Beweis des Satzes 3 beruht im wesentlichen
auf den folgenden Beziehungen:

(o o]

sup f exp(—st)dF(t) = (sr-+1)71,

FEmtco

00

inf f exp(—st)dF(t) = exp(—sr).

FeM,
Dabei bezeichnet I, die Menge aller Verteilungsfunktionen F mlt

dem Erwartungswert r und F E .

In [12] sind fiir einige andere Mengen von Verteilungsfunktionen
(im wesentlichen charakterisiert durch gewisse vorgegebene Momente)
derartige Suprema und Infima angegeben. Es sind darauf aufbauend
(4.2) entsprechende Abschitzungen fiir das PALMsche Modell moglich.

3

(%) Aus @,.< R< E, folgt (1n .der Bezcichnungsweise von [10]) zunichst E,
3

i:,) ©,, woraus smh wegen der Monotonie und Konvexitit von e~ nach Satz 2
die Ungleichung (4.3) ergibt. Dabei bezeichnet (< die folgende Ha]bordnungsrelatlon
fiir Verteilungsfunktionen :

i t
FYF, < [ 2dFy @) +t1-F,()] < [ 2dF,@)+t[1—F,()], —oo<t< oo.

- 00 — o0
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PEWNE OSZACOWANIA W TEORII KOLEJEK 1 NIEZAWODNOSCI

STRESZCZENIE

Przedmiotem pracy jest monotoniczna zalezno8é charakterystyk systemow
obslugi masowej i mniezawodnoéci wzgledem pewnego czeciowego uporzadkowania
dystrybuant. Pozwala to uzyskaé oszacowania parametréw eksploatacyjnych w usta-
lonej klasie systeméw. W szczegdélnoSci dla modelu obslugi masowej GI/G/1 oraz
w modelu Palma konserwacji maszyn otrzymano numerycznie efektywne oszacowania.
Autor poprawia uzyskane przez Kingmana oszacowania od géry éredniego czasu
czekania na obstuge w systemie GI/G/1.



