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H. BOGDANOW (Wroclaw)

APROKSYMACJA PIERWIASTKOW ROWNANIA SZESCIENNEGO

1. Wstep. Celem niniejszej pracy jest podanie wzoréw przyblizo-
nych na najwiekszy pierwiastek réwnania szeSciennego

(1) o’ +pr+q =0

o wspélezynnikach p, ¢ rzeczywistych i wyrézniku

D=
a7

P ¢

4
ujemnym. Jezeli £ oznacza dowolny pierwiastek réwnania (1), to pozo-
state pierwiastki speliaja réwnanie kwadratowe

(2) r*+éx+p+ 62 =0

(czyli réownanie x%?+ é&xr—q/é = 0). Tak wiec wyznaczenie pozostatych
pierwiastkéw sprowadza sie do rozwigzania réwnania kwadratowego.

Dokladne metody wyznaczania pierwiastkéw réwnania (1) w przy-
padku D < 0 wymagajg np. — oprdcz kilku pierwiastkowan — obliczenia
wartosci funkeji arctg « i funkeji trygonometrycznej. Waszezyszyn i Zyez-
kowski w pracy [3] podaja pewne wzory aproksymacyjne na pierwiastki
réwnania (1) dla D < 0, ktérych zastosowanie wymaga jedynie pier-
wiastkowania. Maksymalny blad bezwzgledny obliczonych pierwiastkow
nie przekracza 0.0,360 V—p.

Niniejsza praca zawiera kilka podobnych, ale otrzymanych inng
metodg i dokladniejszych wzoréw na najwi¢kszy pierwiastek réwnania (1)
W przypadku D < 0.

2. Zastosowana metoda. Zakladam dalej, ze D < 0. Je§li w (1)
Podstawié

: _1/ P
(3) :v—]/ 3 (t+1),
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a nastepnie

(4) A

{
W= | =
o
l
m‘l
=
\FQ
ol |
=}
S ——

to otrzyma sie réwnanie

(5) 121 43) = A
z niewiadomg i. Poniewaz
: 1 2
(&%) z=—(1-—%),
2 Vq*4—D

wiec0 < A< 1.

Najwiekszy pierwiastek réwnania (1) odpowiada najwiekszemu
pierwiastkowi #(A) réwnania (5).
Mozna obliczyé, ze

2 1
(6) t(4) = 2sin (7” + 5 aresin(1— 2/1)) —1.
Wykresem funkeji t =1(4), 0 < A < 1, jest cze$é OK krzywej narys 1.
tll |
|
l
|
|,
|
|
. |’< T tit+3) =2
|
| L
0] |1 A
I
-1 I
! |
|
-2
|
_3 |
=
|
Rys. 1

Funkcje (6) aproksymuje w przedziale <0,1).
Ze wzgledu na jakoSciowe podobieristwo wykresu rozwazanej fun-
keji do wykresu funkcji l/l, wybieram funkeje aproksymujace postaci

(7) Won(4) = 4,,(2)+ B, (AV4,
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gdzie 4,,(1) = ay+a,A+...+a, A", B, (1) = by+b,A+...4+ b, A" s3 wielo-
mianami stopnia m 1 n. o

Poniewaz funkcje 1,4, 4% ...,A™ Vi, AV4,..., »Va tworzg uklad
Czebyszewa w przedziale 0 < 2 <1 [1], wiec wspélezynniki wielomianéw
A,(A) i B,(1) mozna wyznaczy¢ za pomocy drugiego algorytmu
Remeza [2].

W pierwszym etapie obliczen aproksymowano pierwiastek (6) funkeja-
mi postaci (7) na zbiorze A punktéw 4, = 1t (4. +3), gdzie t, = k/128,
k=0,1,2,...,128. W taki sposob otrzymano dla ustalonych par war-
to§ei m, n

(a) wspolezynniki a,, a4, ..., @y, by, by, ..., b, funkeji optymalnej,

(b) btedy e, aproksymacji na zbiorze A,

(c) alternans 4, , 4, .-, Ap(m+n+3).

Obliczenia wykonano z podwojng dokladno$cig (20 cyfr mantysy)
na maszynie cyfrowej Elliott 803.

Tworzone w algorytmie Remeza uklady réwnan liniowych byty
rozwigzywane metoda elementéw gléwnych.

3. Wyniki obliczen. Uzyskane wyniki s3 zawarte w tablicach 1 i 2.
Poniewaz liczba dzialann potrzebnych do obliczenia wartosei W, (1)
jest zalezna od sumy 6 = m+n, wiec praktyczne znaczenie mogg mieé
te wzory, ktorym przy stalym m 4 n» odpowiada najmniejszy blad ¢,,.
Wartosei optymalne wyrdézniono kursyws. Z tablicy 1 wynika, ze badany
biad e,, dla ustalonego 6 = m-+4n ma zapewne zawsze najmniejszg
wartosé, jesli m = 6—[6/2], n = [§/2].

Aby poprawi¢ warto$ci punktéw alternansu i otrzymaé dokladniej-
sze warto$ci wspolezynnikéw a,,a4,...,a,,b0,by,...,b,, w drugim etapie
obliczenn aproksymowano funkeje (6) funkcjami postaci (7) przy m, n

TABLICA 1. (Préby ustalenia m,n optymalnych; 1 etap obliczen)

m—i—n1m|n| Emn m+nlm|n| Emn

2 |1} 1| .13980;0—3 2| 4| .12075,,—6

3 | 2| 1| .16641;0—4 7 | 6|1 .16395,—6
12| .30509,,—4 52| .15095,0—7

4 [3]1] .35038,—5 4| 3| .56749,9—8
2| 2| .21311;0—5 3| 4| .78470,,—8
1| 3| .97592,—5 8 | 5|3| .11032,—8

5 | 4] 1| .10328,—5 4| 4| .82534;9—9
3| 2| .28618;0—6 3|5 .19844,,—8
2| 3| .43654,,—6 9 |6|3| .27027,,—9
1| 4| .39516,0—5 5| 4| .12184;0—9

6 | 5|1 .38066,,—6 4| 5| .15883,—9
4| 2| .57337,,—7 10 | 5|5 .18287,9—10
3| 3| .39783;0—7 | 11 | 6| 5| .2779659—11
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optymalnych na zbiorze punktow

gdzie

ty = (k+1-27")/128,
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)'kl = %tlzcl(tkl—l_'g)?

Tablica 2. przedstawia wartofci
by b1y ..., b, dla optymalnych wartosci

k =P1y P2y --+y Pmint3s
1=0,4+1, +2,..., +2"1

h =3 lub 4.

wspolezynnikow  aq, a4, ..., a,,
m, n.

TABLICA 2. (Wspétezynniki ay, ay, ..., @m, by, by, ..., b, 1 bledy ep, W przy-
padkach m,n optymalnych; alternans).
m=1,n=1 e = .13983,,—3 m=3 n=3 e = .39831,)—7
g = .000140 0 g, = .0000000398 0
@, = —.192081 14794922 a, = —.2220954066 .04003906
50146485 a, = —.0607790353 15429688
by = 1.149587 85302735 a, = —.0125029123 32128906
b, = .042494 1 51464844
by = 1.1546950034 70312500
m=2 n=1 e =.166500—4 b, = .1057917505 86035156
b, = .0325431768 96386719
@ = .0000167 0 b, = .0023474235 1
a, = —.2136784 .09960938
a, = —.0179175 .35156250 m=4,n=3 € = .56851;p—8
66210938 ;" 00000000569 | ©
bo = 1.1537658 90625000 4 22219359590 103222656
by = .0777968 1 a, = —.06399260481 12402344
a, = —.02082742371 26269531
m=2n=2 e= 2131605 .~ _ _ 00130576402 42871094
60253906
g = .00000213 0 by = 1.15469954586 76171875
a, = —.22000257 106933594 b, = .10659513934 88964844
ay = —.03897492 25781250 by, = .03950076127 97167969
-50976563 by = .00752393060 | 1
by = 1.15453058 15683594
b, = .09591487 93554688 m—d n—4 _ 82801,,—9
b, = .00853204 1
a, = .000000000828 | 0
m=3,n=2 ¢ — .28640;0—6 @, = —.222215936078 |  .02636719
4, = —.065219844013|  .10205078
@, = 000000286 0 4, = —.027010532318|  .21826172
a, = —.221679604 05175781 ay = —.004633095139|  .36181641
g, — —.053351974 19628906 51757813
a, = —.004368483 40039063 bo = 1.154700361009 |  .66992188
62304688 b, = .106829557021 |  .80468750
by = 1.154669796 81933594 b, = .043099039923|  .90966797
b, = .103238760 95312500 by = .013705014360  .97705078
b, = .021490931 1 by = .0007454352351 1
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TABLICA 2 c.d.

m = 5,*n = 4 £ = .12256,,—9 m=2>5 n=235 &= .18376,,—10

a, = .000000000123| O a, = .000000000018| O
a, = —.222220872538 .02197266 a;, = —.222221937609 .01660156
a, = —.065646687794 .08544922 a, = —.065784671122 .07128906
a; = —.030732502628 .18408203 a; = —.032657221457 .15625000
ag = —.009174709807 .30810547 ay = —.013579178609 26562500
as = —.000434249851 44726563 as = —.001838549381 .38964844
.58935547 .52148438
b, = 1.154700506782 72216797 by = 1.154700532758 64746094
b, = .106894088283 .83740235 b, = .106911044232 76464844
b, = .044716228363 92529297 b, = .045369592387 .86132813
by = .018997577196 98095703 by = .022632791105 93750000
by = .002900621754 1 by = .006210517352 98437500

bs = .000257080345 1

Otrzymane wzory na najwiekszy pierwiastek r6wnania (1) majg postaé

(8) =(4)= I/%I')‘ [14+ap+a;A+...4a, A" 4 (bo+ b12.-|-,,,—|—bnﬂ”)l/z],

gdzie
1 2
PR q/

- " v )
b,

maja wartosci przytoczone

a wspoétezynniki a,, a,, ..., @,, by, by, ...,
w tablicy 2.

Blad bezwzgledny obliczonego pierwiastka nie przekracza V— p/[3- ¢,
gdzie ¢ jest odpowiednig wartoscig z tablicy 2.

Pozostale pierwiastki réwnania sze$ciennego (1) mozna wyrazié
Z3% POMoOCy WZOTOwW

—x —x\?
Z2,3 = '2—:|: —p—3|——

2
na pierwiastki rownania (2).
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I'. BOTTAHOB (Bpounas)

NPUBJIVDKEHVIE KOPHEN KYBUYECKOI'0O YPABHEHIS

PE3IOME

B paGore paccmorpeHH BHpaskeHusA (8) anmpoxcuMupyloumue HAUGOJLIINH
KOpeHb KyOnmueckoro ypasHeHua (1) ¢ BemecTBeHHBIMM Ko3QPUIMEeHTaMH P, ¢ M OTPH-
aTeaIpbHEM guckpuMuHaHTOM. Ilapamerp A B dopmynax (8) paBen

]
1=—fo—— T\
4 —P_/—p

3 3

B paGore npuseneHsl KOIQPUUHMEHTH ag, Gy, ..., Gy, by, by, ..., by BeIpaHenui (8),
HAMIIyyline B CMEHICJIe PAaBHOMEPHO!I anImpOKCUMALMKM KOPHA HIpn (QUKCUPOBAHHOM
BHAYEHUHM CYMMBI m-+n. AGCOJIIOTHAA NOTPEUIHOCTh KOPHA ypaBHeHUsA (1), BHIYKCIIEH-

HOTO mo gopmyie (8) He NMpeBHINAET sl/~p/3, rge € onpepnenerHo B tabmunie 2.

H. BOGDANOW (Wroclaw)

AN APPROXIMATION OF THE ROOTS OF A CUBIC EQUATION

SUMMARY

Considered is the approximation formula (8) giving the maximum root of cubic
equation (1) with real coefficients p, ¢ and negative discriminant. The parameter 1
in (8) is given by

1
A=—[2— 7.
4 —p —p
3 3
The paper gives the coefficients ay, a,, ..., am, by, b,, ..., b, of formula (8)

which are optimum in the sense of a uniform approximation for a fixed sum m+ n.
The absolute error of the root of equation (1) calculated from formula (8) does not

exceed el/—p/3, where ¢ is given in table 2.



