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ALGORYTM NAJLEPSZE]J STRATEGII ROZWIAZYWANIA ROWNAN
LINIOWYCH 0 MACIERZY SYMETRYCZNEJ DODATNIO OKRESLONE]
SPECJALNEGO TYPU

Wstep. Praca niniejsza opisuje konstrukeje algorytmu najlepszej
strategii (p. [6]) dla rozwigzywania ukladu algebraicznych réwnan linio-
wych o symetrycznej dodatnio okre§lonej macierzy z widmem roztozonym
w dwu réwnej dtugosci roztacznych odcinkach. Algorytm ten jest prostym
uogélnieniem algorytmu von Neumanna [5] i ma wiele jego waznych
wilasno$ei, opisanych w [3]. Z matematycznego punktu widzenia roz-
wazane zadanie sprowadza si¢ do badania jednostajnej aproksymacji
zera w zbiorze {{— o, —&> | <&, 0>} (gdzie 0 < ¢ < p < 1) skonstruowa-
nym ciggiem wielomianéw {Qx(?)}, spelmiajacych warunek @.(1) = 1.
Pewne wlasnosci ciggu {@x(t)} znane sa jedynie z eksperymentéw nume-
ryeznych.

1. Wprowadzenie. W¢rod iteracyjnych i péliteracyjnych metod
rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych szczegdélna pozycje zajmuje
metoda von Neumanna, zwana rowniez metoda Czebyszewa ([5], [3]).
Metode te stosujemy do rozwiazywania ukladéw algebraicznych réwnan
liniowych wysokiego stopnia o postaci

(1) T = Bx+y,

gdzie z jest szukanym rozwigzaniem, § — znanym wektorem przestrzeni
C™, B — macierza kwadratowa (nXn), symetryczng, o normie spek-
tralnej mniejszej od 1. Do postaci (1) mozemy sprowadzié wszystkie
uklady réwnan o symetrycznej, dodatnio okre§lonej macierzy wspél-
czynnikéw. Metoda von Neumanna nalezy do klasy metod politera-
cyjnych, w ktérych konstruuje sie ciag przyblizen {z,} rozwiazania z*
uktadu (1), taki ze

(2) z*—x; = Px(B)(Z* —7,),
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gdzie Py (t) jest wielomianem stopnia k, spelniajacym dodatkowo warunek
(3) Pp(1) = 1.

Klase wielomian6w stopnia < k spelmiajacych warunek (3) ozna-
czamy przez Wi(1,1).

Klasa metod spelmiajacych warunki (2) 1 (3) nazywana jest niekiedy
klasq algorytmow wuniwersalnych (por. [2], str. 553, [6]).

Ciag {zx} jest szybko zbiezny do z*, jesli odpowiedni ciag wielomianéw
{Pr(t)} klasy W,(1,1) dobrze przybliza zero dla tespectr (B). Istotnie,
z (2) otrzymujemy
(4) |Z* —Zxlls < |Px(B)|l2lIE* —Zoll2
oraz

IPx(B)ll. = max |Pi(?)]
t espectr(B)

(Przez | ||, rozumiemy tu tzw. norme spekiralng macierzy lub euklidesowq
norme wektoréw.) Na ogoél nie znamy dokladnie widma macierzy B, ale
czesto znamy liczbe p€(0, 1) taka, ze spectr (B) = ( — g, 0) (za ¢ mozna
np. przyjaé¢ jakakolwiek norme macierzy B, zgodng z normg wektorow).
Ciagowi {Z} konstruowanemu w metodzie von Neumanna odpowiada
cigg wielomiandéw {z4(t)}
() 1:(t) = Tx(t[0)[Tr(1/0),
gdzie T,(w) oznacza mn-ty wielomian Czebyszewa pierwszego rodzaju

cos(karccosu), |u| <1,
(6) x( = — T \k — - \_k

ll/2[(u+u/u2—1) +(w+Vur—1)"%],  |u >1.

Dla takiego ciagu otrzymujemy

(7) |Z* =kl < llra(B)llalIZ" —Zoll2 <

k
e\ .
2(1_{_'/1_02) [ —Z" |2

Mozna tatwo sprawdzié (p. [1], str. 62, [6]), Ze wielomian 7 (¢) minima-
lizuje réwnoczesnie dwa funkecjonaly w (klasie Wi(1,1)):
C*(p) = sup (¥,
—e<i<e

(8) 2
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Ze wzgledu na (4) fakt minimalizacji funkcjonatu C* wydaje sie
bardziej istotny. Natomiast minimalizecja Sredniokwadratowego funkejo-
natu I* wiaze sie z faktem (p.[6]), ze wielomiany {7x()} tworzg uklad orto-
gonalny w sensie iloczynu skalarnego

P () g(t
(9) o= [ 2L
=
e

Stad wynika zaleznos$é rekurencyjna postaci

(10) T () = agtre () + (1 — ap) 1 (1)

Wychodzac z tej zaleznosci, von Neumann otrzymat algorytm, po-
zwalajacy na rekurencyjne wyznaczanie ciagu {7y}

51 = Bio_l,"g,

Ty = op(BZp+g—Tk_1) +Tk_1,

(11) a, = 2,
1
ag 1 =
1-— -9—2— ar
4

Algorytm ten ma wiele dodatnich cech praktycznych: dobra stabilnogé
numeryczng, latwos§é programowania, mate obciazenie pamigci maszyny,
mozliwo§é wykorzystania szczegdlnej budowy macierzy B (np. macierze
cykliczne, p. [3]). Zgodnie z terminologia wprowadzong w [5] bedziemy
mowili, ze algorytm (11) jest algorytmem najlepszej strategii ze wzgledu
na minimalizacje funkecjonatu I*. Strategia ta odpowiada posiadanej
przez nas informacji o rozkladzie widma macierzy B w odcinku {— g, 0).

Celem niniejszej pracy jest konstrukeja algorytmu majacego wyzej
wymienione zalety praktyczne, a przeznaczonego do rozwigzywania ukita-
déw réwnan postaci (1) z macierza B o widmie rozlozonym w zbiorze
G ={r:2e{—p, —&> | (&, 0)}, gdzie 0 < e< p< 1.

2. Algorytm najlepszej strategii dla zbioru G'. Oznaczmy przez Py(t)
wielomian realizujacy w Wy(1, 1) minimum funkecjonatu

(12) C(p) = sup|p(t)].
teG

Wielomiany takie zostaly zdefiniowane w [1], str. 320.
Zauwazmy, ze tylko wielomiany P(f) stopnia parzystego daja sie
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latwo wyrazié, a mianowicie

(13) Pa = 1 (“2) [ma(2),

gdzie

Q2+£2 Q2—82
= T =

PR g v=1—o0.

(o)

Wielomiany P, ,(f) wyrazaja sie w sposéb dos$é¢ skomplikowany
przez funkcje eliptyezne.

Nie potrafimy skonstruowaé prostej zaleznosci postaci (10), wia-
zgcej trzy kolejne wielomiany Pi(t). Rezygnujemy wiee z konstrukeji
ciggu {P(t)}. Z zaleznosci rekurencyjnej dla wielomianéw Czebyszewa
Trpy(v) =2uTy(u)—Trx_1(w) i z (13) wynika zalezno§é wiazaca trzy
kolejne wielomiany Pa_z, Par, Par.s

2

- % Poe(t) T (v)7) — Pot_o (1) T, (#]7).

(14) Popo(t) Tryr(v]7) = 2

Przepisujae (14) w postaci

2—0 Ti(v/T) Ty_1(v/7)
P t) =2 Py(t)————P t
21 (1) Tt PO T gy P
1 oznaczajac przez w; wspéOlezynnik przy 2P, (),
2Tx(v[7)
W = —F————
* TTk.*-l(v/T) ’
otrzymujemy dla ¢{ = 1 réwnosé
Ty
Tk+1(”/r)
Zatem
Tr_1(v[7)
——— = (1—o0)wx—1
Top(oy) O
oraz
1
wp = 1:2

1—g)— —
( o) 4 Wr_1

Wprowadzajac oznaczenia 1%/4 = u, 1— ¢ = v, otrzymujemy

1
W = —.,
V— UWg_y
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Mozemy wiec zapisaé
Py(t) =1, Py(t) = (*—0)/(1—0),
Poy2(t) = (12— 0) 0 Pox (1) + (1 — veg) Pox_» (1),

(13) 2 Ty(v/7) 2 2
wO = — = — .y
v T,(v/7) l—o v
1
Wy —

V— UOk_; )

Mozliwe jest bezposrednie wykorzystanie zaleznosci (15) dla kon-
strukeji postepowania poéliteracyjnego dajacego ciag przyblizen, ktéremu
odpowiadaja kolejne wielomiany {P, (t)}. Jest to jednak niezbyt wy-
godne, gdyz wymaga albo generowania w maszynie elementéw macierzy B2,
albo zwiekszenia iloSeci miejsc roboczych o jeden wektor (n zmiennych).
Aby usungé te niedogodnosé, sprobowali§my zastgpié zalezno§é reku-
rencyjng (15) zaleznoSeig postaci (10). Zauwazyliémy w tym celu, ze
z ortogonalnosci wielomianéw Czebyszewa w sensie iloczynu skalarnego

du
l/l — u?

wynika, ze wielomiany P, (f) stanowig uklad ortogonalny w sensie ilo-
czynu skalarnego

(Fr90 = [Fwg(u)

(16) R B{OY (U R— —
NG

T

dt.

Definiujemy wiec ciag {Qx(f)} jako uklad wielomianéw ortogonalnych
w sensie iloczynu skalarnego (16), unormowanych warunkiem @, (1) = 1.
Widzimy oczywiscie, ze

Q2x (1) = Poy (7).
Ze wzgledu na symetrie wzgledem zera funkeji wagowej

2]
t2—a\?
==
T
1 zbioru G wielomiany Q.. ,(t) sa funkcjami nieparzystymi, wielomiany

Q. (t) funkcjami parzystymi, a zalezno$é rekurencyjna miedzy trzema
kolejnymi wielomianami ma postaé

(17) Qr.1(t) = qtQr(t) + (1 —qr) Qi1 (?).
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Dla wyznaczenia ciagu wspolezynnikéw {gq;} znajdujemy jego zwigzki
z ciggiem {w;}. Wspélezynniki ¢, muszg byé wyznaczone z warunku,
by wielomian parzysty otrzymany z (15) byl identyczny z wielomianem
Qsr42(t) otrzymanym z (17). Zapiszemy wiec

Qo (1) = tqar_1Qar_1 () + (1 — gor_1) Qar_2 (%),
stad

Qa1 (1) = [Qor(t) — (1 — Gor_1) Qa_2(2)1/qar_1 -

A wiec

Qo2 (t) = [t2Qory1 9ok +1 — Qa1+ (1 — Qo) Qor 1 [Gor—11Qar (F) —
— [(1— @oe) (1 — Gore—1) Qore 1 /@ore— 1 T Qare—2 (1) -
Musza wiee zachodzié zalezno$ci
W= Qokq2ki1)
(18) ook = ok 1 —14 (Gor—1) Qa1 /Qare_1,
1—vor = (¢or—1) Qars1 (1 — gor_1) [qor_1-

Poniewaz warunek trzeci jest Lkonsekwencja dwu pierwszych,
wystarczy dobiera¢ ciag {qx} tak, aby dla kazdego k byly spelione dwa
pierwsze warunki (18). A wiee

go = 2,
w 1—1
(19) dop = ke (Qar_1 ) :
Qo1 (0w +1) — wi
Qokt1 tor y

gdzie w; okre§lone sg réwnosciami (15).

Ortogonalno$é ciagu {Q:(t)} w sensie iloczynu skalarnego (16) wiaze
sig¢ z faktem, ze wielomian @(f) jest identyczny z wielomianem
K (t,1)/K,(1, 1), gdzie Ki(t, u) jest wielomianem jadrowym ([7], str. 39)
w sensie iloczynu skalarnego

|t] dt

(fs 9)s= ff(t)g(t) - :
& t2—o
]/1—( . —) (1—1)

A wiee Qx(?) minimalizuje w klasie Wx(1,1) funkcjonat
|t] dt

1) = [ )~y
el l/l_( —-0
T

=
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Postepowanie politeracyjne, odpowiadajace konstrukeji ciagu {Q(?)},
bedzie zatem postegpowaniem najlepszej strategii ze wzgledu na minima-
lizacje tego funkcjonatlu (p. [6]). Zapisujemy odpowiedni algorytm kon-
strukeji ciggu przyblizen rozwiazania ukladu (1)
(20) z, = Bz,+7,

Tpy = Qk[BilH‘g_ik—l] +Zx_1,

gdzie ¢; okre§lone sg réwnosciami (19).

3. WlasnoSci algorytmu najlepszej strategii. Zauwazmy przede wszyst-
kim, ze prawdziwa jest nieréwnosé

Vi—e2—V1— o2 )k
V1—e¢2 —l—l/l— 0* ’

(21) C(Q2x) < 2(

gdzie C(p) 7 sup |e(t)]. Istotnie z (13) i rOwnosci Py, = @, otrzymujemy
ted

1 2
Tulvv) etV A+ et Vo1 >

C(Qu) <

27 2 (02— e2)*

S [»+Vv2—2" B [2— 02— e2+2V(1—02)(1—e?) |

o, [A—e)—(1-)F
S V1= V1= gy

Stad wynika (21).
Zal6zmy, ze stosujac metode (20), chcemy zredukowaé blad przybli-

zenia poczatkowego €°°/2 razy (s >0). Stad otrzymujemy (por. [4])
przyblizong réwno$é dla ilosci potrzebnych iteracji k
O(m_ez Vi g )
V1—e? +V1— o2

2
?

IR

’

czyli

b~ —2s/In((V1—e —V1—0?)/(V1—e2 +V1—g?)).

Przy zalozeniu, ze y1_ p2/¥1—¢? < 1, mozemy zapisaé réwnosé

k o~ sV/1—e? [V1— 2.

Zastosowanja Matematyki. Tom IX, z. 3 5
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Dla ciggu {vx(?)}, konstruowanego w metodzie von Neumanna,
mamy odpowiednio oszacowanie

__ 1 - 2%
= Tu(1/o) [14+V1— o2 N

O (7ar)

2l—(1—e)) (1-Vi—g\
== — ok == 2 — J-
[14V1— o2 1+V1— g2
Zatem odpowiednia ilo$é iteracji wynosilaby s/V1— g2. Stosowanie algo-
rytmu (20) ma wiec sens tylko wtedy, gdy mnoznik V1— ¢ jest istotnie

mniejszy od jednofci. Sadzimy, ze ze wzgledow praktycznych warto
stosowaé¢ algorytm (20) dopiero wtedy, gdy ¢ > 0,5. Zalaczamy tabelke

Pracochlonno$é algorytmu (20)

€ ¢ Pracochlonnoéé algorytmu (11)
0,50 0,79 0,8084
0,50 0,91 0,8462
0,50 0,97 0,8600
0,55 0,90 0,8068
0,55 0,99 0,8327
0,60 0,98 0,7938
0,70 0,99 0,7095
0,75 0,98 0,6496
0,80 0,97 0,5771
0,85 0,99 0,5174

Powstaje pytanie, jak zachowuje sie ciag {C(Q.u..)} WwWyrazajacy
redukeje bledu nieparzystych przyblizeri {Z,,,} rozwigzania z*. Pokazemy,
ze zachodzi nier6wnogé

1
(22) C(Qarp1) < ?O(sz)-

A wiec w przypadku ¢ > 0,5 zbiezno$é ciagu {Zy.,} do rozwiazania z*
nie moze by¢ wiele gorsza niz zbiezno$é ciagu {Z}.

Sadzgc z przeprowadzonych eksperymentow przypuszczamy, ze dla
wszystkich o, ¢ i k¥ zachodzi nier6wnosé

C(Qary2) < C(Qary1) < O(Qar).
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Pokazemy ponadto, ze ciagi {q.x} i {q2x.,.1} 5@ odpowiednio zbiezne do granic

2 . 2
= — 9 q = .
14V (1—e?)(1— 02) + 0 14+V(1—&2) (1— o2)—ep

Granice te s3 wspolczynnikami metody optymalnej dwuparametrowej
nadrelaksacji (typu metody Younga) dla macierzy cyklicznej B (p. [4]).
Zachodzi wiec analogiczne do twierdzenia Goluba i Vargi (p. [3]):

TWIERDZENIE. Algorytm (20) zbiega asymptotycznie do algorytmu
metody dwuparametrowej optymalnej nadrelaksacyi.

(23) ¢

4. Wlasnodci ciagu {gr} i {Q:..(f)}. Zauwazmy najpierw, ze dla
k > 1 wielomian Q4(t) ma przy najwyzszej potedze wspoélczynnik réwny

k—1
[] ¢;- Poniewaz wszystkie pierwiastki wielomianu Q(¢) muszg lezeé
i=1

w przedziale (—p, o> (gdyz jest on k-tym wielomianem ortogonalnym
w tym przedziale w sensie iloczynu skalarnego (16)), a wielomian przyj-
muje warto§¢ 1 w punkcie t = 1, wiec wspéleczynnik przy najwyzszej
potedze musi byé dodatni. Stad i z okreSlenia ¢, = 2 wynika, ze wszystkie
qr 53 dodatnie. Z ortogonalnos$ci wielomianéw @y (t) oraz z (17) wynika, ze

0 (1@, Qx_1)s = (Gx—1)(Qr_1, Qr_1)s-
A wiee

=1 _ (tQx, Qr_1)s _ (Qr,1Qr_1)s _
qx (Qr—1,Qr_1)s  (Qrx_1,Px_1)s

' 1 1
_(Q"’ZJZQ"_ qk_l(l_q"-"Q"-2)3 1 (Qr, Qu)s

(Qr—_1y Qr_1)s B Qr—1 (Qr—1, Qr_1)3 )

Stad wynika, ze ¢q; >1 dla kazdego k.
Poniewaz z (19) mamy @ Qok,1 = Wk, WigC

(24) 1<g<or, 1< <ok
Yatwo mozna sprawdzié, ze cigg {wz} jest malejacy, zbiezny do granicy
4
w = .
(V1—e2+V1—p2)2

A wige
4 4
w = < =
(V1—e2+4+V1— 2?2 (1—e’)+(1—e?)

W S Wy =
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Mozemy obecnie udowodnié zalezno$é (22). Z réwnosci

Qari2(t) = tqar1Qar 1 () + (1 — gar 1) Qax (2)

wyznaczamy Qo 1(?):

%nﬂﬂ=v£[ ! Qmum+f1— ]')Q%m}

t L Qer QoK1

Korzystajac z (24) oraz z C(Qu,q) < C(Qa), otrzymujemy

C(sz+1)<i[ ! 0(Q2k+2)+(1—

€ Q2k+1

1
) @] <00,
9ok £
Zbieznosé ciagow {qu} i {gar,1} Mozemy udowodnié¢ dla dowolnych ¢ i p.
Dow6d ten jest jednak do§é skomplikowany. Upraszeza sie znacznie
w przypadku, gdy

(25) &2+ >1.

Poniewaz w zadaniach praktycznych na ogol p jest bliskie 1, a badang
metode zalecamy stosowaé jedynie dla & > 0,5 (}), zatem podajemy tu
dowdd przy zalozeniu (25) (?).

Rozwazmy ciag {ri}, gdzie r, = qox, k¥ = 0,1,2,... Z réwnosei (19)
otrzymujemy

W — Tk

(26) Tk+1 = 7'0 - 2.

p— T — ,uw,% !
Mozna udowodnié (np. indukeyjnie, wykorzystujac latwe do sprawdze-
nia nieréwnosei uwi < 1, pwi < 3), ze dla kazdego k zachodzi nieréwnosé

, 1
(27) rk<—2—wk.

Pokazemy, ze ciag {ry} jest malejacy. Dowéd przeprowadzimy metoda
indukeji matematycznej. Nier6wnosé r, < r, = 2 otrzymujemy po pros-

tych przeksztalceniach. Zaléimy, ze 7y < ri_,. Pokazemy, ze 7y, < 7%.
Rozwazmy funkecje dwu zmiennych

w—7r

r S

() Autorzy nie znaja zadnej klasy waznych w praktyce macierzy, ktére mialyby
az tak duza ,luke” w widmie.
(?) Dowéd ten zakomunikowal nam T. W. Desperat.
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Ze zwigzkow
oy uw? oy  pow(w—2r)

or (0—7— pw?)?’ ow (0—7r— puw?)?

widaé, ze funkeja y(r, o), traktowana jako funkcja jednej zmiennej
(r lub w), jest rosnaca w obszarze 2r < w. Z (27) wynika, ze 7y, w; lezy
w tym obszarze. A zatem

Wr_1— "1

e = P(Tk_1, Wp_1) = 7 > (T, wp_1) =
Wg_1—Tp—1— BOE_3

Wi_1— T W— Tk
— 3 > V)(Tk’ a)k) =
Wr_1—Te— UWg_;

=7

wk—rk—‘uwi K+l

czyli vy, > 1y, . Z powyiszego i z (24) wynika, ze ciag {ry} jest zbiezny.

Ciag {si}, gdzie sy = qary, (kK = 0, 1, ...) jest takze zbiezny, gdyz sy = wg/T%-
Wyznaczmy granice ciaggéw {r;} i {s;}. Niech limr; = ¢*, lims; = q.

k—o00 —00

Z (26) wynika, ze ¢* musi byé pierwiastkiem réwnania kwadratowego
22— (24 ow)z+ow = 0.
Roéwnanie to ma dwa pierwiastki rzeczywiste
2 2
2, = 2

1+l/(1—82)(1—g2)+89 ’ 2 1+'/(1—82)(1—Q2)—80'

Poniewaz r, = 2 < z,, wiee ¢* = lim 7, = 2,. Stad i z (19) latwo zauwa-

k—o0

zymy, ze ¢ = l}im Sk = 2.
—>00

PrzeprowadziliSmy badania eksperymentalne wielomiandw Qg (),
tablicujac numeryeznie w przedziale <e, o) ich ekstrema (wraz z punktami
brzegowymi). Obliczenia takie wykonano dla ¢ i ¢ majacych postaé
e =0,1+7x%0,2, o = 0,2+jx0,2 dla wszystkich ¢, catkowitych takich,
76 0 <e< p<1oraz k <9. Na podstawie tych eksperymentéw mozna
wysung¢ nastepujace hipotezy:

1. Zachodzg nieréwnosfeci

C(Qax) > C(Qar+1) > C(Qary2)-

2. Ekstrema wielomianu @, ,(!) wyréwnuja si¢ przy rosngcym K.
Gdy oznaczymy punkty ekstremalne wielomianu @, , (¢) (wraz z punktami
brzegowymi zbioru @) przez tu,y0yteki1,1y .-y bokpa,oks2y; 60 Wielko$é

max |Qax1(tary1,p)l
0<P<2k 42

min  |Qori1(lory1,0)]
o<p<2k 42
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20

wydaje sie zbiegaé¢ do jednosci. Wlasnosé
|Q2x.1(¢)]

Iim ——— =1
koo ]Q2k+1(9)|

mozna zreszta latwo udowodnié.
Wszystkie obliczenia zostaly wykonane na maszynie GIER w Zakla-
dzie Obliczenn Numeryeznych Uniwersytetu Warszawskiego.
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Tepeca JECIIEPAT n A. KEJBACHUHBCKMU (Bapmasa)

AJITOPUTM HAMJIYYIIEA CTPATETMM PENIEHUSI CUCTEMBI JIMHEMHBIX
YPABHEHUII C CUMMETPHUYECKON, INOJIOXKUTEJNBHO OITPEJIEJIEHHON
MATPULIE CIIELIMAJIBHOI'O BMJIA

PE3IOME

B paGore nmam axropuTM Haliayumell CTpaTeruu pelIeHUsA CUCTEMH JIUHEHHBIX
YpaBHeHu#t + = BZ+§ ¢ cumMeTpuyeckoif Marpuneit B Takoil YTO [JA HEKOTOPHIX
¢ 0<e<p <1 BHUNOIHAETCA YCIOBHUE

spectr (B) < <—g, —¢ > | { & o>

IIpemmaraemslii aJIropuTM Bo MHOFMX NMPAKTUYeCKM BAKHBIX OTHOLIEHUAX GIAMBOK
aaropurmy ¢on Heilimana (Meron YeGnmmena).
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BEST STRATEGY ALGORITHM FOR SOLVING LINEAR EQUATIONS WITH
A SYMMETRIC, POSITIVE DEFINITE MATRIX OF SPECIAL TYPE

SUMMARY

An algorithm of best strategy is constructed for solving a set of simultaneous
linear equations # = Bz +§ with a symmetric matrix B such that for some ¢ and o,
0<e<p< 1, holds

spectr(B) < {— @, —&> | <¢, o).

The proposed algorithm resembles the von Neumann algorithm (Chebyshev’s
method) in many important practical features.



