S.ZUBRZYCKI (Wroclaw)

PROBA MATEMATYCZNEGO UJECIA RZEZBY TERENU
JAKO CZYNNIKA EROZJI

1. Zagadnienie omawiane w tej pracy wylonilo si¢ z prac Dzialu
Gospodarki Wodnej Instytutu Uprawy i Nawozenia Gleb nad map3,
ktéra by klasyfikowala tereny Polski ze wzgledu na zagrozenie erozja.
Wielko§é erozji zalezy od wielu czynnikéw przyrodzonych, przede wszyst-
kim za$ od rzeiby terenu, jakosci gleby i klimatu. S. Bac zaproponowat
sporzgdzaé mapy obrazujace wplyw kazdego czynnika z osobna i wydzielaé¢
tereny najbardziej potencjalnie zagrozone, przez nalozenie na siebie tych
trzech map.

Znane 83 empiryczne wzory uzalezniajace erozje od takich parametréw
stoku, jak jego dlugosé lub nachylenie (zob. [1]). Odnoszg sie one jednak
do stokow plaskich, co tak bardzo utrudnia uzywanie ich do oceny wplywu
rzezby terenu na erozje, ze w praktyce ocene taky przeprowadza si¢ spo-
sobem szacunkowym z wyglagdu mapy warstwicowej badanego obszaru.
Wobec tego S. Bac postawil pytanie, ezy nie mozna by tej szacunkowej
oceny zastapié jakim§ prostym wzorem zaleznym od kilku danych,
ktére mozna mierzyé na mapie warstwicowej. Pozytywne rozwigzanie
mialoby duze znaczenie dla sporzadzania map erozyjnych, ekspertyz
terenowych i projektowania wlasciwego ukladu pél w terenach falistych.
Ocena taka nie bylaby subiektywna, a poniewaz redukowalaby sie do
kilku pomiaréw, wiec pozwolilaby na powierzenie pracy klasyfikacyjnej
osobom mniej wykwalifikowanym.

Praca niniejsza jest préba znalezienia takiego wzoru.

2, Jako obszary podlegajace ocenie przyjelismy (z J. Perkalem)
tr6jkaty réwnoboczne o boku 2 km. Trzy egzemplarze mapy mozliwie
urozmaiconego terenu, w skali 1:25000, z warstwicami co 10 m, podzie-
lilismy w identyezny sposéb na takie tréjkaty (fragment mapy podano
na rysunku 1). Jeden egzemplarz przedstawilidmy 8. Bacowi we Wro-
clawiu, drugi J. Ostromeckiemu w Bydgoszezy, trzeci A. Renigerédwnie
w Pulawach, z prosbg o ocenienie wplywu rzeZby terenu na erozje, sto-
sujac skale ocen 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Ocene 0 dawano tréjkatowi
najmniej zagrozonemu przez erozje, 9 — tréjkatowi najbardziej zagro-
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zonemu. Przyjelismy, Ze f$rednia z tych trzech ocen, ktéra bedziemy
nazywali empirycznym wspdlezynnikiem erozji, wyraza prawdziwe zagro-
Zenie tréjkata. W ten spos6b zebraliSmy material obserwacyjny i sprowa-
dzili§my zagadnienie do znalezienia takiej funkeji (zaleznej od danych
mierzonych na mapie), ktéra by dostatecznie dokladnie wyrazala empi-
ryczny wspélezynnik erozji.

Rys. 1

Zebrany material sklada si¢ z ocen nadeslanych bez wzajemnego po-
rozumienia si¢ przez trzech rzeczoznaweow. Nasuwa si¢ pytanie, czy zgod-
nos$é tych ocen jest zadowalajaca. Gdyby bowiem oceny okaszaly sie zbyt
rozbiezne, dalsze badania bylyby bezpodstawne. OdpowiedZ daje tu blad
empirycznego wspélezynnika erozji, znaleziony w sposéb nastepujgey:

Ozaczmy przez o,v{),{), oceny empirycznego wspélezynnika erozji
podane kolejno przez trzech rzeczoznawcéw (zobacz tablicg 1) oraz
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przez v; empiryezny wspdlezynnik erozji (i=1,2,...,65 oznacza numer
trojkata) obliezany jako drednia arytmetyezna z trzech ocen. Traktujge
ocene empirycznego wspélezynnika erozji w poszezegélnym trdjkgcie jako
zmienny losowy, znajdujemy dla kazdego tréjkata wariancje tej oceny
wedlug wzoru

o =3 ((of?— i)’ + (o — i)'+ (o) — 1)’).

Zmajdujemy nastepnie srednig wariancje

65
c=& > o3,

=1
Pierwiastek ¢ z tak otrzymanej sredniej wariancji nazywamy bledem
oceny empirycznego wspolezynnika erozji. Dla naszego materialu mamy
¢=0,871. Przy skali ocen obejmujacej 10 jednostek mamy bilad oceny
mniejszy od jednostki. Mozna przeto uwazaé oceny za wystarczajgco
zgodne na to, by je uzyé za podstawe dalszych badan. Jest to takze
wskazowka, jak dokladnej estymacji trzeba szukaé, wystarczy bowiem
jesli jej blad bedzie mniejszy niz o.

Mozna z kolei zapytadé, czy s3 systematyczne réznice migdzy ocenami
poszezegblnych rzeczoznaweéw. W tym celu zbadamy wiarogodnodé hi-
potezy, Ze oceny kazdego rzeczoznawcy z o0sobna s niezaleznymi reali-
zacjami zmiennych losowych, ktére maja srednig zmieniajaey sie wraz
z tréjkgtem, natomiast w ustalonym tréjkgcie te samg dla wszystkich
trzech rzeczoznawcéw, oraz dyspersje we wszystkich tréjkatach réwng o.
Wtedy réznica v®™— o™ dla k,m=1,2,3 oraz km mialaby $rednig 0
i dyspersje J/20, a réznica $rednia

635
Tiom = & ! (09— of")
=

mialaby Srednig 0 i dyspersje V20/Y/ 65, w naszym przypadku réwna 0,153.
Mamy 7, ;= 0,545, 7,,=0,496, 7, ;=0,076. Prawdopodobieristwa przekro-
czenia tych wartosei wynoszg kolejno 0,0001, 0,0011, 0,3099. Wynika stad,
7e oceny pierwszego i trzeciego rzeczoznawcy nie wykazujg istotnych
réznie, natomiast oceny drugiego rzeczoznawcy sa systematyeznie wyzsze
zar6wno od ocen pierwszego, jak i trzeciego rzeczoznawcy.

Oceny empiryeznego wspélezynnika erozji podane sg w tablicy 1.

3. Badalem korelacje empiryeznego wspélezynnika erozji z naste-
pujaeymi danymi:

t — dlugosé wszystkich warstwic w trojkacie w decymetrach (mierzylem
ja longimetrem Steinhausa z siatky kwadratowsg),
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u — ilodé warstwic o réznyeh rzednych w tréjkacie,

w — réznica potrojonej rzednej srodka tréjkata i sumy rzednyeh wierz-
cholkéw; rzedne punktéw trdéjkata brano w metrach,

p — suma wskaZnikéw w dla ezterech tréjkatéw, na ktére dzieli sig ba-
dany trojkgt przez proste laczace frodki jego bokéw; dane w i p
obrazuja wypuklosé,

r — zmniejszona o 800 suma rzednych czterech punktéw tréojkata,
a mianowicie rzednych grodkéw tréjkatéw, powstalych przez po-
dziat badanego tréjkata na cztery czesei prostymi, laczgeymi srodki
jego bokéw; dana ta obrazuje wysokosé tréjkata nad poziomem
nIOTZa.

s — zmniejszona o 20 wysokosé najwyzszej warstwicy w tréjkacie w dzie-
sigtkach metréw.

Wymienione tu dane sg zawarte w tablicach 2 i 3.

Prébowalem najpierw przedstawié empiryezny wspélezynnik erozji
jako funkeje liniowg, nastepnie za$§ kwadratowg danych ¢ i u, jednak
blad estymacji byl zbyt duzy. Nie poprawilo tez estymacji uwzglednienie
ponadto wskaZnikéow, zaleznych liniowo od danych w lub p. Najmniejszy
z otrzymanych tu bledéw estymacji wyniost 0,95. Dopiero dla zespoléw
danyeh ¢, u, r oraz f, v, s uzyskalem bledy estymacji mniejsze od bledu
oceny empiryeznego wspélezynnika erozji, mianowicie dla pierwszego
zespolu danych blad estymacji wynidst 0,76, dla drugiego 0,79. (W obu
tych przypadkach uwzglednilem wyrazy pierwszego i drugiego stopnia
dla danyeh ¢ i w i wyrazy pierwszego stopnia dla pozostalej danej).' Ze
wzgledu na to, ze dane r i s majg podobny charakter, méwig bowiem o wy-
sokosci nad poziomem morza, i ze sposréd nich dana r jest z tréjkatem bar-
dziej zwigzana i daje lepsza estymacje, uwazam funkeje danych ¢, u, r
za wladciwg estymacje wspoélezynnika erozji. Wyraza sie ona wzorem

(1) v=2,221— 0,197 £*+ 0,08 -+ 0,02314* I 0,0118 » — 4,61.

W tablicy 3 podaje poréwnanie empiryeznych wspélezynnikéw erozji
ze wspolezynnikami obliczonymi wedhig wzoru (1).

Tak wiec uzyskalem pozgdang estymacje empiryeznego wspélezynnika
erozji, wyrazajacg si¢ jako funkcja trzech danych mierzonych na mapie.
Znaczenie uzyskanego wyniku ograniczone jest do pewnego stopnia cha-
rakterem i wielkosciag mapki uzytej do badan, stanowi jednak dowoéd, e
zastgpienie oceny ,na oko” przez estymacje zalezna od wielkodci mierzo-
nych na mapie jest mozliwe.

Na uwage zashuguje fakt, ze jednym z czynnikéw, od ktérego uzyskana
estymacja w duzym stopniu zalezy, jest $rednia wysokodé tréjkata nad
poziomem morza, a wiec wielkosé nie zwigzana bezposrednio z ksztaltem
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TABLICA 1
Nr | Oceny rzeczoznawcéw . Nr Oceny rzeczonawco/w .
e | o S| e || e
. . ro- |Renige-
kate | Bao I:Q_z;i r:;::f: kata Bac n?ec(l)ri rév;ga.
(1) (2) (3) (4) (5) (1) (2) (3) (4) (5)
1 3 4 3 3,33 34 0 1 0 0,33
2 3 4 4 3,67 35 2 3 2 2,33
3 1 3 3 2,33 36 6 6 4 5,33
4 2 b 3 3,33 37 4 5 4 4,33
b 3 5 4 4,00 38 4 4 3 3,67
(] 6 6 6 6,00 39 7 6 4 5,87
7 6 5 4 5,00 40 8 8 8 8,00
8 5 '8 4 5,00 41 7 7 8 7,33
9 2 3 3 2,67 42 2 2 2 2,00
10 2 2 1 1,67 43 2 2 3 2,33
11 2 1 2 1,67 44 1 1 1 1,00
12 2 3 2 2,33 45 3 1 1 1,87
13 3 5 4 4,00 46 5 ] 4 5,00
14 3 3 3 3,00 47 - 6 6 —
15 3 (] 4 4,33 48 9 7 9 8,33
16 3 (] 4 4,33 49 6 6 4 5,33
17 7 8 5 6,67 50 6 7 b 6,00
18 8 9 7 8,00 51 3 3 3 3,00
19 6 6 5 5,67 52 2 2 2 2,00
20 1 2 1 1,33 53 0 ‘1 1 0,87
21 3 6 3 4,00 54 1 1 2 1,33
22 8 7 7 7,33 55 1 1 2 1,33
23 5 5 4 4,87 56 3 2 3 2,67
24 8 (] 7 7,00 57 5 3 4 4,00
25 8 7 8 7,67 58 7 5 7 6,33
26 7 7 7 7,00 59 9 7 9 8,33
27 2 2 2 2,00 60 ] 6 6 6,00
28 0 1 2 1,00 61 6 6 b 5,87
29 0 1 0 0,33 62 2 2 2 2,00
30 2 1 2 1,67 63 5 8 3 5,33
31 2 1 1 1,33 64 3 5 3 3,67
32 1 1 1 1,00 65 1 2 1 1,33
33 4 6 3 4,00 66 4 8 5 5,67
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TABLICA 2

Nr Dane mierzone na mapie Nr Dane mierzone na mapie
tréj- tréj-
kata) 4 u w P r s [kata) 4 u w P r s
Q)] 2 | B) | 4 | B) | 8) | (M| (2) | (3) | (4) | (B) | (6) |(7)
1] 42 3 26 2| 139| 4 34| 1,5 2 | —38| —59| 130 4
2| 4,8 4 |'—41| —55| 114 5| 35| 4,8 6 | —98|—203| 164 10
3| 34 3 | —8|—20| 121| 4] 36| 38 5 | —98| —11| 232| 10
4| 3,5 5 | —10 5( 188 737 | 41 5 | —64|—25| 277| 10
5| 4,6 5 | —27|—108] 176| 71 38| 3,1 3 30| 24|.314] 9
6| 4,3 5 38| —44 | 287| 939 3,3 5 38| —19|( 318 11
7] 3,3 4 20 2! 281{ 8/ 40| 74 | 10 68| 41| 339! 13
8| 3,7 5 12| —66| 172{ 8| 41-| 4,7 7 6]—123| 239 10
9| 24 2 | 8| 35| 149{ 4 42| 2.4 3 43 7| 183| 6
10} 23 3 | —15] —21| 97| 4]431].28 4 58| 82| 176{ 5
11 | 2,0 4 5| 65| 81| 4| 44| 23 2 | —-16|—19] 95| 3
12| 2,8 2 21| 39| 1904 5 45 | 1,7 3 24| 12| 204( 7
13| 35| 4 |—22|—42| 147 546 | 43 | 6 | —8|—44| 275| 9
14 | 3,4 4 | —87| 12| 181 5|47 | — S I R e B )
15 | 3,0 5 | —18 6| 196| 7148 | 5,7 5 91| 160| 438 12
16 | 4,1 5 | —8|—176| 205 s | 49| 3,6 4 | —17| 40| 34110
17 | 4,0 8 32| 34| 30412150 | 40 | 7 ol 12| 302( 7
18 | 4,6 | 11 29| —79| 235| 18 | 51 | 2,7 4 | —3¢ 2| 219 7
19856 | 7 | —6| —3| 212{10)52| 24 | 4 |—16] 22| 182| 6
20 | 2,2 3 | —7|{—19]|—56| 5 53| 1,7 2 | —42| —57| 132| 4
21| 38| 5 42| 45| 1651 7| 54| 1,6 3 8| 11| 135| 4
22 | 4,3 8 98| 149| 25310 55 | 2,5 3 | —26|—-35| 85| 3
23| 358 6 271 54| 261) 10| 56 | 2,2 4 | —31| —19| 246| 7
24 | 5,4 7 24| 180| 332 11 | 57 | 3,2 5 | —1|—22) 308{ 9
25| 42| 10 | —39| —24| 234} 13| 58 | 3,7 3 38| 65| 304{ 11
26| 3,9 9 | —40 5{ 264|131 59 | 4,0 4 | 6| 45| 415|112
271 25 4| —1]—34) 196| 760 3,9 5 | —30|—42| 318] 11
28 | 1,9 3| —5 41 246 7061} 41 6 { —9 6! 309! 11
29 | 1,0 3 0| —21| 222| 7(162| 28 4 | —5|—83| 221| 7
30| 1,9 3 14| —25| 244 763 44 6 | 52| 10| 249| 9
31| 21 2 9| 89| 197 5| 64| 3,8 5 43| —20| 168| 7
32| 20 8| —2| 87| 147] 465 | 2,2 3 | —23| —206{ 12¢| 4«
33| 31 5 29| —10| 185 766 | 51 | 11 |—74|—14] 175] 13
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TABLICA 3
Wspélezynnik ’ Wapébtezynnik
NF erozji Réznica NF erozji Réiniea
tréj- : : tréj-
kata empi- | wedlug 2)—-(3) kata | empi- | wedlug (2)—-(3)
ryczny | wzoru ryezny | wzoru
(1) (2 (3) (4) 1) (2) (3) (4)
1 3,33 3,31 0,02 34 0,33 0,06 0,27
‘2 3,67 3,51 0,16 35 2,33 | 4,62 —2,20
3 2,33 2,62 —0,19 36 5,33 4,65 0,68
4 333 | 3,9 —0,57 37 4,33 | 538 —1,05
5 4,00 4,43 —0,43 38 3.67 4,52 —0,85
6 6,00 5,61 0,39 39 5,687 5,26 0,41
7 5,00 4,32 0,68 40 8,00 7,96 0,04
8 5,00 3,87 1,13 41 7,33 5,90 1,43
9 2,67 1,69 1,08 42 2,00 1,17 0,83
10 1,67 1,03 0,64 43 2,33 2,79 —0,46
11 1,87 0,66 1,01 44 ' 1,00 0,82 0,18
12 2,33 0,563 1,80 45 1,87 1,43 0,24
13 4,00 3,14 0,86 46 5,00 5,79 —0,79
14 3,00 3,10 0,10 47 — - —
15 4,33 3,52 0,81 48 8,33 7,74 0,59
16 4,33 4,53 —0,20 49 5,33 5,61 -0,18
17 6,67 8,71 —0,04 50 6,00 6,29 —-0,29
18 8,00 7,87 0,33 51 3,00 3,19 -—0,19
19 5,87 4,85 0,82 52 2,00 1,39 0,61
20 1,33 | —0,91 2,24 53 0,67 0,40 0,27
21 4,00 3,86 0,14 54 1,33 0,46 0,87
22 7,33 6,28 1,05 56 1,00 1,14 —0,14
23 4,67 5,07 —0,40 56 2,67 2,89 —0,22
24 7,00 7,16 —0,16 57 4,00 5,04 —1,04
25 7,87 ' 6,98 0,89 58 6,33 5,99 0,34
26 7,00 6,61 0,39 59 8,33 6,67 1,86
27 2,00 2,67 —0,687 60 6,00 5,74 0,26
28 1,00 2,33 —133 81 5,87 8,07 —0,40
29 0,33 0,47 —0,14 62 2,00 3,33 —1,33
30 1,67 2,31 —0,64 63 5,33 5,63 —0,20
31 1,33 1,78 —0,42 64 3,87 3,90 -0,23
32 1,00 1,21 —0,21 85 1,33 1.22 0,11
33 4,00 3,560 0,60 66 5,87 7,11 —1,44
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tréjkata. Zaleznosé ta wyprowadza nas poza ramy zagadnienia, ktéresmy
sobie postawili. Nie jest ona bezpodstawna, gdyz wiadomo, ze szkody
spowodowane przez zmywy zalezg od ilosci opadow, ilodé zad opaddw
bardzo silnie zalezy od wysokosci nad poziomem morza. Swiadezy to jed-
nak o tym, Ze ocena ,na oko”, ktérg staraliSmy sie nasladowaé, uwzgled-
nia nie tylko rzeZzbe terenu, ale i pewne czynniki klimatyczne, ktérych
ze wzgledu na polozenie ocenianego terenu mozna sie spodziewaé. Dlatego
nalezaloby we wzorze (1) pomingé przedostatni wyraz, zgodnie z zaloze-
niem, ze v ma charakteryzowaé wylgcznie wplyw ksztaltu powierzchni
na erozje. Taka korektura jest ciekawym przykladem ulepszenia wzoru
empiryeznego bez interwencji teorii.

Praca cytowana

[1] J. Ostromecki, FErozja gleb jako zagadnienie melioracyjne, Gospodarka
Wodna 7 (1947), str. 192-201; 7 (1947), str. 247-250.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela dnia 8. 3. 1955 r.

C.3VBHKHNIUKHUHA (Bpoyuas)

HOIODBITKA MATEMATHYECKOI'O IHOJAXOHA K PEJBE®Y
KAR ®AKTOPY SPO3HHA

PESIOME

ABTop paspaoTHBaeT MeTOX OUEHKA CrelleHM Yrpo3H 2pO3uH, BH8BaHHON
HepecedeHHOCTHI0 MECTHOCTH. 3afa¥a COCTOMT B ONpPefeseHun GopMYyIH, 3aBHCAMIEH
0T HECKOJIBKUX MAPAMETPOB, HOTOPHE MOKHO U3MEDHT HA THHCOMETPHYecKol xapTe,
H TIO3BOJAKINYI0 OUEHHBATH YIPosy dPO8HH [Jsi OCHOBHHX Nuomanel onpenenennol
BeAUYUHH H QOPMEL

Iaa ob6paGorkn OGman usbpaHH KapTeH MacwmitaGa 1:25000 ¢ uacroroll msorume
104#. 3a OCHOBHME NNOMAXYM UPUHATO PABHOCTOPOHHUE TPEYrOJbHUKHM € HAMHOH
croposn 2 xu. McxonHeM MaTepuanoM 6Hia xapra, cogeprxaman 65 TPeyroNbLHHKOB,
AJAA KOTODPHX CTreleHs YIPO3H 2po3uu OHia OleHeHa HEBABHCEMO JPYT OT Apyra
Tpema aKcnmepramu nudpamu or 0 5o 9. CpesH0I0 3TUX OUEHOK aBTODP HA3LBAET IMNU-
puseckus koagigiu yuenmom oposuu H TPUWUMAET 32 aKTHYCCKYI0 Yrpo3y XIA JAHHOTO
Tpeyroxnuuka. AstopovM Jaerca dopmyna

v=2,22¢t— 0,197*+ 0,08 % + 0,0213 4>+ 0,01187 — 4,61,

B KOTOpO# v 06o3Hauaer KoaPuuuent sposun, { — JAMHY B Om BCeX WSOTHIC B Tpe-
YroapHAKE, % — KOJAMYECTBO W30TMNIC C PA3HHMH KOOPAMHATAMMH, * YMeHBIIEHHYO
o 800 cymMMy KOOpAMHAT 4eTHPeX TOUOK TPeYroJbHHKA, 4 MMEHHO KOOPAMHAT HEHTPOR
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TPEYroJIbHUKOB, NOJYYeHHHX HYTeM JONGHUA HCCAOAYOMOro TPOYToABHUKA HA YOTHpE
gacTy cpepnumu amuuAMu. Ilonyyennwe mo 9volt dopMmyse pesyJabTaTH Jayume
COTIACYIOTCH ¢ OMOMpHYECKUM KoIPPENMEHTOM 3POBUM, UeM ONEHKE IKCHEPTOB.
9ra dopmyna Mosxer saMeHHTh NPHMEHHEMYH NPAKTUKAME OLEHKY YrPOBH 5Po-
SAM HQ 0CHOBAHAN OCMOTPA TMIICOMETPHYECKON KAPTEHL.

S.ZUBRZYCKI (Wroclaw)

AN ATTEMPT AT MATHEMATIOAL TREATMENT OF RELIEF
A8 AN EROSION FACTOR

SUMMARY,

The author develops a method of estimating, for a given area, the danger of
erosion arising from land configuration. His object is to find a formula, dependent
on a number of parameters measurable on a contour-line map, which would estimate
erosion danger to tracts of fixed size and shape. He uses maps 1:25000, the
contour-lines being 10 meters apart; equilateral triangles whose side is 2 km,
are taken as tracts. The starting point has been a map comprising 85 triangles, marked
independent ly by three experts with numbers from 0 to 9, according to their liability
to erosion due to the relief. The mean of those three assessments, called by the author
the empirical coefficient of erosion, is taken to be the real danger to the triangle. The
author gives the formula

v = 2,22t — 0,197t2+ 0,084 + 0,02134°+0,01187» — 4,61,

in which v is the erosion coefficient; ¢ is the length of all contour-lines in the triangle
given in dem; % is the number of contour lines with different ordinates in the trian-
gle; 7 is the sum, diminished by 800, of the ordinates of four points in the triangle,
namely the ordinates of the centres arising from a division of the triangle into four
parts by means of straight lines joining the centres of its sides. This formula expresses
the empirical erosion coefficient with an error less than the divergence of the assess-
ments of the experts. The use of this formula can replace the practice of estimating
the erosion danger of an area on the basis of a visual inspection of a contour-line
map.
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