S. ZUBRZYCKTI (Wroctaw)

0 SZACOWANIU PARAMETROW ZE0Z% GEOLOGICZNYCH

Wstep. Praca niniejsza jest krokiem ku realizacji programu nakreglo-
nego w referacie H. Steinhausa, wygloszonym na 8. Zjezdzie Matematy-
kéw Polskich (zob. [11], str. 87).

Wspdlpraca matematykéw wroctawskich z geologami zaczela sie,
gdy zaproszony z inicjatywy H. Steinhausa, przez Wroclawski Oddzial
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, A. Trembecki z Akademii
Gorniczo-Hutniczej] w Krakowie wyglosit w czerweu 1952 r. odezyt o me-
todach szacowania zi6z (zob. [12]). W jesieni 1952 r. nawiazano wspolprace
migdzy katedry geologii kopalnianej AGH kierowang przez prof. R. Kra-
jewskiego a Grups Zastosowan Przyrodniczych i Gospodarezych IM PAN
kierowang przez prof. H. Steinhausa. Prof. Krajewski przedstawil na se-
minarium Grupy referat o aktualnym stanie zagadnienia (zobacz [6]),
wielekro¢ stuzyl radg i informacjg o sprawach geologieznych i gérniczych,
az do zorganizowania wycieczki do kopalni dla matematykow pracuja-
cych nad tym zagadnieniem, wreszcie wystaral si¢ o maberiaty obserwa-
cyjne (mapki, patrz § 6) i zorganizowal na wniosek Grupy potrzebns po-
miary (stumetréwka, patrz § 6) wykonane przez kopalniane biuro geolo-
giczne kierowane przez inz. W. Piwowarskicgo. Te materiaty, opracowane
czgseiowo przez grupe oséb, zwang dalej (§ 6) roboezg grupg statystyezng,
wykorzystalem w niniejszej pracy. )

Praca zostala wykonana w Grupie Zastosowzi Przyrodniczyeh i Gos-
podarezych IM PAN. Musze jednak przyznad, ze jej powstanie bylo
W pierwszorzednej mierze ulatwione przez moj dtugotrwaly udzial w kon-
wersatorium z teorii prawdopodobienstwa i proceséw stochastyeznych,
prowadzonym w Grupie Funkeji Rzeczywistyech IM PAN przez profe-
soréw E. Marczewskiego i H. Steinhausa.

§ 1. Zagadnienie. Eksploatatora 716z geologicznych interesujg nie-
ktére cechy zl0za, np. miazszosé, zawartosé cennego kruszeu, zawartodé
szkodliwych domieszek. Wielkodei to nazywaé bedziemy parametrami ztoza.
Parametry sloza ocenia sie na podstawic wynikéw wiercer prébnych
lub, gdy zloze jest juz udostepnione przez sieé korytarzy, na podstawie
préb bruzdowych lub rowkowych. Najprostsza ocena parametru zloza jést
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frednia arytmetyczna otrzymanych wynikéw préb. W pidmiennietwie
fachowym podaje sie jeszcze wiele innych ocen. Tak np. Hancock (zob.
[9], str.261) proponuje jako ocen¢ Srednmiag geometryczng, Sichel ([9],
str. 266, wzér (4)) — iloczyn sredniej geometrycznej przez czynnik za-
lezny od wariancji parametru w prébce, Boldyriew [1] — frednig wa-
zong, W tym ostatnim przypadku jako wagi prébek bierze sig pola ob-
szaréw, na jakie rozpada si¢ badany obszar przez przylaczenie kazdege
punkitu tego obszaru do najblizszego miejsca pobrania prébki. Smirnow
(zob. [10], str. 70 i nastepne) podaje w swojej ksigzce osiem réinych ocen.
Waszystkie te oceny albo nie uwzgledniaja rozmieszezenia prébek (np. fre-
dnia geomsetryczna, arytmetyczna, Sichela), albo uwzgledniaja - je tylko
w pewien konwenejonalny sposéb (np. ocens Boldynewa., tréjkatowa, .
warstwicowa).

"o wielka ilo§¢ wariantéw §wiadezy o poszwkiwaniu takiej oceny,
ktéra by na podstawie poczynionych obserwacji dawala najdokladniejszg
oeeng.parannetréw zloza. Wydaje sie, Ze taka eptymalna ocena pewinna
wwagledniaé rozmieszczenie proébek w spos6éb podyksowany przez strukture
badanego ztoza. Mozna np. przypuszezaé, ze dwie prébki pobrame blisko
siebie . charakteryzujg badany obszar. gorzej, niz dwie “prébki pobrame
daleko. od siebie. W pierwszym bewiem przypadku druga prébka jest po-
niekgd, powtérzeniem pierwszej, podezas gdy w@rugim przypadku daje
ona nowy informacje. Dzieje sie tak dlatego, Ze parametr zloza zmienia
sie w sposéb do pewnego stopnia ciggly. Gdy w pewnym punkcie badany
parapeetr ma duzg wartesé, wtedy takze w pewnym otoczeniu tego punktu
wartosel badanego parametru sg duse. Pedobnie z dwu préb, z ktérych
jedmna jést zrobiona na érodku badanego obszary, a G.ruga na brzegu,
pierwsza jest eenniejsza.

Celem niniejszej pracy ]est po&ame meﬁody oparte} na teom proce—
séw stochastyeznych, kitéra pozwala wykorzystaé przy. szacowaniu in-
formacje o statystycznej strukturze zloza. Na gruncie wspomnianej teorii
Statystyozna struktura zloza jest opisana (§2) przez pewne stale oraz
funkeje korelacyjng podajacy korelacje miedzy prébkami w zaleznosci
od, ich odleglodei. State te oraz funkeje korelaeyjny trzeba w konkretnym
przypadku, dla danego typu zloza i dla danego parametru, wyestymowad
na podstawie préb. Zagadnieniom swigzanym z estymowaniem funkeji
korelacyjnej poswigcone 83 §§3, 4, b i 7. W § 9 opisano réine oceny oraz
sposoby obliezania tych ocen i mh bledow. W § 12 oméwmm pwzypadln
w- ktérych. obliczanie ocen znacznie si¢ upraszeza.

Przedstawiong metode gastosowano do opracowania materm&éw z gor-
-'mﬂ@shch w67 eynk&wych dotyezgeych zawartodei eynkw. I tak, w§6
‘opisano spos6b obliczanis, wspélezynnikéw k&mlaep miedzy préblami.
W $§8 wyréwnano obliczone wspblezynniki kovelaoji za pemoecy funkoji
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zaproponowanych w § 5. Tak wyestymowana funkecje korelacyjng przy-
jeto za pedstawe przykiladéw numerycznych (§ 10) 11ustru3q,cych doklad-
nosé najlepsgych ocen w poréwnaniu z innymi.

Przedstawionych w §§ 6 i 8 wynikéw estymacji funkeji korelacyjnej
zloza nie moina uwazaé za wystarczajace. W szcezegdlnosei bardzo rézne
okazaly si¢ wyniki otrzymane z mapek w poréwnaniu z otrzymanymi
ze stumetréwki (patrz rys.l). Pewne hipotezy tlumaczace te réimice
przedstawiono w § 13, gdzm przedstawiono takie projekty dalszych
badan.

w mektorych pra.cach geologow (zobacz np. [7] i [12]) przy szaco-
waniu zasob6w uzywa si¢ kryterium ¢ Studenta. Kryterium to wymaga,
zeby prébki byly niezaleine. Okazuje sie, ze dla zawartodei cynku, sagdzge
na podstawie wynikow otrzymanych z mapek, za niezalezne mozna uwa-
#aé prébki dopiero wtedy (§12), gdy sa wzajemnie odlegle o wigcej niz
184 metry.

W pracy niniejszej bedziemy méwili tylko o wyznaczaniu optymalnych
ocen, gdy obszar i rozmieszczenie na nim prébek sg podane. Nie ma do-
tychezas dostatecznie prostej metody, ktéra by pozwalala, przy znajo-
mofdci statystycznej struktury zloza, odpowiedzieé na pytanie, gdzie na
danym obszarze umiegcié zgdang ilodé prébek, aby uzyskaé ocene jak naj-
lepszg. Mozna jednak obliczajge bledy ocen przy réznych rozmieszezeniach
prébek, wybieraé rozmieszezenia korzystniejsze.

§ 2. Matematyczny opis struktury zloza. Szacowanie parametru
zloza na podstawie probek, to znaczy na podstawie znajomosdei wartodei
tego’ parametru w pewnych punktach zloza, z matematycznego punktu
widzenia sprowadza si¢, z grubsza méwige, do szacowania sumy zmien-
nych losowych zaleznych, gdy znane sg wartodei niektérych skladnikéw,

 Zadanie, ktérym sie zajmiemy, jest takie: Dany jest obszar D, o kté-
rym wiadomo, ze lezy wewngtrz konturu zloza. Moze t0 byé na przyklad
blek ekgploatacyjny, otoczony ze wszystkich stron korytarzami. W punk-
tach p,, py, ..., px tego obszaru D zmierzono wielko$é parametru y i otrzy-
maxo z pomiaréw Jiezby  y(p1) = Y15 .-y Y(Pr) = Yr. Zmajge lLiczby
Y15 «.., ¥ i polozenie punktéw p,, ..., p; Da obszarze D, nalezy optymalnie

o8zacowad grednig wartosé parametru y na obszarze 1), Wyra,za,j@cq. sie
“Wzorem

(2.1 7= ‘D’"Im f [vwap,

(LD oznacza pole obszaru D, y(p) — wartosé rozwazanego ‘parametru
W punkeie p, & dp — Témicske pola) lub, co na jedno wyechodz, ca}k@

(22) Y=Y = ,Lfytp)dp
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- Jedli- rozwazanym parametrem jest np. migzszosé, to catka Y jest
objetoscig zloza na obszarze D, a frednia 5 — migzszodeig frednis.
Moglaby sie czytelnikowi nasungé watpliwodé, czy zawsze chodzi
o taky srednig, jak opisana wzorem (2.1). Nie nalezaloby np. sredniowad
W ten 8posdb procentowej zawartodei, gdybysmy potem cheieli przez pom-
nozenie ogélnej magy rudy przez frednig procentowy zawarto§é otrzymadé
zapas metalu, szezegélnie, gdyby wystepowal wyrasny zwigzek miedzy
procentowg zawartoscia & migzszodeig zloza. Wtedy jednak nalezaloby
§redniowaé iloczyny wiglednej zawartodei przez migzszodé, a wiee sred-
niowaé inny parametr. W pewnych przypadkach moina by jednak uspra-
wiedliwié §redniowanie procentowej zawartosci, np. gdy migzszosé (czytaj
tu: masa rudy przypadajgea na jednostke powierzchni) jest stala Iub
gdy migzszodé i procentowa zawartodé sa stochastycznie niezalezne.

- Wartodei y(p) parametru w poszezegélnych punktach obszaru D
bedziemy traktowali jako zmienne losowe. Nalezy to rozumieé tak: zloze
nie jest wprawdzie czyms losowym, wartodci jego parametréw w ustalo-
nym punkcie 83 ustalone. Polozenie obszaru D wzgledem tego ustalonego
zloza meze byd rozmaite i mozna je uwazaé za losowe. Wyobrazmy sobie,
e kontur obszaru D ustawiamy w coraz to innym miejscu i za kazdym
razem notujemy wartosci parametru w punktach p sztywno z nim zwigza-
nyeh. Wtedy wartos¢ parametru w punkcie p bedzie zalezala od poloze-
nis konturu D. W tym wlasnie sensie, ze wzgledu na rozmaito§é polozen,
wartosci y(p) parametru bedziemy uwazali za zmienne .losowe. Gdy zaé
kontur ustawimy w jakim§ konkretnym miejscu, wtedy aktualne wartodei
parametru w punktach p zwigzanych sztywno z konturem bedziemy uwa-
Zali za realizacje zmiennych losowych y(p). W d.a,Iszym ciggu méwigc
o wartofciach y(p) jako o zmiennych losowyeh, te wladnie interpretacje
bedziemy mieli na mygli. Taki sens losowodci gdpowiada praktycznemu
zadaniu, w ktérym chodzi o szacowanie rozmaitych odcinkéw zloza.

Ma.my tu wiee do czynienia z rodzing zmlennych losowyeh ,,ponu-
merowanych” punktami obszaru D. O tych zmiennych losowych zakla-
damy co nastepu]e wezystkie zmienne losowe y(p) maja jednakowsy
Srednig E(y(p)) ='m i jednakowg wariancje D“(y (p)) = §?; wipélozynnik
korelacii B {y(p1), ¥(p,)} miedzy zmiennymi y(p,) i y(ps) zalezy tylko od,
odleglodei d(p,, ps) punktéw p, i p,, czyli

(2.3) - R{?(Iﬁ); f‘)(?n)} = f(d(?n?a))

i funkeje f(d) uwazamy za z'na,n:q.-'; ponadto zakladamy, Ze limf(d) = 1.

Ianymi slowy, zloze traktujemy tu jako rodzine zm:tennych losowych
y(p) przypisanych poszezegbélnym punktom p obszaru D, na ktérym ono
zalega. Przyjmujemy, ze te zmienne losowe 83 ze sobg zwigzane w taki
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Sposéb, Ze wspélezynnik korelacji miedzy zmiennymi losewymi y(p,)
1 y(p,) zalezy tylko od odleglogci punktéw p; i p,. W ten sposéb przyj-
mujemy zalozenie, ze zloze ma strukture izotropows, miezalezng od kie-
runku. W definicji procesu stacjonarnego zada sie, zeby wspélezynnik ko-
relacji miedzy zmiennymi losowymi (p,) i y(p,) zalezal tylko od wektora
P1Py taczacego punkty p, i p,, czyli zeby bylo

(2.4) Ry (p1), y(ps)) = 1(p1p3) = f(=, 9),

gdzie przez « i y oznaczamy wspélrzedne wektora p,p, W obranym ukla-
dzie wspéirzednych. Funkeja korelacyjng plasgkiego procesu stochastycznego
stacjonarnego nazywa si¢ wlasnie te funkeje f(x, y) ze wzoru (2.4). My od
funkeji korelacyjnej igdamy wiecej, mianowicie zeby zalezata tylko od
dlugodei d = d(pyp,) = d(p1, ps) wektora Pp,, rozpatrujemy wiec szcze-
gélny przypadek plaskiego stacjonarnego procesu stochastycznego, tzw.
proces izotropowy. ' o .

Uczynione zalozenie jednakowosci frednich i wariancji wylacza z na-
szych rozwazan przypadki, w ktérych chodzi o szacowanie jakiego§ ma-
tego gniazda kruszeu o mniej wiecej znanym geometrycznym ksztalcie,
ktére cate znajduje si¢ w obszarze D. Wiadciwym przedmiotem naszych
rozwazan jest szacowanie odcinkow zloza, ktére na wielkich przestrzeniach
majg mniej wiecej taka samg strukture, a obszar D w poréwnaniu z caltym
zlozem jest maly. Takze zalozenie izotropowosei nie we wazystkich zlo-
Zach mozna uwaszaé za spelnione. Jest jednak wiele zY0z, przede wszyst-
kim osadowych, ktére zalegaja na wielkich przestrzeniach i w kiédérych
nie stwierdza sie zaleznodei struktury od kierunku. Do takich nalezg np.
gornoslaskie gloza cynkowo-olowiane, z ktérych pochodzy obserwacje
opracowane w niniejszej pracy. = I : ‘

A wiec zloze bedziemy traktowali jako plaski proces stochastyezny,
Stacjonarny i izotropowy. - ‘

.Calka: ¥, ktbrg tu chcemy oszacowad, jest zmienna losows, ktory
nalezy rozumieé jako stochastyezng granice odpowiednio utworzonych
kombinacyj liniowych zmiennych y(p), odpowiadajacych poszczegélinym
punktom obszaru D. Wyobrazmy sobie podzial obszaru D na n kawal-
kéw o polach Ay, ..., d,; W i-tym kawalku wybierzmy jeden punkt ¢;
I ubwoérzmy sume

(26) Y@ A+ (g) Aa-
Jest ona, kombinacja ‘:]iizii}“'w'q. zmiennych losowych odpowiadajaeych punk-

bom g¢,, g,,..., g. Wesmy teraz cigg takich kombinacji liniowych dla
Bozmalnego eiggu podzistéw obszarn . Otéz zmienng Y rozumierny jako

¥oehastyozng granice takich kombinaeji liniowych.
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Z takiego sensu zmiennej Y wynikaja w szczegdlnodei nastepujace
wzory na wartodé oczekiwang E(Y) zmiennej ¥, kowariancje o (y(p), Y)
zmiennej Y i zmiennej y(p) odpowiadajacej Jednemu punktowi p z obszaru
D ora.z wariancje (Y, Y) = D¥XY):

=£fE(y(p))dp = m|D|,
(2.5) oly(@), T) = [ oly®), y(0)d,
D

o(¥,Y) = [[ofyp), ¥)dp.
D

Poniewaz na mocy (2.3) mamy o (y(py), ¥(ps)) = s*/(d(p1, Ps)),
wige wazystkie wielkodei w (2.6) wyrazajg si¢ przez m, s? i f(d). Funkeja
korelacyjna f(d) opisuje tu zmiennodé zloza.

Tak wiec zadaniem naszym jest szacowanie calki ¥ — granicy sum
zmiennych losowyech — gdy znamy wartosci  zmiennych losowych
Y(py), .-+, Y(Pz) zZwigzanych w pewien sposéb ze ,skladnikami” y(p)
,sumy” Y, z Kolei powigzanymi ze sobg.

§ 3. Jakie funkeje moga byé funkcjami korelacyjnymi? W poprzed-
nim paragrafie rozwazania prowadziliémy przy zalozeniu, Ze znamy m —
tj. wspélng srednia zmiennych losowych y (p), ze znamy s* — tj. ich wsp6lng
wariancje, i wreszeie, ze znamy gtéwng charakterystyke zmiennosci zloza —
funkecje korelacyjng f(d). Znajomogé tych parametréw musimy jednak
zdobyé z obserwacji, wobec czego faktyeznie mozemy te charakterystyki
- znaé tylke w przyblizeniu, W szczeg6lnosei dotyezy to funkeji korelaecyj-
nej. Funkcje te, z definicji okreslong dla kazdego d, mozemy odtwarzaé
znajge tylko w przyblizeniu jej wartodei dla niektérych odleglosci d.
Dlatego musimy te zaobserwowane i przy tym obcigzone bledem losowym
wspélezynniki korelacji w pewien spos6b wyréwnaéd, Najwygodnie]
zrobi¢ to, gdy zalozymy dla funkeji korelacyjnej jakad postaéd, z ktérej
funkecje korelacyjng otrzymuje si¢ przez ustalenie pewnych parametréw.
Dopasowujemy woéwezas funkcje wybranej postaci do zaobserwowanych
dla pewnych d wspélezynnikéw korelacji i te dopasowang funkeje przyj-
mujemy za funkcje korelacyjng zloza. Powstaje pytanie, jakg postaé
mozna przyjaé dla funkeji korelacyjne]? Innyxm stowy: jakie funkcje moga
byé funkecjami. korelacyjnymi? '

Nie mogg to byé funkc]e dowolne. Poza czqgloémq,, ktéra jest konsek-
wencja tego, ze Hi(d) = 1, muszg one spenia¢ jeszcze pewne warunki.

Na prayklad dla kazdego d musi byé f(d@) > —}. Istotnie, wariancja sumy
Yy (p1)+y(ps) +y(ps) trzech zmiennyeh losowych, edpowiadajgcych trzem
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Punktom p;, p,, ps bedacym wierzchotkami tréjkata réwnobocznego
0 boku d, musi byé z definicji nieujemna. Mamy za$

D2(y (p,)+y(ps) +¥ (ps)} = 3Dy (p.)}+6e(y(p1), ¥(ps) = 352 (L+2f(d)).

% nieréwnofci 3s2(1+-2f(d)) > 6 wynika, ze f(d) > —}.

~ Ot6z znane sy warunki konieezne i dostateczne na to, aby funkcja
mogls byé funkejg korelacyjng. W szezegblnodei na to, aby funkeja f(d)
mogla byé funkejg korelacyjng plaskiego procesu stochastycznego cigglego
i izetropowege, potrzeba i wystarcza, zeby byla ona postaci

©

(3.1)’ | fld) = [ Jo(id)ar(3),

(1] .
gdzie F(J) jest dystrybuanty taka, ze F(0) — 0, a Jo(m) ]e&t tunkejg Bessla
ze wekaZnikiem 0 (zob. [5], str. 69, wzér (3. 26))

§ 4. Proces stochastyczny ruchomego calkowania. Operowanie wzo-
rem (3.1) jest ucigzliwe. Funkeje korelacyjng ustala sie tu przez zadanie
dystrybuanty, a gdy dystrybuanta jest juz zadana, to jeszcze dla wyzna-
czenia wartodci funkeji f(d) potrzebne jest calkowanie. Nam za§ wystar-
czy znaé kilka szezegélnych postaci funkeji korelacyjnej, w ktérych ustala
8i¢ jg przez zadanie pewnych parametréw. To umozliwia dopasowanie ta-
kiej funkeji do wynikéw obserwacji,, dopasowanie bowiem sprowadza sie
do wyznaczenia odpowiednich wartesci parametru czy parametréw.. Ce-
lem naszym jest wyznaczenie kilku takich postaci. Do tego podejdziemy
nie.od strony wzoru (3.1), ale od strony proeeséw specjalnego rodzaju, ana-
logicznych do procesé6w ruchomege sumowania w przypadku procesow
St&cjﬁnarnych z ozasem dyskretnym (zob. np [13], § 10.2). Obecnie
Opiszémy te procesy. '

- W przypadku proeeséw z eza.sem dyskretnym cigg stacjonarny

(4.1). i : e y(—1),9(0), y(1), ..

ruchomych grednich lub ruchomego SumMowania konstruuj'e ‘sie wyeho-
dzgc z ciggu

(4.2) | | Cony 8(—1), ®(0), 2(1), ...

zmiennych losowych miezalesnyeh i majgeych Jednakowe rozkla.dy Na,
Prayidad dia ruehﬁmyeh éredmeh przy]muje sie 2 definicji

€3 y(k):;_t@(k:—_lw...er‘m(k-—n)}
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lub ogélniej:

(4.4) y(k) = o@(k—1)+...teu@(k—n),
gdzie nieujemne liczby ¢y, ..., ¢, majg sume 1. Ratwo wtedy sprawdzid,
ze zmienne y(i), ¢+ =0, 41, —1, 42, —2, ..., okre§lone wzorem (4.3)

lub (4.4), majg jednakowe frednie i jednakowe wariancje, a wspélezynnik
korelacji miedzy dwiema zmiennymi y(¢;) i y(¢;) zalezy tylko od modulu
réznicy wskaznikéw. Funkeja korelacyjna f(|iy—isl) = R(y(é1), y(35)} jest
tu catkowicie wyznaczona przez wspolezynniki ¢, ..., Gq.

W opisanym na poezgtku §2 przypadku dyskretnym meoglibySmy
postapié tak: Przypudémy, ze cale zloze jest podzielone na tréjkaty
réwnoboeczne, wszystkie jednakowej wielkodei, i przypu$émy na chwile,
e zloze rozcigga sie na caly plaszezyzne. Niech poszezegélne tréjkaty beds
w jaki§ sposéb ponumerowane liczbaii naturalnymi (niech np. tréjkaty
o numerach od 1 do N tworzg obszar nas  interesujacy). Niech
x(1), (2), ..., 2(n), ... bedzie ciggiem zmiennych losowych niezaleznych
i 0 jednakowym rozkladzm,x i niech zmienna x(¢) bedzie przypisana tréj-
katowi o numerze <. Wte(‘iy, przéz. analogie do ruchomej §redniej, mogli-
byémy wzigé za zmienng (i), reprezentujaca badany parametr zloza
w i-tym tréjkacie, sume ‘ o

4.5 : ) 2(3);
(4.5) y (i) w%;o OF
to znaczy sum@ zmiennych «(j) odpowiadajaeych trégk@tom, ktérych
frodek jest odlegly od srodka ¢-tego tréjkata o mniej niz ustalona liczba O.
Moglibysmy tez braé¢ w sumie (4.5) zmienne z(j) ze wspblczynnikami za-
leznymi od odleglosei drodka j-tego tréjkata od srodka i-tego tréjkata.
Przejdzmy do interesujgcego nas przypadku cigglego. Nie ms tu
prostego odpowiednika ciggn (4.2) w postaci, powiedzmy, zmiennych
losowych ponumerowanych punktami plaszezyzny, majzeych jednakowe
rozklady i takich, 7e zmienne odpowiadajgce réznym punktom sg nieza-
lezne. Jako taki odpowiednik weZmiemy plaski proces stochastyczny jed-
norodny o przyrostach niezaleznych. Mozna go opisaé tak: Kazdemu zbio-
rowi borelowskiemu G (w §zezegélnosei kazdemu obszarowi) na plaszezyZnie
przypisana jest zmienna losowa Y (@); mamy wiec rodzing zmiennych
losowych ponumerowanych zbiorami borelowskimi z plaszczyzny. Przyj-
mujemy, ze zbiorom o skonczonym polu przypisane sg zmienne losowe
o skonfczonej Sredniej i skoritzonej wariancji. Przyjmujemy ponadto, ze
jedli G = G,1G, i zbiory @, i G5 sg rozigezne, to Y (G) = Y (6,)+ X (G,).
Przez jednorodnodé rozumiemy tu, Ze zbiorom o jednakowych polach
przypisane 83 zmienne losowe o jednakowych rozkladach prasdopodo-
biefistwa. Przyrosty niezalezne oznaczajy, %e zmienne losowe Y (G,)
i ¥(@,) s niezalezne, gskoro tylko zbiory @, i G, sg rozlgczne.
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Tak opisana rodzina zmiennych losowych jest ciagglym odpowiedni-
kiem przypadku dyskretnego opisanego wyzej — z tym, ze w przypadku
dyskretnym tr6jkaty, na jakie jest podzielone zloze, sa uwazane za naj-
mniejsze, juz niepodzielne zbiory, a kazdy zbiér, ktéremn jest przypisana
zmienna logsowa, musi byé sumg pewnej skoticzonej liczby takich niepo-
dzielnych tréjkatoéw; takiej sumie niepodzielnych trojkatéw przyporzgd-
kowuje sie oczywidcie sume zmiennyeh logowyeh przypisanych tréjkgtom
skladajagcym sie na te sume. Proces opisany przez sumy (4.5) — analo-
gon procesu ruchomych srednich — bedzie w tym ujeciu rodzing zmien-
nych losowych przypisanych zbiorom tréjkatéw niepodzielnych usta--
lonego ksztattu i wielkogei, np. zbiorom skladajacym sie z trojkata Srod-
kowego i jego trzech sgsiadéw graniczacych z nim bokami.

Niech teraz Y (&) bedzie plaskim procesem stochastycznym jedno-
rodnym o przyrostach niezaleznych w sensie powyzej sprecyzowanym.
Stacjonarny proces ruchomego calkowania, -y{p), konstruujemy teraz
tak: Bierzemy funkeje rzeczywista k(x,y) = k(p), okreslong na plasz-
czyinie, ciggly, catkowalng bezwzglednie na calej plaszezyZnie wraz z kwa-
dratem i spelniajaea nastepujacy warunek symetrii:

8) Jesli ai+yl = ai+yz, to (@, 1) = k(@ Ya).

Dia wygody, przez k(p—p,) bedziemy rozumieli &(z—w,,y—¥,), gdy
P = (2,9), a po = (%9, Yo)- Dowolnemu punktom Po Plaszezyzny przypi-
Sujemy teraz zmienng losowq.

(4.6) Y = [ [R(p—po) Y (dp)

(jezeli nie sa podane granice catkowania, nalezy rozumieé, ze catkowanie
rozcigga 8i¢ na caly plaszezyzne). Proces okreflony wzorem (4.6) bedziemy
nazywali procesem ruchomego catkowania, a funkcje k(p) nazwiemy pro-
Wwizoryeznie jego funkcjq wagowq.

Musimy wyjafnié sens cafki (4.6). Przypufémy najpierw, ze obszar
calkewania jest ograniczony, np. ze jest to pewien prostokqt D. Niech
ten prostokat bedzie podzielony na rozigczne obszary D, ..., D,. W ob-
szarze D; wybierzmy jeden punkt p; i utwérzmy sume

.(4-7) k(pr—p0) XY (D))+...4+5(pn—D0o) Y (D).

Jest to pewna zmienna losowa. Ot6z przez calke (4.6) po obszarze D ro-
zZumiemy granice stochastyczng zmiennych losowych (4.7) odpowiada-
jacyeh normalnemu ciggowi podziatéw obszaru D. Przez calke (4.6) roz-
ciggniety na cala plaszezyzng rozumiemy stochastyczng granice calek
(4.6) rozeiggajacych sie na coraz wieksze ograniczone obszary G,C@,C..

Zastosowania Matematyki ITT . 8 8
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ktére w sumie pokrywa,]@ caly plaszezyzne. Zeauwazmy tutaj, ze Jeéh
k(p) =1, to dla obszaru G o skonczonym polu jest

(4.8) k) X(ap) = T(@).

7 definicji procesu Y (@) wynika, ze isiniejq takw state &y i ky > 0, 2e
(4.9) EB(Y(@)] =k 6,
(4.10) DY@ =k |G[,

gdzie |G| oznacza pole obszaru G.
Z definicji (4.6) zmiennych y(p,) wynikajg na,stgpma,ce relacje:

I. Dla kaédego p, jest
(4.11) Bl =k [[kp)dp =m,
(4.12) D*(y(po)) = ks [ [ #2(p)dp = s

(stale %y © ks 8a tu te same, co we wzorach (4.9) 7 (4.10)).
II. Dla dowolnych p, i pg jest

(413) By (p)—B(y (22)y(2) By (pa))) =
=k, [ [ k(a, k(e+d(ps) pa), y)dwdy,

[ k@, ) k{o+d(py, ps), y)dody
[k (@, y)dedy

(d(pl, pg) jest to odleglosé pftmktdw Pyt pg).

= R{d(py, ps))

(4.14) Rly(p.), y(pa)} =

Wzory (4.11) i (4.12) pokazujg, ze drednia i wariancja jest dla wszyst-
kich zmiennych y(p), okreflonych wzorem (4.6), taka sama, a wzér (4.13)
pokazuje, ze wspélezynnik korelacji miedzy zmiennymi y(p,) i ¥(ps),
przypisanymi wedlug wzoru (4.6) punktom p, i p,, zalezy tylko od odle-
glodei tych punktéw. Z tego wynika, ze proces ruchomego catkowania jest
procesem stacjonornym w sensie §2. Proces ruchomego catkowania jest
zadany przez stale &, i ko oraz funkeje k(z, y). W szczegdlnodei charakte-
ryzujgca strukture zloza funkeja korelacyjna zalezy tylko od, funkeji
k(z, y), jak to pokazuje wzér (4.14). Wzoru (4.14) uzyjemy do wyznacze-
nia kilku gzezeg6lnych postaci funkeji korelacyjnej. -

§ 5. Kilka szczegélnych postaci funkeji korelacyjnej. W paragra-
fie poprzednim zobaczylismy, ze dla specjalnych proceséw stacjonarnych,
mianowicie dla proceséw ruchomego calkowania, funkcja korelacyjna
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Procesu jest wyznaczona przez jégo funkeje wagows k(, y). Biorac naj-
prostsze funkcje za k(x,y) wyznaczymy_ teraz kilka postaci szczegolo-
wych funkeji korelacyjne;j.

PrzYErAD 1. Weimy za k(z,y) funkcje

: 1 d w2y < r?
(5.1). k(x,y) = ‘ r B BT
0  w pozostalych przypadkach.

Wtedy, na mocy wzoru (4.14), wartodé funkeji korelacyjnej R(d) w punk-
cie d bedzie réwna ilorazowi pola czedci wspélnej dwéch kot o promieniu 7,
ktérych érodki sy odlegle o d, przez pole kola o promieniu r. Nietrudne
rachunki prowadza w tym przypadku do nastepujacego wzoru na funkcje
korelacyjng:

2 a d_/ a\?

— la.rccos ———-]/1——(—-) ] dla d<2r,
(5.2) R(@) =] ™ 2r 2r 2r |

0 dla 2r <d.

Funkeja korelacyjna zalezy tu od jednego parametru r.

PrzyxzAD 2. Chee zwrécié uwage na pewna intuicje, dotyezgcy
funkeji k(z, y), a polegajacg na odpowiednim odezytaniu wzoru (4.6).
Mianowicie, z dokladnodciaz do przejécia granicznego przy calkowaniu,
mozna wzoér (4.6) odezytaé tak: warto§é parametru zloza w punkcie
Bo = (@y, ¥o) Powstata w ten sposéb, ze ktos spacerujac po calej plasz-
‘ezyZnie z kazdego punktu p, = (¥, ¥,) rozrzucal losowo na plaszezyzne
gardé zloza réwng mY (dp) i ta gardé rozsypywala si¢ po plaszezyZnie
Symetryecznie woké6l punktu p z rozkladem proporcjonalnym . do funkeji
k(p—p,), a dokladniej tak, ze na obszar wielkodei dp wokél jakiegod
Punkiu p upadla z tej gardei frakcja

k(p—p,) dp
Jfe(p)dp -

Kierujgc si¢ tg intuicjp J. Perkal zaproponowal wzigé za funkeje
Wagowy k(w, y) gesto§é prawdopgdobieristwa plaskiego rozkladu normal-
hego. Wapélezynniki proporcjonalnosei, .czynigee z funkeji wykladniezej
gestodé prawdopodobienistwa, mozna opuseié, bo po podstawieniu do
wzoru (4.14) i tak by sie uprocily. Przyjmijmy wiec

(5.3)' k(ﬂ')‘, ?]) . exp (-:(50_‘2_2—;?!_2).)
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Podstawiajac (5.3) do licznika wzoru (4.14) otrzymujemy
(5.4)  [[¥(z, n)h(e+d,y)dody =
= [ [exp( — (k*-+97)/25%exp (— ((@+a@)2-+ 2) /25%) dody =
= [ [ exp(—{2(a* - wd+}d2+y?)+4d?} | 26*) dody =
= exp(—d*/4s*) [ [ exp(—{(o+4d)*+y?} /s dody =

= exp(—d*/4s?) [ [ exp(— (a2 +y?)/s?) dudy;

podstawiajge (5.3) do mianownika wzoru (4.14) otrzymamy

(5.5) fsz(m, y)dady = ff exp {—(224-9?)/s?) dady .
Wzory (5.4) i (5.5) dajg nastepujacy.postaé funkeji korelacyjnej:
(5.6) ~ R(d) = exp(—d?/4s?).

Funkecja ta zalezy od para.meti-u 8.

PrzyxzAD 3. H. Steinhaus zaproponowal nastepujaca postaé funkeji
korelacyjnej, ktéra zaleca si¢ swojg prostoty:

(8.7) R(d) = ¢4,

gdzie A > 0 jest parametrem do wyznaczenia. Wiadomo, ze funkcja ta
moze byé funkcjg korelacyjng procesu stacjonarnego z czasem cigglym
(zob. [b], str. 52, wzor (2.125)), to jest dla rodziny zmiennych losowych
9 (1) ponumerowanych liczbami rzeczywistymi {.

Aby udowodnié, ze funkeja (5.7) mode byé funkejq korelacyjng, postu-
zymy sie twierdzeniem (zob. [5], str. 67), ktére orzeka, ze warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na to, zeby funkeja f(x, y) mogla byé funkcja
korelacyjng plaskiego procesu stochastycznego, jest jej przedstawialnogé
W postaci . : '

(6.8) f(@,y) = [[exp(i(@utyo))d@(u, v) (V)

gdzie ¢ (u, v) jest pewna dystrybuanta dwuwymiarowg, ezyli, innymi stowy,
zeby byla funkejg charakterystyczng pewnego plaskiego rozkladu prawdo-
podobiehstwa.

Wzér (3.3) jest wariantem tego warunku dla proceséw izotropowych.

(*) Gdy nie podaje granic catkowania, naleiy rozumieé, ze calkowanie rozeiaga
si¢ na caly plaszezyzne.
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Gdy dystrybuanta G(u, ) ma gestodé g(u, v), a tak jest, gdy funkecja
f(x, y) dostatecznie szybko znika w nieskonczonofci, mozna wzér (5.8)
napisaé w postaci

(5.9) f(z,y) = [ [ exp(i(autyv)g(u, v)dud.

Dla rozstrzygnigcia interesujgacego nas pytania wystarczy wige wy-
znaczyé dla funkeji (5.7), to jest dla funkeji -

(6.10) exp (—AY x2+y?),
transformate g(u,v) i przekona,é sig, czy jest ona gestodcig prawdopodo-
bieristwa.

Mamy (zob. [3], str. 6568, wzory na transformacje Fouriera funkecji
dwéch zmiennych; por. tez [2], wzory (10.6.3) i (10.6.4))

(5.11) glu, v) =

(2m) ffeXp(—i(“x'i'”?l))f(%,‘y)dwdy -

(2 T ff xp( z(ua;—}-vy)exp(-—Al/mz-!—y’ )daxdy .

Korzystajge z rozwiniecia
(5.12) exp (—i(ua+vy)) = cos (uw-+vy) —isin(urtvy) =
= COS UL COSVY —Sinux Sinvy —isinuw cos vy —
—tcosux sinvy,

mozemy catke (5.11) przedstawié¢ jako sume ezterech calek:

(6.18)  g(u,v) = o) exp(— A Ya?+y*) cosux cos vy dody —

(2 )2 ff xp(— A Va*+ y?)sinuw sin oy dody —

exp(—A Va2 -+y?)sinuz cos vy dedy —

T (2n) ffGXP(—Al/w3+y"’)cosumsinmydwdy.

Poniewaz funkecja (5.10) jest parzysta ze wzgledu na zmienng » i ze wzgledu
D3 zmienng y oraz funkcja cosw jest parzysta, a funkcja sina jest niepa-
Tzysta, trzy ostatnie calki po prawej stronie wzoru (5.13) kaa]'q, Wiyko-
Izystujae ponadto parzystosé funkeji pod pierwszg z tych calek, mozemy
napisad

(8.14) g(uav) =

ffexp(——A]/mﬂ-f‘-yz)cosﬂwcqsvydmd/y.
b o |
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Znany jest nastepujacy wzor .(zob. [3], str. 288, przyklad 21):

c R [ T A
of “f exp(—A 1/ac2+y2)eosumcosvydwdy =5 (AT Fur Lot
Otrzymujemy stad ostatecznie

1 A
2r  (A2fud+o2)¥2

g('”’7 ”) =

Transformata g(u,v) okazala si¢ dodatnia, latwo sprawdzié, ze jest ona-
gestoscig prawdopodobienistwa, a wieec nasze twierdzenie udowodnili$my
w zupelnofei. ‘

§ 6. O wspélezynnikach korelacji obliczonych przez robocza
grupe statystyezng. W latach 1953 i 1954 robocza grupa statystyczna,
w sklad ktérej wehodzili J. Battek, M. Kusiakowa, F. Szczotka, J. Wloka
i L. Zubrzycka, pod kierownietwem J. Perkala i moim, zajmowata sie
ustaleniem wspélezynnikéw korelacji miedzy zawartosciag eynku w préb-
kach w zaleznodci od odleglodci miejsc ich pobrania. Paragraf niniejszy
podwiece opisowi materialéw obserwacyjnych i obliczelt przeprowadzo-
nych przez owg grupe.

Materiat obserwacyjny, jakim grupa rozporzadzala, skladat sie w pierw-
szym rzedzie z 21 mapek okolo dwuhektarowych fragmentéw zl6z cynku
i olowiu réinych kopali gérnoflaskich. Mianowicie byly to mapki A/1,
A2, A3, A4, A5, A6, A]T, A8, A[9 i A/10 z kopalni oznaczonej
literg A4, mapki O/1, C/2, O3 i O/4 z kopalni oznaczonej literg O,
mapka D/l z kopalni oznaczonej literg D, mapki E/1 i E/2 z ko-
palni oznaczonej litera F, i mapki F/1, F/2, F[3 i F|4 z kopalni oznaczo-
nej literg F. Na mapkach narysowana byla sieé chodnikéw i miejseca po-
brania prébek fcinkowych oraz zanotowane byly wyniki analizy chemicz-
nej tych prébek. W wynikach tych podano migzszo8é zloza w metrach,
wzgledng zawartodé cynku (°/,Zn), wzgledng zawartodé olowiu (°/,Pb),
wzgledng zawartodé cynku w zwigzkach tlenkowych (°/,Zn0O) i wreszcie
wzgledng zawartodé olowiu w zwigzkach tlenkowych (°/,PbO), razem
pieé parametréw. Z tych parametréw grupa wybrala do numerycznego
opracowania wzgledng zawarto§é cynku. Wplynely na to wzgledy naste-
pujgce: 1° Migsszodé podana na mapkach dotyczy nie calego zloza, ale
tylko tej jego czedei, ktéra jest udostepniona korytarzem i wynosi
w zasadzie tyle, ile wysoko§é korytarza. Tylko gdzieniegdzie spag kory-
‘tarza lezy w plonej skale lub tez zloze konczy sie ponizej stropu. Dlatego
badanie miazszodei podanej na mapkach byloby raczej badaniem wyso-
koéei korytarzy, niz badaniem migzszofei zloza, i wobec tego grupa zre-
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zygnowala z opracowania tego parametru. 2° Odrzucono takze badanie
zawartosci otowiu, poniewaz zloze jest w zasadzie cynkowe, a oléw wyste-
puje jako domieszka w ilodei duzo mniejszej od cynku. 3° Wreszcie, ma-
jac do wyboru badanie wzgiednej zawartodei cynku i badanie wzglednej
zawartodei eynku w zwigzkach tlenkowych, zdecydowano sie na to
pierwsze, mniemajae, Zze dla okreslenia zasob6éw istotna jest calkowita
zawartodé cynku, a dane o zawartodei cynku zwigzanego w zwigzkach
tlenkowych maja znaczenie wtdrne, dotyeza,ce sposobu wykorzystania
rudy.

Tak wi¢e wezelkie obliczenia prowadzono dla wzglednej zawartosei
cynku. Dla zorientowania si¢ w przebiegu funkeji korelacyjnej zloza po-
stanewiono wykorzystaé wszystkie pary obserwacji, ktérych odleglo§é nie
przekracza 30 metréw. W tym celu na kazdej mapee ponumerowano punkty
pobierania prébek i sporzgdzono, dla '
kazdej mapki z osobna, ewidencje par Wizér 1
prébek wedlug nastepujacego WZOru:  Ewidencja par prébek. Mapka ...
W kolumnje (1) zapisy wano numer pierw- - '
sze; proébki wparze (Nr,), wkolumnie (2) = wNy, | Ne, | Zn, | 2Zn, d
zapisywano numer drugiej prébki (Nr,),
W kolumnie (3) zapisywano zawartosé (1) 1 (@ | 3) | 4 (5)
cynku w pierwszej prébce (Zn;), w ko- ‘
lumnie (4) zapisywano zawarto§é cynku
w drugiej prébee (Zn,), w kolumnie (5)
zapisywano odleglto§é prébek (d) w metrach. Pa.ry prébek o ]edna.kowej
odleglogci zebrano obok siebie.

Z kolei, do obliczenia wspélezynnikéw korelacji, sporzagdzono dla
Doszezegélnych odleglodei wykazy wedlug nastepujacego wzoru:

Wzér 2
Sumy. Odleglodé ... metréw

n | YZn, | YZn, | XZny | YZny |3 ZnZn, Mapka

(1) (2 (3) (4) +(8) (6) (7)

Wpisywano tu: w kolumnie (7) symbol mapki, w kolumnie (1) iloé par
DPrébek o odleglodci zapisanej w nagléwku wykazu, wypisanych z tej
mapki, ktérej symbol wpisano do kolummy (7), wreszcie w kolumnach
(2), (3), (4), (B) i (6) wpisano kolejno sume liczb kolumny (3), sume. kwa-
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dratéw liczb kolumny (4) i sume iloezynéw liczb kolumny (3) i (4) w ewi-
dencji par prébek; podano oczywifcie sumy liezb dotycza_,cych par, kto-
rych liezbe wpisano w kolumnie (1).

TABLICA 1
Wepbtezynniki korelacji obliczone z mapek
82322- “Wszystkie mapki Kopalnia A 7 mapek
d - n | ro n. | r | n | r
3 41 0,616 11 0,102
4 87 0,626 26 0,358

5 2 0,491 133 0,437 59 0,359
6 377 0,606 | 193 0,635 106 0,722
7 366 0,574 180 0,621 134 10,625
8 523 0,559 309 0,635 206 0,598
9 599 0,488 344 0,437 189 0,493
10 659 0,448 336 0,420 185 0,501
11 489 0,500 252 0,550 173 0,585
12 495 0,423 215 0,362 181 0,498
13 532 0,392 267 0,293 163 0,489
14 518 - 0,430 |- 281 0,464 | 219 0,503
15 816 10,481 471 0,471 268 0,489
16 808 0,505 446 0,612 288 0,604
17 718 0,406 395 0,414 295 0,491
18 741 0,371 355 0,373 - 270 0,409
19 726 0,345 360 0,307 | 287 0,384
20 812 0,327 453 0,300 ‘274 0,342
21 852 0,285 463 0,285 - 317 0,324
22 858 0,398 460 0,382 314 0,324
23 858 0,337 460 0,333 - 306 0,274
C 24 908 | 0,366 - B13 0,384 352. 0,330
25 | 988 0,313 534 0,311 334 0,351
26 921 0,339 498 0,312 347 0,411
27 970 0,307 518 0,350 . 844 0,207
28 932 0,394 515 0,414 377 0,379
29 866 0,325 471 0,316 348 0,386
30 861 0,171 504 0,163 . 362 0,133

n — liezba par, na podstawie ktérych obliczono wspélezynniki 7;
7 mapek to mapki: A/1, A/2, A/3, A4, A/10, C/1 i E/1.

Chege teraz obliczyé wspélezynnik korelacji np. miedzy prébkami
odleglymi o 10 metréw i tylko na podstawie mapek A/1, A/2, A/3 i A/4,
brano z wykazu zatytulowanego-,,Sumy. Odleglo§é 10 metréw” wiersze
odpowmda]q.ce tym czterem mapkom, dodawano oddzielnie liczby z ko-
lumn (1), (2), (3), (4), (B) i (6) i otrzymywano w ten sposéb sumaryczne
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iczby n, XZny, XZny, 370, YZni i 3Zn,Zn,, hycznie dla owych
>zterech mapek, a z nich obliczano wspodlezynnik korelacji wedlug
nastepujgcego wzoru:

_ (22Zn12n2)/2n-((2Zn1 +ZZ"2)/2%)
(Y 2ni+ 3 2n}) /2%-(( S+ 375 2n)"

Dlaczego uzywano tego wlagnie wzoru? Qt6z ewidencje par robiono w ten
Ipos6b, ze zawsze bylo Nr, < Nr, i wobec tego od numeracji zalezalo,
bzy dana prébka wystapila w (3) ezy w (4) kolumnie ewidencji. Zeby ten
wplyw numeracji uchylié, postanowiono wspélezynniki korelacji obliczaé
bak, jak gdyby kazda para wystepowata dwa razy, raz w takim porzadku,
W jakim jest zapisana w ewidencji, i drug1 raz w porzadku odwrotnym.
To zag prowadzi do wzoru (6.1).

W ten sposéb robocza grupa statystyczna obliczyla wspoélczynniki
korelacji na podstawie wszystkich mapek oraz, dla poréwnania, raz na
podstawie mapek z kopalni A i drugi raz na podstawie 7 mapek z réznych
kopal. W tablicy 1 powtarzam te wyniki za sprawozdaniem roboczej grupy
Statystycznej za rok 1954, a na rysunku 1 poda,]Q wykresy tych wspél-
Czynnikow.

6.1)

r
10
!
@
vl
a5t ™
a5}
04
a3
g2
art

0 5 0 15 20 25 ¥ m

Rys. 1. Obliczone wspélezynniki korelacji. Krzywa 1 — stumetréwka, krzywa 2 —
kopalnia A, krzywa 3 — siedem mapek, krzywa 4 — wszystkie mapki

7 wykreséw na rysunku 1 widaé, ze wspélezynniki korelacji obliczone
tylko z czedci materialu nie odbiegaja systematycznie od wepoélezynni-
kéw obliczonych 'z calego materialu, a wyrysowane krzywe przeplataja
8i¢ ze sobg w sposéb przypadkowy, tak jak nalezy tego oczekiwad, gdy
probki pochodzg ze z16z o takiej samej strukbturze. Duza ilogé _za.lama.ﬁ
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wyrysowanych krzywych swiadezy o tym, ze obliczone wspdlezynniki
obarczone 83 jeszcze duzym bledem. Jest to dodé zrozumiate, mimo ze
liczba par obserwacji, na podstawie ktérych obliczono poszczegélne
wspélezynniki, moze wydawaé sie duza. Par obserwacji jest bowiem duzo,
ale powstalo to stad, ze kazda obserwacja wystepuje wiele razy w réznych
parach. ‘

Préobki dcinkowe, ktére postuzyly za material obserwacyjny do. ob-
liczenia wspélezynnikéw korelacji, sg pobierane w zasadzie co 8 metréw,
a czesto jeszcze rzadziej. Dlatego znalazlo sie bardzo mato par do obli-
czenia wspoOlezynnikéw korelacji przy malych odleglodciach prébek. Gdy
ponadto zobaczyliémy, ze przediuzenie w kierunku zerowej odleglogei
prébek wyrysowanych na rysunku 1 krzywej wspélczynnikéw korelacji nie
trafia w jednodé, powzieliSmy podejrzenie, ze jest to spowodowane se-
lekeja polegajaca na tym, iz prébki zageszezano w miejscach szczegélnie
wielkiej zmiennodci zloza. Dla wyjaénienia tej kwestii i dla dokladniej-
szego zbadania przebiegu funkeji korelacyjnej przy matych odleglodciach
zrobiono w dwu prostopadiych chodnikach 84 préby co metr (2). Ten
material bede nazywal dalej stumetrdwkq. Na podstawie stumetréwki
obliczono w sposéb wyzej opisany wspédlezynniki korelacji zawarte w ta-
blicy 2. I te wspélezynniki przedstawiono na rysunka 1.

TABLICA 2

Wapdlezynniki korelacji obliczone ze stumetréwki

Odlegtosé Liczba par Wspélezynnik
: korelaeji
d n r
1 80 0,848
2 76 0,560
3 73 0,412
4 - 71 0,343
b 69 0,257
. 8 67 - 0,226
7 65 0,192
8 63 0,108
10 61 0,111

Rzut oka na rysunek 1 pokazuje, ze jezeli wyréwnamy obliczone
wspélezynniki korelacji jakaé krzywa gladka, to jej przedluzenie nie
przetnie osi r w punkcie r =1 dla d réwnego 0, jak to byé powinno,

(') Ze sprawozdania roboczej grupy statystycznej za rok 1954.
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gdyby préobki dawaly dokiadng wartod§é parametru zloza. Mozna Wy]a.-
Snié taky sytuacje bledem losowym prébek.

Wspélezynniki korelacji obliczono na podstawie zanotowa,nych wy-
nikéw analizy chemicznej prébek scinkowyeh. Prébki te pobiera si¢ w ten
8poséb, ze z wyréwnane] na szerokosci- okolo 20 cm fciany korytarza
Sciosuje sie od stropu do spagu na szufelke okolo péltora kilograma urobku.
Zloze jest bardzo niejednorodne, tak ze nie mozna wyciosaé rowka o ja-
kim§ regularnym geometrycznym ksztalcie. Zdarza sie, ze wpadnie na
szufelke jakad wieksza twarda brylka, to znéw posypie si¢ cata garsé migk-
kich okruchéw. Dlatego, nie méwige juz o mozliwych bledach analizy che-
licznej zwigzanej choéby z pomniejszeniem prébek, trudno uwazaé osta-
tecznie zanotowany wynik za wartodé parametru zloza w punkcie pobiera-
nia prébki, lecz trzeba go traktowaé jako warto§é parametru zloza
plus blad losowy. Z tego wynika, ze empiryezna funkeja korelacyjna jest
znieksztatconym obrazem funkeji korelacyjnej zloza. Wymaga wige wy-
Jadnienia kwestia: jak na podstawie obliczonych wspélezynnikéw kore-
lacji odtworzyé funkcje korelacyjng zloza? Jak obcigzenie prébek
bledem losowym wplywa na konstrukc;jg oceny parametru i na dokladnosé
oszacowania ?

§ 7. Jak szacowaé parametry zloza, gdy pomiary sa obcigzone
bledem losowym? W §2 méwiliémy o szacowaniu calki

= [fy(p)dp,
D

gdy znane nam s wartodci ¥, = ¥(p1), .-+ ¥x = ¥ (Px) parametru w punk-
tach p,, ..., p; obszaru D.

Gdyby Za PomMocy odpomedmch pomiaréw mozna bylo bezblednie
okredlié wartodé badanego parametru w poszczegllnych punktach zloza,
to zmaczy gdybyémy mogli bezblednie wyznaczaé wartofei y(p), whedy
moglibydmy z tych zaobserwowanych wartosci wyestymowaé dane m,
8% i-f(d) charakteryzujace zloze. Niestety, jak to przedstawiliémy w §6,
wynik6w pomiaréw dokonanych w zlozu nie mozna traktowaé jako do-
kladne wartodci parametru w punktach dokonywania pomiaréw. Na-
lezy liezyé sie z tym, ze pomiary te sy obcigzone doéé znacznym bledem
losowym Wiskazuja na to tak ogledziny sposobu pobierania probek, jak
i obliczonych wspdlezynnikéw korelacji, ktére zademonstrowatem w § 6.
Nalezy wiec zdaé sobie sprawe z konsekwencji, jakie plyng z obcigzenia
Pomiaréw bledem losowym.

Dotychezas przyjmowaliémy, ze na podstame pomiaru mozemy usta-
lié wartofei 9,,...,%; badanego parametru w wybranych punktach
Piyevey Pi obsza.ru D. Oznaczmy teraz wyniki pomiaré6w badanego pa-
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rametru w punktach-py, ..., pr Obszaru D przez yy =y (1), ..., Yk =
= y*(py). Zadanie bedzie teraz brzmialo tak: oszacowaé jak najlepie]
catke Y, gdy znane sy wyniki 43, ...,y pomiaréw zrobionych w punk-
tach py, ..., k. L tu trzeba bedzie w tym celu znaé wariancje i kowarian-
cje zmiennych losowych %y, ...,y 1 Y.

- W paragrafie niniejszym chcemy ustalié zwigzki miedzy tymi wa-
riancjami i kowariancjami a (dostepnymi do sza.eowa,ma. na podstawie
pomla.row) wartoﬁmq, oczekiwang pomiaréw m' = E(y (p) ), wariancja
pomiaréw s** = D*(y*(p)) i funkc_]@ korela,chnq. f'(d) pomiaréw, oraz
zwigzki miedzy wielkofeiami m®, s* i f*(d), charakteryzujacymi wy-
niki pomiaréw parametru, a wielkofeiami m, s, f(d) charakteryzujgeymi
rzeczy wisty rozktad wartosei b&danego parametru w zltozu. Do tego obecnie
‘przystepuje.

Obcmzeme pomiaréw bledem losowym sprecyzuje tak: Przyjme,
ze wynik y*(p) pomiaru badanego parametru w punkcie p jest sumg
wartodci y(p) badanego parametru w tym punkeie i niezaleznej od y(p)
zmiennej losowej &, reprezentujgcej blad pomiaru. Bedziemy wiec mieli

(7.1) yr = thte, ooy Y= Yptex.

O bledach &, ..., & zatoze ponadto, ze majg wartodci oczekiwane réwne 0

i jednakowe wariancje réwne s oraz ze sg Wzajemnie niezalezne stocha-

styeznie, a takze, Ze sa niezaleine od zmiennych losowych ¥y, ..., Y.
Na mocy zalozenia, ze E(e) = 0, mamy

(7.2) m‘ = m.

Z meza,leznoécl bledu od wartosei parametru Wymka, ze dla kazdego
P mamy : ‘

(7.3) " = Dy*(p)) = D*(y(p))+D*(c) = s*45".

. Korzystajac z niezaleznodei bledéw od wartosei parametréw i z wza-
jemnej niezaleznodci bledéw, mamy dla p; 7 P,

(14) o(yl,ul) = B} —B@) i —Bw) =
= E([(y: —E@))+{a—E ()] [[1—E @) +Ha—E(a))]) =
= B((1:—B() (12— E(92))) + B (11— E ) (a— E(&))) =
= E((e,—E(#)) (yz—E 1)) +E((es—E()) (62— B )
= E((y:—E( (92)) (12— B 9))) =

= enfar. . u.).
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Zupekie analogicznie uzyskujemy relacje
(7.5) o(y*(p), ¥) = w(y(p), ¥)  dla kazdego p.

Ze zwigzkéw (7.3) i (7.4) wyprowadze relacje miedzy funkcjami
f(d) i f*(d). Ustalmy dowolne dwa punkty p, i p,, ktérych odleglosé
d(py, ps) wynosi d (d > 0). Z definicji wspélezynnika korelacji mamy
wtedy

(7.6) f(d) R(?In Y2) = (Y1, ¥3)/D (41) D (1),

(7.7) , (@) = R(y1, 93) = w(yla'yz)/D(?l;)D(?fz)~

Poniewaz D (y(p)) = s dla ka.Zdego P, wiec zamiast (7.6) mozemy napisaé
(7.8) (@) = o(ys, ¥2)[s%;

Podobnie, stosujac (7.3) do (7.7), otrzymamy

(7.9) (@) = o7, 12)/s™ = oy, y2)/(s"+5™).

Kprzystaj@c z relacji (7.4) otrzymujemy przez poréwnanie rdéwnosei
(7.8) i (7.9) relacje

(T10) - f (d .21‘

Relac]a. ta pokazuje, ze funkcja korelacyjna pomiaréw, f*(d), jest propor-
cjonalna do funkeji korelacyjnej zloza, f(d). Pozwala ona wyrazié funkecje
korela.cyjnq, zloza  f(d), warianeje rzeczywistych wartodci parametru
zzoza, s* oraz blad pomiaréw s’ przez funkcje korelacyjng pomiaréw
(@) i wariancjg pomia,r()w s*2. Ma to bardzo wielkie znaczenie, bo
funkeje f*(d) i wariancje s** mozna ustalaé dowolnie dokladnie na pod-
Stawie odpomedmo hcznych pomiaréw-obserwacji, natomiast funkcja
f(d), blad s i wariancja §* bezpodrednio z pomiaréw wyliczyé sie nié daja.
Zmajde teraz zaleinoé tych wyrazen od pomiaréw. -

Znajac fullkC}Q korelacyjng pomiaréw mozemy ustahc liezbe

f* (04) dhm It (d). Z zalozenia jest f(O-I—) lim f(d) = 1. Przypudéémy,
-3 0+ -0+

dalej, 7e znamy takze Wa,na,nejg s*?. Woéwezas, wykorzystujae relacje
(7.10), otrzymujemy réwnodé f*(0+) = s*/s*?, skad uzyskujemy natych-
Mmiast nastepujace wyrazenie na Wa.nanc]g. 82 rzeczywistych wartoseci
Parametru ztoza:

(7.11) s = s F(0+).

Stad i z relacji (7.3) otrzymujemy wyrazenie na kwadrat bledu s’
Pomiaréw

(7.12) 8 = s 1—f"(0+).
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Wzory (7 2), (7.4), (7.5), (7.10) i (7.11) pozwalaja z latwoscia wyrazié
przez m*, s** i f*( d) wszysfkle wariancje, kowariancje i wartodei oczekl-
wane zrmennych Y1y eeey Yny Y. Znajdujemy

(7.13) w5, yi) = 87,
(7.14) o(ys,y;) = s (A, py), gdy 4 #7,
(7.15) (i, Y) = s"[[i*(d(p, 9))dg,

D
@10 e, V) =ff{[] p,q)dq}dp, |
(7.17) E(y:) = E(y;) = m,
(7.18) . E(Y) = m|D|.

§ 8. Wyrownanie wspolczynnikow korelacji. W paragrafie niniej-
szym pragne opisaé sposéb i podaé Wymk] wyréwnania obliczonych wspol-
czynnikéw korelacji.

Zwréciliémy uwage na to, ze Wymkow préb nie mozna uwazaé za do-
kladne wartoci parametru zloza w punkcie pobierania prébki. Dlatego
wyréwnywanie obliczonych wspélezynnikéw korelacji opartem na teorii
wylozonej w § 7. W mysl § 7 obliczone z wynikéw préb wspédlezynniki
korelacji nalezy traktowaé jako wartodci przyblizone funkeji korelacyjnej
pomiaréw, a nie funkeji korelacyjnej zloza. Wobee wzoru (7.10), usta-
lajacego, ze funkcja korelacyjna zloza i funkeja korelacyjna pomiaréw s3
do siebie proporcjonalne ze wspoélczynnikiem proporcjonalnodci zaleznym
od wielkofci bledu losowego prébek, wezmiemy — jako typowe funkcje
korelacyjne pomiaréw — funkeje korelacyjne zloza przedstawione w § 5,
dodajac do nich jako drugi parametr wspélezynnik proporcjonalnosci.
A wige bedziemy wyréwnywali obliczone wspélezynniki korelacji za po-
moecg nastepujacych funkeji (*), zaleznych od dwu parametréw 4 i o:

d 2
. c?— {a,rccosi g 1— (——) } dla d< 4,
81)  fid;4,0) = S 4/
0 dla A <d,

(8.2)  fid; 4,¢) = oo™,

(8.3)  fi(d; A, c) = ce~ 4.

 (*) Poréwnaj wzory (5.2), (5.8) i (5.7).
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Parametry 4 i ¢ wyznaczylidmy (*) tak, aby nadaé minimalng waz-
todé wyrazeniu ’

i |
8.4) B = = Moyfri—f"as 4, o,
=1

W ktérym 7,1y, ..., 7, Oznaczaja wspélezynniki korelacji obliczone dla
odlegtosei dy, dy, ..., dx, 3 Ny, Mgy ..., ny 8% liczbami par, na podstawie
“ktéryeh obliczono poszezegélne wspolezynniki T1y Tag eees Ty N = Ny+ng4-
-otmy oraz f'(d; 4,¢) jest jedng z funkeji (8.1), (8.2), (8.3).
Funkeje (8.1), (8.2), (8.3) zalezg od parametru 4 w taki $posob, ze
Minimijzowanie wyrazenia (8.4) nie sprowadza sie do prostych réwnai,
% ktérych moina by wyznaczyé optymalne warbodei parametréw A i e.
Diatego postgpiliémy inaczej, wykorzystujac nastepujgce réwnosci:

(8.5) fi(d; 4,6) = cfy(d[4;1,1),
(8.6) fa(d; A, 0) = of3(d/4;1, 1),
(8.7) fs(@; 4, 0) = efs(d]4;1, 1).

Dzigki nim mozna wyrazenie (8.4) Iia.pisa,é W postaci

k
1 .
(8.8) B = ¥ i; milr;—of*(dy/4; 1, L)

Wyrasenie (8.8) mozna przy ustalonym A zminimizowaé wzgledem ¢
Przez rézniczkowanie. Jak latwo przeliczyé, ¢ minimizujace wyrazenie
(8.8) jest réwne

k
Snaraf(defA; 1, 1)
(8.9) ¢ = 3=

k ‘ ‘
é’lmf”(dilﬁi 1,1

Wobec tego do minimizacji wyrazenia (8.4) postanowiliémy zastosowné

.Odmiane metody préb, mianowicie dla poszczegélnych wartosei parametru
Wyznaczyé parametr ¢ ze wzoru (8.9), dla takiej pary wartodci obliczyé

B* 76 waoru (8.8) i wybraé w koticu te pare wartodci, dka ktérej B*> wypad-

Die najmniejsze. : _ ‘

. _Dla ulatwienia rachunkéw stablicowaliémy funkeje fi(d;1,1),

Bo(@51,1) i f2(d;1,1). W tablicach 3, 4, i b podaje niektére wartodci

tych funkeji, a rysunek 2 ilustruje ich ksztalb. |

-‘_"h-—-—....

(*) Przy obliczeniach pomagata mi L. Zubrzyoka.
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Postgpowanie to zastosowaliémy do wspolezynnikéw korelacji ob-
liczonych ze wszystkich mapek i do wspélezynnikéw korelacji obliczo-
nych ze stumetréwki. Wykonaliémy
pierwszy krok. Stala A4 wyznaczy- 10
lismy w tym kroku w nastepujacy 09
8poséb: o8t

Dla  wspélezynnikéw korelacji ok
obliczonych ze wszystkich mapek %
wzigliSmy takie %, zeby wartosei

v ; P a
funkeji wyréwnujgcych wspélezyn- d i
niki korelacji w punktach d — 8 me- %
tréw oraz d = 24 metry mialy sie do s
siebie tak, jak §rednie @

at
(8.10) 5 (rs+ro+ra+ry+ry) ,
- ZH-173
" Rys. 2. Typowe funkcje korelacyjne.

(8.11) 3 (raa+7s3+7ay+725-7326).. Krzywa 1: r = 6%, krzywa 2: r = ¢~ %,

krzywa 3: :

Dla wspélezynnik6w korelacji 2 d d ]/Tl
obliczonych ze stumetréwki wzielid- '~ ;{amcos?__z__ 1_(_2') J
my takie A, zeby wartodci funkeji
wyréwnujacych wspélezynniki korelacji w punktach d = 2 metry ‘oraz
d = 6 metréw mialy sie do siebie tak, jak grednie

(8.12) +(rs4ratrg)
oraz
(8.13) 3 (rs+74+13);

we wzorach (8.10), (8.11), (8.12) i (8.13) »; oznacza wspélezynnik korelacji
obliczony dla odlegtosci d = ¢ metréw, odpowiednio ze wszystkich mapek
lub ze stumetréwki.

W tablicach 6 i 7 zanotowano wyréwnane wartoéei wspélezynnikéw
korelacji uzyskane w pierwszym kroku. Zanotowane u dohu liczby B,
obliczone wedlug wzoru (8.4), §wiadeza o dobroci wyréwnania. Dane za-
warte w tablicach 6 i 7 zilustrowano na rysunkach 3 i 4.

Z rysunk6éw tych i tablic widaé, ze: 1° nie nalezy sie spodziewaé istob-
nej poprawy wyréwnania w dalszych krokach, 2° najlepiej wyréwnujg
3i¢ obliczone wspélezynniki korelacji za pomocy funkeyj typu (8.3), co
widaé szczegélnie wyraZnie na stumetréwee, 3° wspélezynniki obliczone ze
sbumetréwki maleja duzo szybeiej niz obliczone ze wszystkich mapek.
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TABLICA 3
Funkeja f3(d; 1, 1)

d It d i d 11 d i
0,00 1,000 0,25 0,685 0,50 0,391 0,75 0,144
0,05 0,936 0,30 ° 0,624 0,55 0,337 0,80 0,104
0,10 0,873 0,35 0,564 0,60 0,285 0,85 0,068
0,15 0,810 0,40 0,505 0,65 0,235 0,90 0,037
0,20 0,747 0,45 0,447 0,70 0,188 0,95 - 0,013
0,25 0,685 0,60 0,391 0,75 0,144 1,00 0,000

TABLICA 4
Funkeja f3(d; 1, 1)

d i d i d s d fi

0,0 1,000 0,5 0,779 1,0 0,368 1,6 0,105

0,1 0,990 0,6 0,698 1,1 0,298 1,6 0,077

0,2 0,961 0,7 0,613 1,2 0,237 1,7 0,056

0,3 0,914 0,8 0,527 1,3 0,185 1,8 0,039

0,4 0,852 . 0,9 0,445 1,4 0,141 1,9 0,027

0,5 0,779 1,0 0,368 1,6 0,105 2,0 0,018

TABLICA 5
Funkcja fa(d; 1, 1)

d /s d fs d Is d /s

0,0 1,000 1,0 0,368 2,0 0,135 3,0 0,050

0.2 0,819 1,2 0,301 2,2 0,111 3,2 0,041
0.4 0,870 | 1,4 0,247 2,4 0,091 3.4 © 0,033

0,6 0,549 1,8 0,202 2,6 0,074 3,6 0,027
0,8 0,449 1,8 0,165 2.8 0,061 3,8 0,022

1,0 0,368 2,0 0,135 3,0 0,050 4,0 0,018
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.'89. Rézne sposoby szacowania. Zadaniem naszym jest oszaco-
wanie calki

(9.1)

S. Zubrzyeki

TABLICA 6

Wyréwnanie wspélezynnikéw korelacji

obliczonych ze wszystkich mapek

d r I fa Is
3 0,616 0,570 0,532 0,587
4 ,526 ,659 ,529 ,572
5 ,491 547 ,524 ,556
6 ,606 ,536 ,520 ,542
7 674 ,525 ,515 ,528
8 ,559 ,513 ,508 ,614
9 ,488 ,502 ,501 ,501
10 ,448 ,491 ,493 ,488
11 ,500 ,479 ,485 475
12 ,423 ,468 ,476 ,462
13 ,392 (457 ,466 ,451
14 ,430 ,445 ,456 ,439
15 ,481 ,434 445 427
16 - ,505 ,424 ,434 417
17 ,406 412 ,422 ,406
18 ,371 ,401 ,410 ,395
19 ,345 ,390 ,398 ,385
20 ,327 ,379 ,385 ,375
21 ,285 ,368 ,372 ,365
22 ,398 ,357 ,359 ,355
23 ,387 ,346 ,347 ,346
24 ,366 ,335 ,333 ,337
25 ,313 ,324 ,320 ,328
26 ,339 ,315 ,307 ,320
27 ,307 ,304 ,204 311
28 ,394 ,294 ,281 ,304
29 ,325 ,283 ,268 ,205
30 171 ,273 ,255 ,288
1/A = 0,0149 0,0287 0,0264
A 67,2 34,8 37,9
e = 0,605 0,536 0,635
B 0,0517 0,0544 0,0516

b =£fy(p)dp,
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TABLICA 7

Wyréwnanie wspélezynnikéw korelacji
obliczonych ze stumetréwki

133

d T i fa fs
1 0,648 0,616 0,583 0,654
2 ,550 ,533 ,537 627
3 ,412 ,450 ,469 ,423
4 ,343 ,371 ,387 ,341
5 ,257 ,205 -,303 ,275
6 ,226 ,223 . ,225 ,221
7 ,192 ,156 ,157 ,178
8 ,106 ,097 ,105 ,143
10 ,111] ,011 ,086 ,095
1/JA = 0,0945 . 0,165 0,217
4 = 10,6 8,06 4,61
¢ = 0,701 0,599 0,813
B = 00413 0,0415 0,0177 -
gdy znamy zaobserwowane wartodci
9‘ s . . .,
(9.2) ="y s Yk =y (Da).

,Zagowiedzieliémy w §1, ze chcemy podaé metode wyznaczania najlep-
826] oceny i metode wyznaczania bledu dowolnej oceny oparte na znajo-
modei struktury zloza i rozmieszczenia prébek. W tym paragrafie stawiamy
Sobie za zadanie blizej sprecyzowaé oceny, ktéie cheemy wzigé pod uwage.
4ypominamy, e mamy szdcowaé zmienny losows Y, gdy znane nam
53 wartodei zmiennych losowych 43, 93, ..., yp. Ot6z oceny, jakie zamie-
T2amy rozpatrzyé, beds to réine liniowe funkeje zmiennyeh 3%, 43, ..., 4.
02nié gie one bedg liczbg dowolnych parametréw i, co z tym idzie
:ap?rze’ iloécig informacji o strukturze zloza potrzebnej do ich skonstruo-
AN13, . '
) Ocena T, Najogélniejsza z ocen, jakie zamierzamy rozpatrzyé, to
020Ina funkeja liniowa cot+ays+... ey, Wepblezynniki ¢, 1, -.., O

nalezy tu wyznaczaé tak, aby nadaé minimalng wartodé wyrazeniu
(9.3)

E (00+01y:+. . —l—cky,:—— Y)ﬂ.

s mmalng wartod swyrasenia (0.3) bedsiemy omacrali przcs of = s}(¥;
L 98, - -
st = min B(e, oyt +...+oyi—T),
CosClyeees O . o

& 8 bedziemy nazywali blgdem oceny 1.
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Ocena II. Jako druga. ocene rozwazmy funkcJe liniowa jednorodng
ey1+...+ewyr, W ktérej wspétezynniki ¢y, ..., ¢, wWyznacza sie tak, by
nadaé minimalng wartod§é wyrazeniu

(9.4) (et . +egi— ).

Minimalng wartodé wyrazenia (9.4) bedziemy oznaczali przez si; =
= (Y5905 -0y YR)
st = min E(ewi+...+eye— ),
ClyenssC
a sy bedziemy nazywali bledem oceny II.

Ocena III. Trzecig oceng bedzie réwniez hmowa, funkcJa jednorodna
Y1 +...toxyn, ale spelniajgca warunek

(9.5) - E(eyi+...Aayr) = E(Y).

Bedziemy ja nazywali najlepszq $redniq waiong. Stale ¢, ..., ¢; bedziemy
tu wyznaczali tak, zeby byl zachowany dodatkowy warunek (9.5). Mini-
malng wartodé wyrazenia (9.4) pod warunkiem (9.5) bedziemy oznaczali

2 . 3 .y ”
PrzZez Sy = SHI(Y, Y1y .00y ?/k)’

3 . * * 2
81 = mn E(ayi1+...+aye—X)°,
€1, .05 Ck :
]i:(clyi+...1+c’;w,‘b)»m ET) .

a 8y bedziemy nazywali bledem oceny III. |

Ocena IV. Czwarta ocena to funkeja. liniowa, ]ednorodna oyi+..
+oyz spehiajgca warunek

(9.6) | E(eyi+...+oyx) = B(Y).

Bedziemy ja nazywali $redniq arytmeiyceng. Mamy tu do wyznaczenia
Jedn@ stala ¢ i wyznaczamy j3 z warunku (9.6). Warto§é oczekiwang
E(cy1+ +cyk—Y)2 pod warunkiem (9.6) bedziemy oznaczali przez
stv = St(Y; 9%, ..., ¥%), @ 8py bedziemy nazywali bledem oceny IV.

Ocena V. Rozwa.zmy wreszcre pSamobdjezg” oceng nie korzysta-

jaca w ogéle z wartodei yl, ..y Y, & mianowicie staly ¢ réwna wartoci
oczekiwanej catki Y, C = E( Y). Wartodé oczekiwang

E(C—Y) =E(Y-E(Y)f = (Y, ¥),

réwng wariancji ¢atki ¥, oznaczmy podobnie jak przy ocenach poprzed- .
nich przez sy, a sy nazwijmy blgdem oceny V.
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Zastanéwmy si¢ teraz, w jaki sposéb trzeba wyznaczaé poszczegélne

Oceny i ich bledy i jakie informacje o strukturze zloza sy potrzebne do
skonstruowania kazdej z tych pieciu ocen. Pamietamy, ze struktura zloza,
ktére traktujemy jako proces stochastyczny stacjonarny, ciggly i izo-
tropowy, jest scharakteryzowana przez trzy wielkosei: m = E(y(p)) —
to jest wspdlng dla wezystkich punktéw wartodé oczekiwang parametru
W poszezegélnym punkcie zloza, s* = D?(y(p)) —to jest wspélng dia
Wizystkich punktéw wariancje parametru w pojedynczym punkeie zloza
0raz f(d) — to jest funkcje korelacyjng zloza. Do tego, w przypadku ob-
¢igzenia pomiaréw bledem losowym, trzeba doliczyé, jak to opisalem
W § 7, wielkodé s'2 — to jest wariancje losowego bledu pomiaréw.
_ Przy wyznaczaniu ocen - wyliczonych na poczatku ingerujs wartosei
- Oczekiwane, wariancje i kowariancje zmiennych losowych Y, 41, ..., 7%
Dla wygody (poréwnaj §7) napiszmy, jak wyrazaja sie te wielkodei
Przez m, f(d), s* i s”. Mamy

9.1 B(y]) = E(y:) =... = E(gp) = m;

98)  B(Y)=m|D|;

(9.9) D¥(yf) = D¥y;) = ... = Dg}) = *+5" =5
(9.10) o, ¥5) = Sf(dpsy ps)), 1 #d;

(9.11) o(y}, ) = & [) [H@dwe, ) da;

(9.12) o(Y,Y) = ¢ [[{[[t{a, 9))dg}dp.
_ D D

- Wyznaezanie oceny I jest znanym (zob. [2], rozdz. 23) W rachunku
prawdopodobieﬁstw’a, zadaniem optymalnego szacowania zmiennej lo-
SOwej Y przez funkeje liniows zmiennych vi,...,y%. Stale ¢,..., ¢
trzeba, w tym przypadku wyznaczaé z ukladu réwnan normalnych

) @y, ya+...+ol, e = oy, Y),
(9.13) -

A w(?];,'?/_;)01+...+0)(?/;:,?/1:,)01, = w(?];, Y), . o
(gdzie @{®, y) oznacza kowariancje zmiennych -losowych 2z i y, czyli war-
08¢ oczekiwang E((w—E(m)) (y—-E(y)))), a nastepnie stala ¢, z réwnania
(8.14) ‘B () +...+eByh = B(Y).

]E’OdStawia,jq,c w (9.13) wyrazenia (9.9), (9.10) i (9.11) ‘mloie'my zauwazyd,
e ‘d"‘ Wyznaczenia statych e, ..., ¢, potrzebna jest -tylko znajomosé
fankeji korelacyjnej f(d) i stosunku s"/s?, niepotrzebna jest natomiast
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znajomogé absolutnych wielkosei s* i s Aby to zobaczyé, wystarczy
wszystkie réwnania (9.13), po podstawieniu, podzielié przez s*. Podobnie,
wykorzystujge (9.7) i (9.8) do przeksztatcenia réwnania (9.14), przekonu-
jemy sie, ze do Wyzna,czema, state]j ¢, potrzebna jest w istotny sposdb. zna-
jomosé m.

 Blad oszacowania sy trzeba obliczaé z relacji

oW1, y1) ... 0y, Y)| |0yl 97) ... o1, ¥i)
3§(Y§ Z’I""’T}:) o lwcy W 8 ® ¥ OE B & § & W ‘. L I I R .
0@ty X).. (Y, X)| |0k, ¥1) ... @ ¥k, TF)

Przy wyznaczaniu oceny II otrzymu]emy na state ¢, ..., ¢; naste-
pujgey ukled réwnan:

aBwiy)+...+aBwiyy) = Ew Y),

-----------------------

B (yxy1)+. .. +aB(yiyr) = B Y).
Gdy skorzystamy z tego, ze dla dwéch zmiennych losowych @ i y

E(zy) = w(x, y)+E (@) E(y)

i dokonamy podstawien wedlug (9.7)-(9.10), przekonamy sie, ze do wyzna-
czenia stalych ¢, ..., ¢; istotna jest znajomodé funkeji korelacyjnej
f(d)istosunkéw m/sis’[s. Blad tej oceny, s;y, wyznaczaé nalezy ze zwigzku

E(ylyl) ... Bylyl) By, Y) - ..
H . ' E(yi9})... E(y}v})

-----------------

2 e o A S ® e e e e e
FulXidu %) = I gtyny | B BT || '
E(Yy) ... B(Tyz) B(YY)

Uklad réwnan na wspétezynniki e, ..., ¢x i wyrazenie si; otrzymuje -sie
za pomocy niemal takiego samego rachunku, jak przy ocenie I, a tylko
zamiast kowariancyj wystepuja wszedzie wartodei oczekiwane iloczynéw
zmiennych losowych. ' x

W przypadku oceny III, stosujge pray mlmmlzowamu wyrazenia (9.4)
pod warunkiem (9.5) regule nieoznaczonego czynnika Lagrange’a (zob.
[8], str. 137-138) i po wykonaniu niezbednych prostych rachunkéw, otrzy-
mujemy na stale ¢, ..., op nastepujgcy uklad réwnan:

ao(ys, 41)+. - Fao (Yl yE)H = oy, Y),

--------------------------

QO (Yky ¥3)+- .. 0o (9%, ?!k)—l—/'l = o (¥, ¥);
01+...+6k = I.D'.

(9.16)



O szacowawiu paramelréw 2l63 geologioznych 137

Uwzgledniwszy teraz wzory (9.9)-(9.11) przekonujemy sie, dzielagc pierw-
8ze &k réwnan w ukladzie (9.16) przez s, ze do wyznaczenia stalych
¢y ..., ¢ potrzebna jest tylko znajomosé funkeji korelacyjnej f(d) i sto-
sunku s’ /s, natomiast w ogéle nie jest potrzebna znajomosé m. Nie znam
Drostszego Wyrazema na bl@d syr téj oceny niz nastepujgee rozwinigcie
Wyrazenia sir: '

8%11 = cl{clw(yL ?/:)_l_“"{_ckw(y;) y;)_w(y;’ Y)}++
+eplerw Wk, ¥1)+. .. Foxo (i, vB) —o (¥, Y)}—
—{o(X, y1)+-.. (T, 40 —o(Y, T)}.

W przypadku oceny IV, uwzgledniajac wzory (9.7) i (9.8), otrzy-
mujemy z (9.6) nastepujace réwnanie dla ¢:

(9.17) ckm = m|D},
3 stad
(9.18) ¢ = |D|[k.

Zauwazmy wreszcie, ze podstawiajac we wzorach niniejszego para-
grafu s = 0 otrzymujemy wzory odnoszace si¢ do szacowania calki ¥
Przy znajomosci parametru w punktach py, ..., Pk.

§ 10. Przyklady numeryczne. W §1 zapowiedzielidmy, ze chcemy
na materiale obserwacyjnym zebranym w gérnoflgskich zlozach cynko-
Wwych przestudiowaé, jaka jest tu dokladnosé najlepszej oceny i poréwnad
t¢ dokladnodé z -dokladnodeig innych ocen. W § 8 zreferowalem wyniki
Obliczen wspélezynnikéw korelacji miedzy za,wa.rtoéclq, cynku w zaleznosci
od odleglodei miejse pobierania probek. Na’gruncie teorii wylozonej w §§ 3,
4 1 7 zaproponowaliémy w § 5 kilka postaci funkcji korelacyjnych. W § 7
Zastanowiliémy si¢ nad konsekwencjami plyngeymi z obcigzenia prébek
bledem losowym. Zaproponowanych w §5 funkeji korelacyjnych uzy-
hémy w § 8 do wyréwnywania wspélezynnikéw korelacji obliczonych z da-
hych o .zawartodei cynku. Uwszgledniliémy przy tym wplyw losowych
bledéw prébek. Okazalo sig, ze i wspélezynniki korelacji obliczone z mapek,
1 Wwspélezynniki korelacji obliczone ze stumetréwki najlepiej wyréwnywaly
Sig za _pomocy funkeji wykladniczej. Jak jednak widaé juz z rysunku 1,

cja korelacyjna obliczona ze stumetréwki réini sie zasadniczo od

keji korelacyjnej obliczonej z ma,pek Pierwsza Inaleje szybko ijuz
PTZY odleglogci probek 10 m jest bhska, e Druga zas jeszoze przy odleg-
Todei préb 30 m waha sie okolo - o Nad mozliwodeciami Wyjaémema tej

Y6znicy zastanowimy sie jeszeze v §13 "W niniejszym paragrafie chcemy
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podadé pewne przykiady numeryczne, ktére pozwolity by zorientowaé
sie, jakiego polepszenia dokladnosei oszacowania mozna oczekiwaé przy
wykorzystaniu znajomosei struktury zloza, a sciflej mowige, zna,jomoéci
1° gredniej m, 2° warianeji s2 Wa.rtoécl parametru zloza, 3° wariancji s’
losowego bledu prébek i 4° funkcp korelacyjnej f(d)

W przykladach tych przyjmujemy, ze

(10.1) | m = 10,
(10.2) | F457 = 100,
(10.3) (@) =107,

. 82
(10.4) S = 0813,

Z (10:2) i (10.4) otrzymujemy
(10.5) s =813, s =9,0161;
(10.6) $7 =187, & =4,3244.

Przyjeta w (10.1) wartodé m jest niemal réwna $redniej zawartosci
cynku obliczonej z mapek, ktéra. wynosi 10,23. Przyjeta w (10.2) wartodé
sumy s®*+s? jest niemal réwna wariancji zawartodei cynku obliczonej
z mapek, ktdra wynosi 98,67. Przyjeta w (10.3) funkcja korelacyjna jest
‘niemal réwna wykladniczej funkeji korelacyjnej, najlepiej wyréwnujacej
wipolezynniki korelaep obliczone ze stumetrowkie(zob. §8), ktéra wynosi.

—d]4i61 10—0 094206(1

Wreszcie przyjety w (10.4) stosunek: jest wzigty z wykladniczej funkeji
korelacyjnej W‘yréwnuj%cej wsp6lezynniki korelacji obliczone ze stu-
metrowki.

Rozwazymy dwa przyklady W kazdym z nich rozwazymy po dwa-
warianty. W wariancie pierwszym przyjmiemy, ze priébki sg obcigzone
bledem losowym o wariancji s” = 18,7 (wzér (10.6)). W drugim wariancie
przyjmiemy, ze 8* = 0, czyli ze prébki daja nam dokladne wartosei mie-
rzonego parametru. Pozwoli to nam zorientowaé sie, jak bledy prébek po-
garszajgy oszacowanie lub, innymi stowy, o ile mozna by polepszyé oszaco-
wanie zwiekszajac.dokladnoéé prébek (np. robige probki hruzdowe zamiast
fcinkowych). W przykladach tych poszczegélne oceny bedziemy oznaczali
literg L z rzymsky cyfrg u dotu, wskazujjcy humer oceny. Ponadto w wa-
riancie pierwszym dodamy jeszeze gwiazdke, dla, zaznaczénia, ze chodzi
o probkl obcigzone bledami.



PRZYKZAD 1.

rysungk b.

O szacowanivw parametréw 2464 geologioznych

Za obszar .D przyjmiemy tu prostokat o bokach 12 mx
X24 m i rozwazymy szacowanie na podstawie czterech probek umiesz-
czonych w frodkach czterech bokéw tego prostokata. Sytua,c](g te ilustruje

1 o
¢§_ Ao Py
| ,

4 24m -

Rys. 5. Obszar D

Mamy w tym przykiadzie

Ly,
Ly

- Lp.
Iy
Lizy
L
Ly
Ly
I
81+
Sire
STrre

2
S1ve

— 28,509 (v} +u3) 35,127 (v2 +y5) +1607,28,

= 34,397 (y1+vs) +42,224(y,+vy,) +1347,68,

— 62,407 (45 +y3)+64,762 (y3 +33),

= 62,684 (y:+y;) 168,789 (v2+94),

= 69,704(y] +y3) +74,296 (43 +41),

= 69,143 (y;+Ys) +74,857 (¥3+Ya),

= 12(y1+9: +¥5 +93),

= 12(y1+¥%2+Ys 1Y),

= 2880; 7

= .9608,8-81,7, s; = 8475,2-81,7,

— 16111,7-81,7, s — 12654,4-81,7,

= 18352,2-81,7,  s3; = 13577,2-81,7,

= 18377,0-81,7, iy = 18607,7-81,7,
= 15170,8-81,7.

PrzyxeAD 2. Za obszar D przyjmiemy tu prostokat

1 ezwarta — pofrodku bokéw dluzszych.

0 bokach
6 mx12 m i rozwazymy, tak jak poprzednio, szacowanie na podstawie
czterech prébek wmieszezonych w drodkach czterech bokéw tego pro-
stok%ta., pierwsza i trzecia prébka posrodku bokéw krétszyeh druga
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Mamy w tym przykla;dzie'
Ly = 13,735y} +y3)+14,338 (1 +47) +158,54,
Ly = 16,952 (41 +4) -+16,218 (13-+y,) -+ 76,60,
Lyps = 16,987 (y1 +y3) 116,964 (y; +y5),
Ly = 17,590(y,+y5) +17,482(y,14,),
Lyype = 18,086 (y; +y3) 17,914 (y5+v3),
Ly = 18,114 (y1+ys) +17 886 (¥21+ys),
Lyys = 18(91 +v; 193 +g/4),
Ly = 18(414+y2+ys+9s),

s1e = B62,27-81,7, i = 218,92-81,7,
8. = 589,4-8L,7,  sf = 332,24-81,7,

$te = 635,61-81,7,  si; = 337,52-81,7,
Stve = 635,64-81,7, s}, = 337,56-81,7,
sy = 1955,32-81,7.

Widzimy z tych przykladéw, ze.bledy losowe pomiaréw bardzo wyra-
Znie pogarszaja dokladnosé oszacowania. Srednia arytmetyczna z pomiaréw
dokladnych Lyy jest w przykladzie 1 dokladniejsza od wszystkich ocen
oprécz oceny Li.. W przykladzie 2 §rednia arytmetyczna pomiaréw do-
kladnych Ly, jest dokladniejsza od wszystkich ocen utworzonych Z po-
miaréw obarczonych bledami.

Widzimy dalej, ze w przykladzie 1 wspélezynniki przy obserwacjach
w ocenach Ly i Ly, 83 okolo dwa razy mniejsze od analogicznych wsp6l-
czynnik6w w pozostalych ocenach, natomiast wyrazy wolne w tych oce-
nach Ly i Ine 83 dofé duze, W przykla,dme 2, gdzie obsza.r D jest cztery
razy mniejszy, réinice miedzy Wspolczynmkaml przy obserwacjach w oce-
nach Ly i L. i wspélezynniki przy obserwacjach w pozostatych ocenach
83 duzo mniejsze. Stosunkowo male sg takZe wyrazy wolne w ocenach
Ly i Lys. Efekty te wynikaja stad, ze z malym obszarem D z przykladu 2
obserwacje s o wiele mocniej skorelowane, niz z duzym obszarem w przy-
kladzie 1. Dlatego tez w ocenach Ly i Ly, w przykladzie 1 znacznie wieksza
rola przypada wyrazom Wolnym, % mniejsza obserwacjom niz w przykla-
dzie 2.

Wldmmy % kolei, ze w przykla,d.me 1 oceny Lyye, Lyyey Lipys 89 W8ZYSE-
kie mniej dokladne niz ,,samobéjeza” ocena Ly. W przykladzie 2, wskutek
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wiekszego skorelowania obserwacji .z szacowanym obszarem, sytua.cp
takiej nie ma.

Widzimy wreszcie, ze w zadnym przypadku nie ma wyraZnych réz-
nic w dokladnosci miedzy najlepszg srednia wazong a frednig arytmetyczng.
Co wiecej, w przykladach tych widzimy $cieranie si¢ dwoch wplywoéw,
tego, ktéry sprawia, ze wazniejsze sa obserwacje mocniej skorelowane
z obszarem, i tego, ktéry sprawia, ze obserwacje skorelowane miedzy sobg
$a malo wazne, bo jedna poniekad powtarza druga. Ot6z w przykladzie 1
probki sg takie odlegle,” ze przewaza pierwszy z tych wplywéw, skut-
kiem ezego w najlepszej fredniej wazonej wieksze sy wspétezynniki przy
prébach zrobionych w grodku dluzszych bokéw. W przykladzie 2 prze-
waza za§ wplyw drugi: w najlepszej sredniej wazonej wieksze sg wspél-
czynniki przy prébach zrobionych w drodkach krétszych bokéw, mimo
ze z osobna kazda z nich jest z obszarem szacowanym skorelowana mniej
niz préby zrobione w §rodkach bokéw dluzszych. Mozna by wige wybraé
prostokat o wielkosci podredniej, dla kiérego najlepsza srednia wazZona
bytaby po prostu frednig arytmetyczng. Zdaje sie to §wiadezyé o tym,
Ze nie nalezy sie spodzlewa,é istotnego poprawienia dokladnosei oszaco-
wania na drodze zasbgpienia ¢redniej arytmetycznej przez najlepsza
§rednig wazong. Mozliwe jest natomiast znaczne polepszenie dokladnodei
Szacowania, gdy szacuje si¢ za pomocg ogoélnej funkeji liniowej
(ocena I).

Dla obliczenia kowarianeyj o(y:, Y) trzeba znajdowaé wa,rteécr
catek

ab

I(a,b,A) fflO""”””‘* dady .

Tak na przyklad w przykladzie 1 znajdujemy

oy, ¥) = [[ (@, ¢))dg = 26°1(6, 12, 10).
D

Ot6z przez podstawienie #/4 = u, y/A = v dochodzimy do identycznogei
I(a,b,A) = A*I(a]A,b[A,1).

Podobnie obhcza.me Wananc]l w(Y, Y) daje sie sprowadzié do operowania
’Wyra.zemanu, w ktérych funkejg podeatkows jest 10~ V2%, W tym ostab-
nim przypadku trzeba znaé wiele wartodei I(2,y, 1) dla-wielu wartodeci
2 i y. Aby méc obliczaé rézne przyklady, obliczyliémy (°) sporo wartosei
funkeji I(z,y,1). Podaje je w tablicy 8.

(®*) Rachunki wykonala L. Zubrzycka.
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Zwr6émy wreszcie uwage na to, ze ze wzgledu na zwigzki pozwalajace
operowaé funkeja I (2, y, 1), przyklady 11 2, w ktérych przyjeto za funk-
cje korelacyjng zloza funkeje (10.3), a wige funkeje ksztaltu e~%4 ze staly
A =10, ilustrujga jednoczednie sytuacje, jakie zachodzityby przy funkejach
korelacyjnych z innymi statymi A. Gdyby na przyklad 4 = 37,9, jak
w przypadku wyréwnania wspétezynnikéw korelacji obliczonych ze wszyst-
kich mapek, to z przykladéw 1 i 2 otrzymalibydmy natychmiast przy-
klady odnoszace sie do prostokatéw o bokach 37,9/4,61 = 8,22 razy dtuz-
szych, z czterema obserwacjami w ich §rodku; trzeba by tylko wszystkie
stale ¢;, wystepujace w ocenach, pomnozyé przez 8,22* = 67,567, a wszyst-
kie wypisane tam kwadraty bledéw — przez 67,57° = 4573,

TABLICA 8
Wartoéei calki I(x,y, 1)

N‘ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0,1 | 0,0084 ’
0,2 | ,0153 | 0,0284 | - ‘
0,3 ,0209 ,0390 | 0,0641
04 | ,0253 | ,0476 | ,0864 | 0,0819
0,6 | ,0288 ,0645 | ,0763 | ,0965 | 0,1095
0,6 | ,0316 ,0800 | ,0843 | ,1047 | ,1216 | 0,1355
0,7 | ,0339 ,0644 | ,0007 | ,1130 | ,1315 | ,1467 | 0,1592
0,8 | ,0356 ,0678 | ,0058 | ,1196 | ,1394 | ,1558 | ,1693 | 0,1803
1,0 ,0728 ,1291 ,1691 . ,1965
1,2 ,0760 | 0,1194 | ,13562 1777 1 ,20m
1,4 ,0780 ,1391 ,1832 ,2139
1,6 ,0793 ' ,1416 ,1868 ,2184
2,0 : ,1441 : ,2230
2,4 | ,1451 0,1919 o ,2249

Wartosei caltki I(z,y, 1)

N L0 | 1.2 14 | -16 20 |. 24

1,0 | 0,2148
- L2 | ,2269 | 0,2401
1,4 | ,2348 ,2488 | 0,2581
1,6 | - ,2400 ,2546 ,2643 | 0,2708 '
2,0 ,2606 ,2777 | 0,2851
2,4 ,2631 _ ,2806 2882 | 0,2914

§ 11. Relacje graniczne przy rosngcym obszarze szacowania.
W tym paragrafie pragne rozwazyé pewne relacje graniczne, wazne dla
oszacowania catki ¥ za pomocy najlepszej sredniej wazonej.
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Zacznijmy od tego, ze dla calki Y zachodzi pewnego rodzaju prawo
wielkich liczb. Rozwazmy bowiem -zamiast calki ¥, ktéra podaje jak-
gdyby globalng zawarto§é kruszcu na obszarze D, sredniy

1
|D|

Mamy na wariancje calki Y (poréwnaj wzér (9.12)) wzér
o(¥,¥)=s[[{[[id(p, p)dddp.
D D

Wobee wzoru (11.1) wariancja §redniej n jesﬁ [D® razy mniejsza niz
wariancja catki Y,

(11.3) ey = I;%szf{fff(d(p, !l)_)dQ}dP
D D }

Otz latwo udowodnié
TWIERDZENIE 1. Jesli (%)

(111) n =

(11.4) 0 = [[|Hd(p, g))|dg < oo,
to '
(11.8) | lima(y, 7) = 0.

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze wowczas

£ 1K L [Hap, 9)dglp < {) [eap = D}0,

i stad, wobeec wzoru (11.3),

w(n, n) 2/ |DI,
a to pocigga za soby (11.5), ¢.n. d.

Nieco trudniej Jest udowodmé ze wspolczynmk korelacji miedzy
pojedynczg probky ¥, = y*(p,) & calkg ¥ zmierza do zera, gdy obszar D
rosnie nieograniczenie. Okazuje sie przy tym, Ze ta zbieinodé zalezy od
sposobu wzrastania obszaru D. Bedziemy méwié, ze obszar D wzrasta
wlasciwie, jesli dla pewnego e > 0 liczba rozlgeznych kélek o $rednicy &
zawartych w obszarze D wzrasta nieograniczenie przy wzroscie obszaru D,
Udowodnimy

TWIERDZENIE 2. Jedli

(11.6) f(d) >0 _
(11.7) 0 = [[Ifaw, 0)dg < oo

(*) Gdy nie podaje granic ea&kowaﬁia, nalezy rozumieé, ze catkowanie rozciaga
8ig na caly plaszezyzne.
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t obszar D wzrasta wlasciwie, to

(11.8) lim B(y*(p,), ¥) = 0.
D—oo

Dowdéd. Z definicji mamy

oly" (@), ¥)
| Voly*(p), v" @) (¥, X)
Ot6z, poniewaz (zobacz wzér (9.11))

co(y (2o), f‘sfff po;Q) dg,

(11.9) R(y*(po); ¥) =

wiee na mocy (11.6) i (11.7) dla obszaru D mamy

o(y*(po), ¥) < C
czyli lieznik prawej strony wzoru (11.9) jest ograniczony. Dalej,
o(y* (Do), ¥° (po)) jest stale, mianowicie réwne s*. Aby wieec udowodnié
(11.8), wystarczy pokazaé, ze jesli obsza,r D bedzie wzrastal wladciwie,
to przy |D| - co bedzie (Y, Y) — ‘
Niech teraz K, K,, .. y Ko ozna.czag@ rozlgczne kolka. o éredmcy &
zawarte w obszarze D i mech

Y= [[ymdp (=1,2,..,m), To=[[y(p)dp,
K - D

gdzie D’ jest reszta obszaru D pozostata po wyjeciu kélek K,, K,, ..., K,.
Bedzie wige
Y = Y0+Yl+“‘+yﬂ'
Korzystajac z tego przedsta,wiénja .mozemy napisaé nastepujacy wzér
na wariancje w(Y, Y) calki Y: :
(Y, Y) = w(Y,, Yo)+aw(¥o, ¥)+... 4o (¥, ¥p)+...+
+W(Yﬂ1 Yo) o (Y, Yo)+. oo (Y, Xa).
Ze wizgledu na nieujemnodé funkeji korelacyjnej (wzér (11.6)) bedziemy

mieli dla wszelkich ¢,j =0,1,2,...,n nier6wnosé¢ w(X,, Yf) =0. To
wraz z poprzednim daje nam merownoéé

w(Y,Y) > Y1’Y1)+W(Y27Y2)+ +w(Yn’Yn)’

% Pponiewaz wariancje ca.lek Y, Y, ..., ¥, 83 wazystkie jednakowe,
wiec
o(Y,Y) > no(¥y, Yy).
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Poniewaz za$ z zalozenia przy wzrastaniu obszaru D liczba.n zawartych
w nim rozlgeznych kélek o promieniu s wzrasta nieograniczenie, wige
otrzymujemy stad, ze przy |D| - co jest w(Y,Y) — oo, co konezy do-
wod twierdzenia 2.

Pokazemy teraz, ze w twierdzeniu 2 zalozenie o wladciwym wzrasta-
niu obszaru D jest istotne. Udowodnimy mianowicie

TWIERDZENIE 3. Jedli spetmione sq tylko zalotemia (11.6) i (11.7)

twierdeenia 2, to isinieje taki ciqg D,, Dy, ... obszaréw, ze
(11.10) D> dla > o0

oraz

(11.11) iix?oR(y*(po), Y] =a>o0.

Dowéd. Analizujge wzér
(YY) = szg{{)ff(d(p, o) dg}dp
na wariancje catki
Y = ¥(D) :_Lfy(p)dp,

zauwazamy latwo, ze dla kazdego D zachodzi nier6wnogé

(11.12) | o{Y(D), T(D)) < | DY.
Wobec (11.7) mamy relacje ‘
(11.13) lim /() = 0.

Opierajgc sie na tych dwoch relacjach definiujemy wstepujacy cigg ob-
Szarow , ‘ _ '

(11.14) D,CD,CDsC...

spelniajgcy twierdzenie 3. Idea jest tu taka: Licznik prawej strony wzoru
(11.9)- jest, jak juz wiemy, ograniczony, a poniewasz ze wzgledu na (11.6)
i (11.14) nie bedzie malal, wiee bedzie mial granice i to dodatnia. Wyste-
pujagca w mianowniku prawej strony wzoru (11.9) wariancja (Y, Y)
takze moze tylko rosnaé przy zwiekszaniu obszaru D. Twierdzenie 3 bedzie
wiee ndowodnione, gdy skonstruujemy cigg (11.14) obszaréw tak, zeby
ich pola rosty nieograniczenie i zeby wariancje calek

Y, = Y(D,) = ify(p)dp

byly ograniczone. Opiszemy teraz, jak mozna to zrobié.
Zagtosowania Matematyki III 10
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Za obszar D, weimiemy kolo K, o polu 1 ze frodkiem w punkecie p,.
Za obszar D, wezmiemy obszar D,, do ktérego dodano kolo K, o po-
Iu % polozone tak daleko od obszaru D,, zeby bylo

(11.15) o(X(Dy), ¥ (Ky) <35

mozna to zrobié ze wzgledu na (11.13). Ogélnie, gdy juz okre§limy obszar
Dny 28 Dy, wezmiemy obszar zlozony z D, i kola K, ., .0 polu 1/(n-1),
tak oddalonego od obszaru D,, zeby bylo

(11.16) (Y (D), ¥ (Epyr)) < 8/(n+1),
Ze wzgledu na (11.12) i (11.15) bedziemy woéwezas mieli
o(X(Dy), Y (D) < §*-12,
o(X(Dy), T(Dy)) = (X (Dy), T(Dy))+20 (X (Dy), ¥ (Ky))+
| +o(T(E,), ¥(Ky) < *{12+3-(3)")
i ogélnie, przez latwg indukcje, '
o(Y(Da), T(Dy) < £ {14312 +1/3P+...+(1/m)?].

Jak wiadomo, szereg (1/2+(1/3)*+... jest zbiesny. Oznaczajac jego.
sume przez y, bedziemy wiee mieli dla kazdego n

o (Y (Dy), Y (D)) < *(1+3y),

czyli wariancje calek Y, beds wspélnie ograniczone, a zatem zbiezne.
Poniewaz wspélezynniki kowariancji w(y*(po), Y (Ds)} sa takze zbiesne,
wiec otrzymujemy stad teze (11.11) twierdzenia 3.

Z definicji obszaréw D, mamy |D,| = 1+(1/2)+ -|-(1/n), a wiec
pole obszaru D, jest réwne n-tej sumie czesciowe] rozbieznego szeregu
harmonicznego. Wynika stad (11.10), co konczy dowdd twierdzenia 3.

Przyjgte w naszych twierdzeniach zalozenie (11.4) wydaje sie dosé
naturalne. Jest ono spelnione przez wszystkie funkcje korelacyjne, kt6-
ryech uzywahémy do wyré6wnywania empirycznych wspélezynnikéw kore-
lacji.

Para-doksa.lne twierdzenie 3 ud.owod.mhémy tylko dzieki temu, ze
rozpatrzone tam obszary D, sg bardzo poszatkowane. Byé moze udaloby
sie zbudowaé analogiczny‘kontrprzykla.d z obszarami spéjnymi, ale mu-
siatyby si¢ one wyciggad w cieniutky nitke szybko uciekajge do nieskon-
czonosfci. W praktycznych sytuacjach mamy do czynienia przewaznie
z obszarami prostokgtnymi Iub zblizonymi do prostokatnych i wydaje
8ig, Ze zalozenie o wladciwym wzroscie obszaru dobrze opisuje te sy-
tuacje, a wiec ze przy duzych obszarach Pojedyncza prébka bedzie z za-
wartofcig obszaru niemal nieskorelowana. \
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Z udowodnionego twierdzenia 1 wynika, ze przy dostatecznie duzych
obszarach D frednia 7 jest niemal stala, a wiec niemal réwna m. Szaco-
wanie- §redniej » na podstawie obserwacji I, 9s,..., ¥ Sprowadza sie
wowezas w zasadzie do tego, zeby dobrze wyestymowaé m. Dlatego
W tej sytuacji w ocenie I, przy ktoérej zaklada sie znajomosé m, obserwacje
Y1, ¥z, ..., Yx beda odgrywaly malg role. Przy ocenie II minimizowanie
wyrazenia (11.4) sprowadzi sie, poza niezbednym dostosowaniem do 8za-
cowania §redniej % (wszystkie stale bedg w tym przypadlku | D| razy mniej-
sze), do minimizowania wyrazenia

(1L.17) E(eg? +...+ ol —m).

Priy ocenie ITII, ze wzgledu na warunek (9.5), ktéry dostosowany do sza-
cowania fredniej » bedzie mial postaé

(11.18) ' Gt to =1,

wyrazenie, ktére trzeba b@dme minimizowaé, bgdzw jeszeze prostsze,
& mianowicie fakie:

E (ey(yr —m)+. -.+ck(y:':-—m))2 = D¥ewr +... o)

Bedzie wiee chodzilo po prostu o zbudowanie éredme; wazonej z mini-
malng wariancjg.

Wreszcie, ze wzgledu na to, ze przy nieujemnosei funkeji korela.cyj-
nej i przy warunku (11.18) zachodzi latwa do udowodniénia nieré6wnogé

DXy +... +ayx) = (8*+57)/k,

moze §ie zdarzyé ze gdy obszar bedz1e taki duzy, ze frednia 7 b@d.zm
miala maty wariancje, a obserwacje yi, ..., y% beda z nig niemal niesko-
relowane, wéwczas bedzie spelniona meréwnoéé

(11.19) E(ew: +...+ey—n) > wly, n).

Zachodzenie nier6wnosei (11.19) oznacza, %e ocena V jest wowezas doklad-
niejsza od oceny III. ,,Dostateczna wielko§é” obszaru D zaleiy od tego,
jak szybko maleje fufikeja korelacyjna. Gdy maleje szybko, wtedy juz
Przy malym obszarze mozZe zachodzié nieréwnodé (11.19), gdy maleje
wolno, wéwezas nawet przy duzych obszarach jeszcze nieréwnosé (11.19)
nie bedzie zachodzila. Mozna wyraZenie ,trudne zloze” rozumieé tak:
»Przy mozliwej do wykonania liczbie préb zachodzi nier6wnosé (11.19)”.

W paragrafie poprzednim podaliSmy przyklady numeryezne, w kt6-
rych oplsana sytuacja rzeczywidcie zachodzi.

§ 12, Kledy frednia arytmetyczna jest najlepsza srequ wazonq?
W,§ 9 podali$my uklady réwnati, ktére trzeba rozwigzaé przy konstruowa-
Biu ocen. Sy to na ogét uklady tylu réwnan liniowych, ile jest prébek.
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Ich rozwigzanie stanowi do$é powazne trudnodei rachunkowe. W para-

grafie niniejszym chee oméwié uproszezenia w zakresie wyznaczania ocen

w przypadku, gdy probki sa od siebie dostatecznie odlegle.
Przyjmijmy nastepujace zalozenie:

(2) (i, ) =0 da .

Empiryczne wspélezynniki korelacji, ktoresmy wyréwnywali w §8
daly si¢ najlepiej wyréwnaé za pomocy funkeji wykladniczej. Przy takiej
funkeji korelacyjnej nawet bardzo odlegle probki sg skorelowane choéby
nieznacznie. Widaé¢ tez jednak, ze wspélezynnik korelacji maleje szybko
wraz z odleglodcia. Gdy jest on mniejszy od i, moina z praktyczne-
nego punktu widzenia nwazaé zatozenie (Z) za spelione. Krzywa wyrow-
nujgea wspélezynniki korelacji obliczone ze stumetrowki (rys. 4) wska-
zuje, z6 wystarczyloby w tym celu, zeby prébki byly od siebie odlegle
o wigcej niz 21,2 metfra. Krzywa wyréwnujgca wspélezynniki korelacji
obliczone ze wszystkich mapek (rys. 3, linia 3) wymaga do praktycznego
spelnienia zalozenia (Z) wigcej, & mianowicie, zeby prébki byly od siebie
odlegle o wigcej niz 184 metry.

Ot6z przy zalozenin (Z) owe ukla.dy réwnan hmowych sta.nomr@ee
trudnodé rachunkowsg .rozpadajg sie na pojedyncze réwnania o jednej
niewiadome]j i mozna ich rozwigzanis napisaé w postaci jawnej. I tak,
rozwigzujge odpowiednie uklady réwnan z §9, ofrzymujemy co na.st@-
puje:

TWIERDZENIE 4. Prey zalodeniu (Z) ocena 1 'wyméw 8tg weorem
Co--erys .. —I—c,,y;,, gdzie dla + =1,2,..., % jest

6y = w(y‘i ’ Y)/a’(yi ’ yi) = w(?/:; Y)[fg‘za
o = M(|D|—01—...—¢z).

TWIERDZENIE B. Przy zaloieniu (Z) ocena III wyrasa sig weorem
e ... o, gdsie '

6 = {0}, ) =[], T)+...+ o], D)1k} s+ D}/k.

Jak juz wiemy, wspé?zczynm]z kowariancji miedzy catka ¥ a prébks
w punkcie p wyraza sie calky

o(y*(p), ¥) = s’Lff(d(p, 9))dq.

- Preyjmijmy teraz, ze spelnione jest zalozenie (11.4) twierdzenia 1.
Wtedy,.gdy wraz z punktem p obszar .D zawiera kolo o érodku p i o do-
staiéoznie duiym promieniu, wspélezynnik w(y*(p), ¥} bedzie niemal
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réowny swojej wartodci granicznej, to jest takiej, jak gdyby obszar D
byt calg plaszezyzng. Z praktycznego punktu widzenia warto$é graniczng
mozna uznaé¢ za osiagnieta, gdy aktualna warto$é wspolezynnika résmi
si¢ od granicznej, powiedzmy, o mniej niz setng cze§é wartosei graniczne;j.
Ot6z, gdy funkejg korelacyjng zloza jest funkeja 10~%4, wystarezy w tym
celu, zeby promien tego kola byt troche wiekszy niz 24. Pokazuje to naste-
pujaca tablica 9, w ktorej
K(r) = ff IO‘Vdedy.

T2 Y22

TABLICA 9
7 2 3 o0
K(r) 1,17255 1,18331 1,18508
K (r)] K (00) 0,9894 0,9985 1

Gdy tak jest, to znaczy, gdy wszystkie prébki sa oddalone od brzegu
obszaru D o wigcej niz 24, wtedy wszystkie wspélezynniki o(y}, Y)
g praktyeznie réwne i z twierdzenia 2 otrzymujemy, ze ocena III (naj-
lepsza frednia Wazona.) jest taka sama, jak ocena IV (drednia arytme-
tyezna).

Plynie stgd bardzo wasny wniosek praktyczny:

Jefli probki odlegle sy od brzegu szacowanego obszaru D oraz wza-
jemmie miedzy sobg o wiecej niz 184 metry (sadzac na podstawie krzywej
wyréwnujgceej wspétczynniki korelacji obliczone ze wszystkich mapek),
to szacujac za pomocy funkeji liniowych jednorodnych spehiajgeych
warunek (9.5), otrzymujemy jako najlepszg ogene — frednig arytmet-
tyezng, @ w ocenie 1 wszystkie prébki beds mialy jednakowe wspélezyn-

§ 13. O roznicy miedzy stumetrowksg a mapkami. Czym wyttu-
maeczyé zaobsertvowang duzg réznice miedzy funkeja korelacyjng obli-
czong ze wezystkich mapek a funkejg korelacyjna obliczong ze stume-
tréwki? Niewgtpliwie tym, Ze stumetréwka przedstawis maly fragment
zoza, & mapki sy wziete z rozufaitych miejse, bardzo zasobnyeh i bardzo
ubogich. Swiadezy o tym tablica 10, w ktérej podajemy frednie wzgled-
nej zawartodei cynku obliczone z ka.zdeJ mapki z osobna.

- Widzimy tu ogromng rozpieto§é zawartofci cynkmn: od 3,47°), na
mapce F/1 az do 26,629/, na mapce A /10 (na mapce A/10 w 36 prébach
wegledna zawarbodé cynku przekracza 37%, a najwicksza za.obserwo-
Wwana - zawarto§é wynosi 85°/,). '

- Takie wariancje wzglednej zawartodci cynku obhezone z réznych ma-
Pek roéznig sigp znacznie. Dla orientacji kilka z nich podajemy w tablicy 11.
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TABLICA 10

Srednie wzglednej zawartoéci cynku

Mapka ;,:2;2; Srednia ¢/,
Aj1 181 10,58
AJj2 86 6,36
A3 153 11,66
Ajs 114 9,30
Al 84 9,15
Aj 116 10,89 °
A7 122 10,26
A/8 125 © 13,21
A/9 109 12,87
A/10 158 26,62
c/1 113 6,76
C/2 112 10,05
c/3 105 9,41
Cla 120 9,40
Dh 104 5,34
E/l 179 9,62
E/2 117 12,68
F/. | 99 3,47

P2 101 5,22
F/3 98 8,30
F/4 96 3,55

Wazystkie
mapki 2483 10,23
. Sta- )
metréwka 84 11,81
TABLICA 11

Wariancje wzglednej zawartosci cynku

Mapka | Wariancja | Srednia 9/,
Af10 229,86 26,62
AT 88,3 10,26
Fjs 18,3 3,66

Wazystkie
© mapki 98,7 10,23
Stu-
metréwka 89,8 11,81
Srednie
% mapek 22,0

To, ze wspolezynniki korelacji obli-
czone ze wszystkich mapek maleja przy
wzrastajacej odleglosci probek duzo wol-
piej, niz obliczone ze stumetréwki,
mozna wytlumaezyé tym, ze srednie
zawartosdei na poszczegdlnych mapkach
83 bardzo réine. Mozna by bowiem
przypuscié, ze po pierwsze, istnieje pew-
na strukturalna zmiennodé zloza, obja-
wiajgea sie tym, ze w réinych miejseach
na tej samej mapce wartosci rozwaza-
nego pgprametru sg réine, po drugie, ta
strukturalna zmiennodé zloza jest taka
sama na wszystkich mapkach i po trze-
cie, mapki réznig sie frednig wartodeig
parametru (,,mapki” oznaczajg tu rézne
zloza, na tyle od siebie odlegle, Ze nie
trzeba sie liczyé z podobieristwem mie-
dzy nimi, pochodzgcym z sgsiedztwa).
Oznaczmy przez « zalezng od mapki
fredniag wartodé parametru, a przez
y(p) — odchylenie od dredniej # zaleine
od punktu mapki. Dochodzimy w ten
gposéb do opisu zloza, w ktérym wy-
nik y*(p) obserwacji traktujemy jako
sume trzech rzeczy: zaleznej od mapki
fredniej », zaleinego od punktu p od-
chylenia y(p) i bledu ¢ obserwacji. Jezeli
potraktujemy odchylenia y(p) jako pro-
ces stochastyczny stacjonarny i izotro-
powy, scharakteryzowany przez warian-
cje & i funkecje korelacyjng f(d) (po-
niewaz sg to odchylenia od fredniej,
wiee przyjmujemy, ze wartosé ocze-
kiwana y(p) jest réwna zeru), jezeli
przyjmiemy, ze bledy obserwacji maja
wartodé oczekiwang zero i wariancje s,
i wreszcie, jesli przyjmiemy, ze dred-

(8,75)(7) hie z majy wartosé oczekiwang m i wa-

(") Lioaba ta rééni sig od 10,23, jest to bowiem érednia érednioh, a e &rednia
wezystlich obserwaoji.
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riancje ¢''? oraz ze x, y(p) i ¢ sa wzajemnie niezalezne, to dla wspoélezyn-
nika korelacji migdzy obserwacjami w punktach p i ¢ otrzymamy wzér

s'fd(p, g)+s"*
8 +8’2+8”2 *

Widad z tego wzoru, ze w opisanej sytuacji, gdyby nawet przy wzrastaniu
odleglodci punktéw p i g wartodé f(d(p, q) zmierzala do zera, wspoél-
czynnik korelacji miedzy obserwacjami nie zmierzatby do zera, ale do
8 |(s*+8"+5"%). Podstawiajac za 8" wariancje frednich z mapek, za
s?+5' -8’ wariancje procentowej zawartodei cynku obliczong ze Wszyst-
kich mapek, otrzymamy jako te asymptotyezng warto§é wspélezynnika
korelacji miedzy obserwacjami liczbe 22,0/98,7 = 0,223. Gdy zaé przyj-
rzymy sie¢ rysunkowi 3, zobaczymy, Ze taka asymptotyczna wartodé
wcale nie wydaje sie wqu,ezona. przez przedsta;mone tam wyniki obli-
czen.

w przedsta.monym powyzej opisie przy]muje si¢, ze odchylenia od
fredniej, y(p), maja taky samg wariancje i takg samg funkcje korela-
cyjng, niezaleznie od Sredniej x. Zdajg sie temu przeczyé liczby przedsta-
wione w tablicy 11. Wskazuja one na to, %e odchylenia od éredniej # maja
wariancje tym wiekszg, im wieksza jest ta §rednia. Ponadto wedlug tego
przedsta.monego wyzej opisu wariancja prébek ze stumetréwki przybliza
s*+s%, wariancja srednich z mapek przybliza s''’, a wariancja prébek
obliczona ze wszystkich mapek przybliza s*-+s'?-s'"2.

Tymeczasem z tablicy 11 odezytujemy s*4-s~39,8, s~ 22,0,
8 +5+5'" 98,7, a 39,8+22,0 = 61,8, co jest znacznie mniejsze niz
98,7.

R(y*p), y"g) =

W tym stanie rzeczy trzeba: 1° zbadad blizej zaleznodé struktury
odchylenr y(p) od wielkodei dredniej #, 2° rozwazyé, jak naleza&oby przy
szacowaniu takg zaleznodé uwzglednié.

Do zagadnienia 1° potrzebne s3 nowe obserwacje. Nalezaloby miano-
wicie wybraé ilofé zléz, reprezentujgcych rozmaitosé zasobnodei spoty-
kanych w eksploatacji, i w tych zlozach zrobié serie po 100 obserwacji
¢o metr (ezyli ,,stumetréwki”). Zagadnienie 2° jest przedmiotem naszych
dalszych dociekan.
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Praca wplynela 7. 2. 1956

C. 3YBPKHANKAY (Bpomuas)

OF OJEHRE NAPAMETPOB T'EQJOIHUECKHX BAJEMXER
PESIOME ' '

B crarhe peméH cregyonuit BOIPOC : BHAA PEBYIBTATH ¥}, <.., Y HBMEPEHH mapa-
MeTpa ¥ MeCTODOKJEHHA B TOUKAX D,,..., P, 00macTi D, Ha KOTOPOI OHO Bajeraer, oue-
HHUTH ¢ HaEMeHb el KBagparHol omubxo# cpeHee BEAUCHAE APAMeTpA Ha aTo# obaacTy.

Bompoc pemaeres NPE CIeRyoMUX HPEeANONOMEHWAX: 1° spavemmsa y(p) pac-
CMaTPHBAEMOT0 IAapaMerpa B OTJeNBLHHX TOUKAX 06macte D COCTABAAKT WIOCKUIK
CTANMOHAPHEN CTOXACTHYECKEH IpPOUECC, HONPEePHBHHN M HBOTPONHEIA, T.e. OMH-
naeMoe BHAURHME NapaMerpa y PABHO m BO BCeX TOYKAX, €ro JNHCHePCHA — s3,
a xospdunuenT woppenAnmE B Mempy SHAYEHWAMHM NaPaMerpa B ABYX PAaBHHX
TOYKAX BABHCHT TOILKO OT paccTOAHHA d OTUX 'rouek: B = f(d); 2° mameperus ma-
paMerpa oOpeMeHeHH caydYalHHMH OmMMOKAMH, KOTQPEE HO BABMCAT HH 0T HaMe-
pAeMoro HmapaMeTpa, HE APYT OT APYra M OMOFaeMoe BHAYEHWe HROTOPHX 0.m oama
B Ta e JUCIepcHs 8%,

B crartee pemeHo, KaK ONeHATH, HA OCHOBAHHM HBMepeHMH, IPOMBBOIBLHEE
IMOCTOHHEEe m, 8%, 8’ w Pyurnuw f(d), HasHBaeMyw dynryuell xoppessyuu. Benuunnu
STE OHpPeeloH0 HA OCHOBAHWM MBMeDEHEN COREPKAMOCTE IMHKA B MECTOPOMKIEHHAX
Bepxue#t Cmiecmm. KpoMe TOro HpuBefeE0 9HCIANTENBHES HPEUMEPH COJSPIKAMOCTH
HEEK2, KOTOPHE MOKASHBAIOT TOYHOCTh HAEIYImeld ONeHKM B CPABHEHWUH C JPYIEME
onearamMa. OnpenereHo paccTofgHWe BHOOPOK, IpH Ro'ropom BHOGOPHE BTH MOMHO
PACEMATDUBATS KAK BONMUYMHH HOKOPPOJIMPOBAHH. :
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8. ZUBRZY OKJ (Wroclaw)
ON ESTIMATING GANGUE PARAMETERS
SUMMARY

The author solves the following problem: given the results of ¥3, ..., y; measu-
rements of the parameter ¥ of a gangue at the points p,, ..., p, of the region D on
which it les, estimate with the least square error the mean va.lue of the parameter
over this region. This problem is solved under the following assumptions. Firstly,
it is assumed that the values y(p) of the parameter in question at the individual
points p of the region D form a plane stochastic process which is stationary, con-
tinuous and isotropic, 4. 6. that the expected value of the parameter y is equal
to m at every point, its variance is s* and the coefficient of the correlation B between
the values. of the parameter at two different points depends only on the distance d
between those points, B = f(d); secondly, it is assumed that the measurements of
the parameter are subject to random errors, independent of the measured parameter
and independent of one another, with the expected value 0 and uniform variation

_8’8, Tt is shown how the constants m, s* and s appearing in this problem and the
function f(d), termed the correlation function, should be estimated on the grounds
of the measurement results, The aunthor determines these quantities on the ground
of the measurements of zinc content in the Upper Silesia gangues. For the zine con-
tent, numerical examples are given, showing the accuracy of the optimal estimate
as compared with other estimates. The author determines the distance of samples
for which they can be regarded as uncorrelated



