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OBLICZANIE PRA WDOPODOBIENSTWA
JEDNOJAJOWOSCI CZWORACZEKOW

Ciekawym i waznym zagadnieniem, jakie nasuwa sie w kazdym
Przypadku wielorakich urodzeri, jest ustalenie, czy wielorakie rodzefistwo
Jest jednojajowe, czy wielojajowe. Znane sg rézne metody rozstrzygania
tego zagadnienia. Na pierwszym miejscu nalezy tu wymienié¢ okre§lanie
Jednojajowosei lub wielojajowosei na podstawie badania lozyska i blon
Plodowych. Metoda, ta, zwigzana z momentem porodu, jest niepewna
1 ¢zesto prowadzi do blednych oznaczen(!), nie moéwige juz o tym, Ze
Podezas mnogiego porodu lekarz moze przeoczyé konieczno§é zachowania
tozyska i blon plodowyech do péiniejszego badania. Inne metody oparte
% na badaniu podobiefistwa cech morfologicznych rodzehstwa. Wa-
runkiem koniecznym jednojajowoseci jest zgodnofé plei mnogiego rodzen-
8twa: wszystkie zespoly o plei mieszanej sg oczywiscie wielojajowe.
Wedlug H. H. Newmana [10], sposréd zgodnoplciowyeh par bliZniat
W 90°/, przypadkéw jednojajowoéé lub dwujajowosé mozna stwierdzié
na Plerwszy rzut oka na podstawie uderzajacego podobiedstwa (bliZnigta
Jednojajowey lub jaskrawych réznic (bliznieta dwujajowe). U pozostalych
10°/, par bliZnigt jednopleiowyeh autor ten proponuje szczegétowe ba-
danie réznych cech morfologicznych i formuluje 9 warunkow, ktérym
Mmusza odpowiadaé bliznieta jednojajowe(2). Ustalenie pochodzenia tro-
J%Z].“”W, ezworaczkéw itp. z jednego lub wieeej jaj polega na poréwny-
Wamu parami mnogiego rodzefistwa. Prawie wszystkie warunki podane
Przez Newmans, pozostawiajy subiektywnej ocenie badaeza uznanie zgo-
dnosei Tub réznic wyszezegolnionych -cech. Z drugiej strony, mozna mieé
watpliwogé, czy istotnie wszystkie te warunki muszg byé bezwzglednie
- :

() Np. w jednej z klinik wroclawskich na 7792 porody w latach 1951 do 1956
zarejestrowano 92 pary bliznigt. Na podstawie badania lozyska i blon plodowych
orzeezono jednojajowosé w 43 przypadkach i dwujajowosé w 46 przypadkach.
w t"“?,"h przypadkach jednojajowoss lub dwujajowosé blizniat nie zostala ustalona,
gz.y t_"z zapisana. Liczby te odbiegaja istotnie od stwierdzanej Powszechnie ezestodoi

lifniat jodnojajowyeh (ponizej 3007).
(*) Patrz H. H. Newman [10], str. 72.
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spelnione przy jednojajowosei i czy wskutek przypadkowego zbiegu
okolicznosei podobieristwa te nie mogs wystapié u wielojajowego rodzeri-
stwa. Moina wige przypuszezad, ze opisana klasyfikacja nie jest bezwzgle-
dnie pewna, lecz orzeka jednojajowosé lub dwujajowodé blizniat z jakims
(nieznanym nam) prawdopodobiefistwem. Whadciwa metods, ktéra nale-
zaloby wiec tu stosowaé, jest metoda probabilistyczna, ktéra pozwolilaby
zastapi¢ kategoryczne orzeczenia przez prawdopodobienistwa poszezegol-
nych ewentualnogei.

Ustalanie jednojajowofci lub dwujajowosei danych bliZniat mozna
przyréwnaé do ustalania ojcostwa w sprawach o alimenta. Tam na pod-
stawie pozwu matki i zeznad stron powstaje domniemanie, ze pozwany
-mezezyzna jest ojeem dziecka pozywajacej. Dalsze badania przeprowadza
sig w celu obalenia fego domniemania. Siega si¢ wtedy najezedeiej do
takich &rodkéw dowodowych jak ekspertyza serologiczna.

W pewnych przypadkach w ekspertyzie udaje sie wylaczyé ojeo-
stwo i wtedy mozna stwierdzié, ze pozwany nie jest ojeem. Jednakze
najczesciej wylgczenia nie ma i wtedy méwi me tylko, ze pozwany moze
by¢ ojcem, ale byé nim nie musi.

W przypadku badania bliznigt wysuwamy hipoteze jednojajowosei. Hi-
poteze te obalimy natychmiast, jezeli bliznigta sg réznoplciowe lub jezeli
stwierdzimy jaskrawe réznice badanego rodzenistwa (w ktérejkolwiek z cech,
ktéryeh zgodnodé uwazamy za warunek konieczny jednojajowosci). Jezeli
jednak nie wykryjemy takich réznic, to hipoteza jednojajowosci bliZznigt
nie zostanie obalona, co nie jest jednak réwnoznaczne z dowodem te]j
hipotezy.

W przypadku dochodzenia ojcostwa mozna na podstawie wynikéw
ekspertyzy obliczyé prawdopodobietistwo ojcostwa ([6], [16]). Metode
zastosowana w tym zagadnieniu mozna takie przystosowaé do badania
wielorakich rodzenstw. W niniejszej pracy pokazemy, jak mozna to zro-
bié¢ a nastgpnie obliczymy prawdopodobietstwo jednojajowofeci ezwo-
raczkéw urodzonych we Wroclawiu w roku 1954.

Wzér na prawdopoedobieistwo, ze badana para bliznigt jest jedno-
jajowa, uzyskamy przez latwy adaptacjg wzorn Bayesa:

Pz(l)P(Bll,R

(1) P(1|B, R) = pz(l)P(Bll,R)+Pz(2)P(BI2’R) ’

gdzie poszczegblne symbole oznaczajs co nastepuje.

P(1|B, R) jest szukanym prawdopodobieistwem, e badane bliznieta
s2 jednojajowe, gdy stwierdzono w badaniu bliZniat zespé! cech ozna-
czony symbolem B, a w badaniu rodziedw tych bhimaat zesp6t cech
oznaczony symbolem R.
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P(B|1,R) jest prawdopodobiedstwem, ze jednojajowe bliznigta
rodzicow o zespole cech R beda mialy zespét cech B. Symbol R ozna-
ez tu zespél wszystkich cech stwierdzonych u matki i wszystkich
cech stwierdzonyeh u ojea (np. przy badaniu cech grupowych krwi,
R moze oznaczaé: matka O, M, ceddee; ojciec A, MN, ccddee). Podobnie
B oznacza tu zespél wszystkich cech stwierdzonych u badanego
rodzedstwa (np. O, MN, ceddee; O, MN, ceddee). Jasne jest, ze W pray-
padku gdy B wykazuje réznice miedzy rodzedstwem, to P(B|1,R)=0
1 ze wzorn (1) P(1|B,R) = 0. Bli¢nigta rézne pod wazgledem strukbury
genetycznej sa oczywidcie dwujajowe(?). Ten przypadek nie jest wiee
ciekawy i dalej bedziemy zakladali, Ze symbol B oznacza identyczne
~ Zespoly cech u bliZniaczego rodzenstwa. Jezeli zakladamy ponadto, ze
struktura, genetyczna zygobty nie wplywa na prawdopodobienstwo jej
Cwentualnego podzialu na dwa odrg¢bne organizmy, to prawdopodobiet-
Stwo. p ,(Bll,R) jest réwne prawdopodobienstwu stwierdzenia zespolu
cech B y Pojedynczego dziecka rodzicéw R, ktére mozna obliczyé na
Podstawie genetyesmej teorii dziedziczenia badanyeh cech.

. P(B ,2rR) jest prawdopodobienstwem, ze bliZnieta dwujajowe ro-
dzieéw o zespole cech R bedg mialy zespdél cech B. Jezeli zalozymy, ze
W przypadku bliznigt dwujajowych oba jaja byly zaplodnione niezaleznie,
to prawdopodobiesistwo P (B2, R) stwierdzenia zgodnyech cech B u dwu-
Jajowego rodzenstwa blizniaczego z rodzicow R jest réwne kwadratowi
Prawdopodobieristwa stwierdzenia eeeh B u pojedynezego dziecka tych
rodzicéw. Na mocy powyiszego zalozenia oraz zalozeh sformulowanych
Przy omawianiu symbolu P(B|1,R) jest wiec : -

(2) P(B|2,R) = [P(B[1,R)]".

» Py(1) jest czestoSeia blizniagt jednojajowych wered wszystkich bli-
;n:ladt, czyli prawdopodobiefistwem a priori, ze badane bliznieta sg jedno-
ajowe,

P 3(2) = 1—P,(1) jest czestodeig bliZniab dwujajowyeh, ezyli prawdo-
Podobienstwem g priori, ze badane bliZnigta sg dwujajowe.

Czestodé bliznigt jednojajowych P,(1) najlatwiej jest obliczyé me-
t0dy podany przes Weinberga [19], obserwujge eczestofci wystepowania
par 43, 321 Q9. Niech w rozpatrywanej ilo§ei N par blizniat bedzie N,
par g4, N, par 39, oraz N, par QQ (N, +N;+N,; = N). Wszystkie N,
pary g9 s oczywiseie dwujajowe. Ale wiréd bliznigt dwujajowyeh (przyj-
mujaec,. ze rodzi sig tyle samo chlopcéw, co dziewezat) ilo§é par miesza-
nych jest réwna ilosei par zgodnopleiowyeh. Zatem nalezy oczekiwad,

() Zakladamy tu, e nie istnieja blisnigta jednojajowe dwuplemnikowe.
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ze sposrdéd N,+N, par zgodnopliciowych jest jeszeze N, par blizniat

dwujajowych. Razem wige W calym materiale jest 2N, par bliZnigt dwu-

jajowych i N—2N, par bliznigt jednojajowych. Czestosé blizniat jedno-

jajowych jest zatem réwna '
N_2N2 2.N2

(3) Py(l) = ——t —1- =2t

Jezeli nie checemy zakladadé, ze obie plei sg jednakowo czeste, to czestosé
bliznigt jednojajowych P,(1) nalezy obliczaé ze wzoru

2NN,
(2N, +N,)(2N+N,)

(4) Py(1) =1— (*).
Wzér ten uzyskali$my rozwiklujge uklad réwnan (pierwsze trzy
z tych réwnan uzyskano z przyréwnania teoretycznych i zaobserwowa-
nych ezestodei odpowiedni¢h par bliZnigt — sg to oczywidcie tylko przy-
blizone réwnofei):
P;(2)p*+Py(1)p = N,/N,
2Py(2)pg = N[N,

(5) Py (2)¢*+P:(1)g = Ny/N,
P,(2)+P,(1) =1,
p+q=1,

gdzie p jest prawdopodobienstwem, ze jajo po zaplodnieniu utworzy
zygote meska, a ¢, ze zygote zenska. Zaklada sig tu takze, ze w przypadku
zaplodnienia dwu jaj sa one zapladniane niezaleznie oraz ze wynik zaplo-
dnienia pojedyneczego jaja (zygota meska czy zefiska) nie ma wplywu
na szanse podziatlu zygoty. ,

Wzér (1) latwo jest nogélnié na przypadek trojaczkéw i czworacz-
kéw. W przypadku trojaczkéw mozliwe sg a priori trzy ewentualnogei:
jednojajowo$é, dwujajowosé i tréjjajowosé. Wzér (1) przyjmie w tym
przypadku postadé(F) : . :

6 POUT, R) = Py(1)P(T|1, R)
(6) 1z, )__Ps(l)P(Til,R)+P3(2)P(T‘2,R)_|_P3(3)P(T]3’R),

gdzie poszczegélne symbole oznaczajy co nastepuje:

() Weinberg [19] wyzyskuje w tym ‘miejscu znajomosé stosunku ezestosei
obojga plei u noworodkéw i dochodzi do nieco innego wzoru. Wzér (4) wyprowadzi-
limy bez opierania si¢ na tej informacji.

(°) Nie podajemy tu analogicznych wzoréw na prawdopodobieristwo P(2|T,R)
oraz P (3T, R), ktére mozna latwo otrzymaé z wzoru (8) zastepujac wszedzie oyfre 1
odpowiednio eyfrg 2 lub 3.
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P(llT,R) jest szukanym prawdopodobienistwem, ze badane tro-
jaezki sy jednojajowe, gdy stwierdzono w badaniu trojaczkéw zesp6t
cech oznaczony symbolem 7, a w badaniu rodzicéw tych tromczkow
Zesplt cech oznaczony symbolem E.

P(T|1,R), P(T|2,R) i P(T|3,R) sa to prawdopodobienstwa, ze
odpowiednio jednojajowe, dwujajowe lub tréjjajowe trojaczki rodzicoHw
0 zespole cech R beda mialy zespét cech T'. Podobnie jak przy bliZznigtach,
Pytajac o prawdopodobienstwo jednojajowofei trojaczkéw bedziemy
zakladali, ze trojaczki sg identyczne pod wzgledem wszystkich badanyeh
cech (gdyz W przeciwnym przypadku musiatyby byé dwujajowe lub tréj-
jajowe i prawdopodobieristwo jednojajowosei byloby oczywiscie réwne
zeru). Zatem symbolu T bedziemy dalej uzywali tylko wtedy gdy
wszystkie badane cechy dziedziczne dadzg jednakowy obraz trojga
Trodzenstwa,. Przy zatozeniu, ze struktura genetyczna zygoty nie wplywa
D& prawdopodobieristwo jej ewentualnego podziatu, prawdopodobienstwo
P(T }1 R) jest réwne prawdopodobieristwn stwierdzenia zespolu cech T
U pojedynezego dziecka rodzicéw R. Zakladajac ponadto niezaleznofé
struktur genetycznych zygot w przypadku, gdy zostaly zaplodnione dwa
lub trzy jaja, otrzymamy réwnoSei ‘

(7) P(T(2,R) = [P(T|1,R)P’, P(T|3,R)=[P(T|1,R)P

Wiszystkie te trzy prawdopodobienstwa mozemy wiee obliczyé¢ na podsta-
wie genetycznej teorii dziedziczenia badanych eech,

P,(1), P4(2) i Py(3) sa to prawdopodobienistwa a priori, ze trojaczki
83 odpowiednio jedno, dwu lub tréjjajowe. Mozna napisaé¢ uklad réwnan
analogiczny do ukladu (5), jaki musza spelniaé e prawdopodobienstwa
przy zalozeniu, ze w przypadku zaplodnienia kilku jaj sa one zapladniane
niezaleznie i ze wynik zaplodnienia nie ma wplywu na szanse podziatu
zaplodnionego jaja. Jezeli spofréd N trojaczkéw zaobserwowaliémy N,
tréjek 333, N, trojek 339, N, tréjek 399 i N, tréjek 999 (N,+N,+
T¥3+N, = N), to pray powyzszych zalozeniach musza byé spelnione
hastepujace réwnodci (pierwsze cztery powstaja przez zréwnanie cze-
Stofci teoretycznych i obserwowanych — s3 to réwnoci przyblizone):

P4(3)p*+P,(2) p*+Py(1)p = N, /N,
3P;3(3)p2q+Py(2)pq = N[N,
(8 3P4(3)pg®+Ps(2)pg = N,/N,
Py(3)q3+P5(2) @2 +Py(1)q = N,/N,
Ps(3)+P3(2)+P3(1) =1, -
P-Hl =1,
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gdzie p i ¢ majs to samo znaczenie co w réwnaniach (5). Mamy tu 5 nie-
wiadomyeh i 6 rownan, ktore sa zwigzane jedna zaleznofcia (suma pierw-
szych ezterech réwnan po uwzglednieniv dwu ostatnich daje tozsamo$é
1 = 1). Zdawaé by sie¢ zatem moglo, ze uwzglednienie zaobserwowanych
warto§ei N,, N,, N, N, z duzego materialu trojaczkéw pozwoli wyzna-
czyé wezystkie niewiadome ukladu réwnan (8). W praktyce jednak jest
inaczej. Nawet N = 2374 trojaczkéw niemieckich ([12] i [13]) z kilku-
nastu lat (1923-1936 i 1950-1954) jeszcze tu nie wystarcza. W materiale
tym N, = 614, N, = 564, N, = 581, N, = 615 i réznice N,—N, oraz
N,—N, 83 statystycznie nieistotne. Gdy w ukladzie (8) przyjmiemy
N, =N,1 N, =N,, to otrzymamy natychmiast p = ¢ == } i przy tych
wartosciach p i ¢ z ukladu (8) pozostaja juz tylko dwa niezalezne réwna-
nia do wyznaczenia trzech niewiadomyeh, ukiad jest zatem nieoznaczony.
Mozna by pokusié sie o zebranie jeszere liczniejszego materiatu. Tu jednak
wystepuje duza trudno§é wobec tego, ze material musi byé jednorodny.
Tak wiec trzeba zrezygnowad z rozwigzania ukladu réwnan (8). Prawdo-
podobienistwa P4(3), P3(2), Ps(1) obliczymy dalej wraz z analogicznymi
prawdopodobienstwami dla czworaczkéw, zakladajac pewien probabi-
listyezny model powstawania c¢igz mnogich. Dla czworaczkéw wzoér na
prawdopodobienistwo jednojajowosci jest nastepujacy (¢)

9)  P(L|C,R) =
B 1)P(C|1, R)
P,(1)P(C1, R)+P,(2)P(C|2, R)+P,(3)P(C[3, R)+ P, (4)P(C[4, R) ’

gdzie, podobnie jak we wzorach (1) i (6), znaczenia poszczegélnych symboli
83 nastepujace:

P(1|O' R) jest szukanym pra,wdopodoblenstwem jednojajowosci ezwo-
raczkow, u ktérych stwierdzono zespol cech oznaezony literg C, jezell
u rodzicé6w tych czworaczkéw stwierdzono zespd! cech oznaczony litery R.

P(C|1,R), P(0|2,R), P(C|3,R)iP(C|4,R) s3 to prawdopodobieti-
stwa, ze odpowiednio jedno, dwu, tréj lub czterojajowe czworaczki rodzi-
cé6w o zespole cech R bedg mialy zespé! cech C. Zakladajac jak poprzednio,
‘ze czworaczki sg w zakresie badanych cech identyezne i ze struktura
genetyczna zygoty nie wplywa na prawdopodobiefistwa jej ewentualnego
podziatn, a struktury genetyczne zygot przy zaplodmenm kilku jaj sa
niezalezne, ofrzymujemy

P(C|2,R) =[P(C[1,R)];, P(0|3,R) =[P(C|1,R)],
P(C|4,R) = [P(C|1,R)]s.

(®) Podobnie jak przy trojaczkach, nie podajemy tu analogiozhych WZordw
na prawdopodobiefistwo dwujajowosei, tréjjajowosel i ozterojajowodei.

(10)
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Poniewas za§ przy uczynionych zalozeniach P(C \ 1, R) jest réwne prawdo-
podobiefistwu, ze jedno dziecko rodzicéw R ma zespét cech C, wiec
wezystkie te prawdopodobienstwa mozna obliczyé na podstawie gene-
tycznej teorii dziedziczenia badanych cech.

P,(1), P,(2), Py(3), P,;{4) sg to prawdopodobienstwa a priori, ze
¢zworaczki sg odpowiednio jednojajowe, dwujajowe, tréjjajowe lub czte-
rojajowe. Podobnie jak przy trojaczkach, nie potrafimy oblieczyé ich z re-
jestru czworaczkéw posegregowanych ze wizgledu na pleé rodzenstwa.

Dla obliczenia prawdopodobieistw a priori jedno, dwu, tréj i eztero-
Jajowosci - ezworaczkéw oraz analogicznych prawdopodobienstw jedno,
dwu i tréjjajowosei trojaczkéw rozwazymy nastepujacy probabilistyczny
Schemat powstawania ciaz mnogich. Zatozmy, Ze

1° ilo§é zaplodnionych jaj kobiety za,chodzapce] w ciaze jest zmienng
losowg, przyjmujgcg wartoseli naturalne 1,2,3,.... z prawdopodobien-
Stwami p,, ps, Ps; - - (p1+p2+p3+--. = 1);

2° kazdy embrion (zaptodnione jajo) moze rozwingé si¢ w samo-
dzielny ptéd z prawdopodobiefistwem 1—s i z prawdopodobieristwem s
Podzielié na dwa embriony, ktére nastepnie mogs sie niezaleznie rozwingé
W samodzielne plody, lub dzieli¢ (z tymi samymi prawdopodobieristwami).

Niech ¢, oznacza eczesto§é poroddw pojedynezych, ¢, — czestosé
porodéw bliZzniaczych itd. Z opisanego schematu powstawania cigz mno-
gich uzyskamy wtedy nastepujace réwnania:

¢; = p1(1—38),
¢y = P18{1—8)*+p2(1—8)3
g = 2p;8%(1—8)*+2p,8(1—s)°+ps(L—3)3,
(11) ¢, = 5p,83(1 —s)* +5py82(1— )2+ 3pgs(1—s)t+p, (1 —8)8,
PitPat+Pstpat... =1,
Crt+Ct e+ e+... =

Pokazemy dla przykladu, jak uzyskuje si¢ trzecie réwnanie ukladu

(11). Sy trzy mozliwe sposoby powstania cigzy trojaczej:
a) trojaczki jednojajowe — jedno zaplodnione jajo dzieli si¢ na dwa

embriony i jeden z nich dzieli si¢ po raz drugi;

b) trojaczki dwujajowe — z dwu niezaleinie zaplodmonych jaj
jedno dzieli si¢ na dwa embriony;

¢) trojaczki tréjjajowe — z trzech niezaleinie zaplodnionych jaj
Zadne sie nie dzieli.

Prawdopodobienstwo ewentualnoéci a) réwne jest 2p,s?(1—s)%
gdyz p, jest prawdopodobietistwem zaplodnienia jednego jaja, s jest
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prawdopodobienstwem dwu podzialéw, (1—s)® jest prawdopodobies-
stwem tego, Ze trzy embriony powstate przez dwukrotny podziat jednego
zaplodnionego jaja nie beds sie juz dalej dzielity, a wspélezynnik 2 wynika
z faktu, ze drugi podzial moze si¢ dokonaé na dowolnym z dwu embrio-
noéw powstatych wskutek pierwszego podziatu. Podobnie prawdopo-
dobiefistwo ewentualnogei b) réwne jest 2p,s(1—s)® i prawdopodobier-
stwo ewentualnosei ¢) wynosi Ps(1—s)3. Suma tych frzech prawdopodo-
bienistw jest réwna prawdopodobienistwu e, cigzy trojaczej.

Liczby ¢y, €3, Cs,... 83 od dawna obserwowane przez réznych badaczy.
W roku 1895 D. Hellin [4] sformulowal prawo, na mocy ktérego stosunek
CnlCnyq Jest dla ustalonej populacji liczbg stals, niezalesng od n. PéZniejsze
badania dawaly zawsze wyniki w przyblizeniu zgodne z prawem Hellina.
W naszych rozwazaniach wyzyskamy najobszerniejszy material ponad
120000000 urodzin zebrany przez W. W. Greulicha [2] Material ten
nie jest niestety jednorodny, gdyz obejmuje statystyki urodzin w 21 kra-
jach w okresie od roku 1915 do 1925. Jednakze oprzemy si¢ na materiale
Greulicha, a to dlatego, ze materialy, jakie mozna by uzyskaé dla popu-
lacji w przyblizeniu jednorodnych, bylyby zbyt malo liczne, by dosta-
tecznie dokladnie wyznaczy¢ frekwencje takich rzadkich przypadkéw,
jak urodziny czworaczkéw, ezy nawet trojaczkéw. Z materiatéw zebranych
przez Greulicha mozna obliczyé, ze

(12) ¢ = 0,98827, ¢, =0,01160, ¢, =0,0001300, ¢, = 0,000001475.

Dla poréwnania przytoczmy tutaj analogiczne liczby obliczone z ma-
teriatu niespelna 2 milionéw urodzin w Polsce w Ilatach 1931-1932
(patrz [8]): |

o, = 0,9881,

¢y = 0,0118,

¢s = 0,000092 (178 urodzin trojaczkéw),

¢, = 0,0000005 (jedne czworaczki).

Poréwnywujac te liezby z podanymi wyzej czestodeiami (12) stwier-
dzamy duzg zgodnos§é czestodei porodéw pojedynezych i blizniaezych.
Czestosel trojaczkow i czworaczkéw réznig sie bardziej, co jednak mozna
usprawiedliwi¢ maty ilodcig trojaczkéw i czworaczkéw w materiale polskim.

Przyjmujac w réwnaniach (11) ¢; = p; = 0 dla ¢ > 4, uzyskujemy
uklad majgey tylez réwnan co niewiadomych. Eliminujae z tak uprosz-
czonego ukladu niewiadore py, p,, ps;, P, uzyskujemy jedno réwnanie
z jedns niewiadoma s: ’ :

(13) (C3+05) 8% — 4 (034 ¢5) 8%+ (3¢5 6c,) 82— 4,8 = O,
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Oczywigcie liczba s = 0 jest pierwiastkiem tego réwnania. Jest to przy-
Padek trywialny, gdy prawdopodobienstwo podzialu zaplodnionego jaja
Jest réwne zeru. Jest wtedy p, == ¢,. Rozwigzanie to zaprzecza niewatpli-
wemu faktowi istnienia jednojajowych bliznigs, trojaczkéw i czworacz-
kéw, wiec trzeba Je odrzucié¢ i szukaé innych rozwigzah réwnania (13).
Po podstawieniu liezb (12) do réwnania (13) mozna si¢ latwo przekonad,
Ze réwnanie to ma w przedziale [0, 1] jeszeze jeden pierwiastek s —
= 0,0148. Jednakze ta wartosé prawdopodobienistwa podzialu zaplo-
dnionego jaja jest takze nie do przyjeeia. Jej konsekwencjs sa réwnodei

(14) P, =1,0031, P,= —0,002895, P, — —0,0002949,
P, = 0,00000159.

Niedorzeczno§é tego rozwigzania mozna usprawiedliwié trzema przy-
CZynami. Po pierwsze przyjety schemat teoretyczny powstawania cigz
mnogich jest z pewnofeis ogromnym uproszezeniem rzeczywistosei, po

gie uklad réwnan (11) zostal przez nas uproszezony przez zalozenie,
266 =p, = 0dlai> 4, po trzecie zaf liczby ¢; wyznaczone z ogromnego
materiatu - Greulicha sa wskutek bledéw statystyeznyeh i niejednorodno-
fei materiatu, tylko przyblizeniem rzeczywistych czestodci cias mnogich.
Zwréémy uwage na fakt, ze liczbe s wyznaczyliS§my z réwnania (13),
W ktérym wspélezynniki zaleza tylko od liczb ¢, i ¢,, a wiee od najmniej
flOkladnych czestosei trojaczkow i ezworaczkéw. Z réwnania tego latwo
Jest obliczyé, ze dla aktualnych warto$ci ¢; i ¢, jest w przyblizeniu

— ~ 110, — &~ 220,
deg Gy

& wige bledy czestoei ¢, i ¢, W ogromnym stopniu wplywaja na blad
Tozwiazania, s.

Tak czy inaczej, rozwigzanie (14) jest dla nas bezwartofciowe. Nie
“Tezygnujemy jednak z prayjetego schematu probabilistycznego i ekspe-
Tymentalnych danych (12), ale postaramy sie w inny sposéb rozwiazad
uklad réwnan (11), uwzgledniajac dodatkowo informaecje, jakiej dostarcza
Ram wzér (4) na prawdopodobienistwo jednojajowogdei bliZznigt. Prawdo-
Podobienstwo P,(1) Jednojajowosei bliZnigt w schemacie przez nas przy-
Jebym jest réwne
(15) P,(1) = M. .

. Cy
Tak wiec jezeli na podstawie wyznaczonych eksperymentalnie liczb
Nuy Moy Ny mp. N, = 234497, N, = 264098, N, = 219312, podanych
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przez Nicholsa [11](7), i wzoru (4) obliczymy P,(1) == 0,26392, to pod-
stawiajac te warto§é do wzoru (15) otrzymamy réwnanie, ktére po dola-
czéniu do ukladu (11) pozwoli go rozwigzad.

Z réwnania (15) i pierwszego réwnania ukladu (11) otrzymmemy

¢18(1—s)
H

Py(1) = ==

a po podstawieniu warto§ei (12) i obliczonej wartodci P,(1) otrzymujemy
réwnanie kwadratowe
s(l—-s) = 0,003 098.

Réwnanie to ma rozwigzanie(8)
(16) s == 0,003108.

Przyjmujac te warto$é na s obliczamy latwo z kolejnych réwnan
ukladu (11) nastepujace wartosci prawdopodobienstw p,:
(A7) p, = 0,99135, p, = 0,00859, p, = 0,0005089, p, = 0,000000392.
Tym razem otrzymaliSmy wiec sensowne rozwigzanie ukladu réwnat (11).
Mozemy je wykorzysta¢ do obliczenia poszukiwanych prawdopodobienstw
Py(1), Py(2), P3(3) oraz Py(1), Py(2), Py(3), Py(4). Z przyjetego przez nas
schematu powstawania ciaz mnogich wynika, ze pra;wdopodobwnstwa.
te Wyra,za,]a. sie za pomocay WZOI'OW

Py(1) = —39182(1 8)%,

Py(2) = — pys(1—s),

Cs

1
Py(3) = ;—Ps(l"‘s)a:
3

. B .
(18) Py(1) = 7?183(17‘3)‘,
4 .
b
Py(2) = —pys?(1—s),
Oy
3

Py(3) = Z‘pss(l —8)

1
Py(4) = ;4-194(1—8)‘-

(") Lioczby ze statystyki urodzehh w St. Zjednoczonych w latach 1890-1900.
(%) Drugi pierwiastek s = 0,996892 jest oozywideie nie do przyjecia. Przy tej
wartofol g otrzymalibyémy z pierwszego réwnania ukladu (11) p, > L.
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Wyrazenia te otrzymali§my dzielac odpowiednie wyrazy prawych stron
W réwnaniach (11) przez lewe strony. Podstawiajac do wzoréw (18) war-
todei (16) i (17) otrzymujemy ostatecznie(?)

Py(l) = 0,146, P4(2) = 0,405, P,(3) = 0,449,

P,(1) = 0,099, P,(2) = 0,275, P,(3) = 0,365, P,(4) = 0,261.
Prawdopodobieristwa P,(1) i P,(2) jedno i dwujajowych bliZnigt
Obliczyli$my juz za pomoca wzoru (4) i danyeh Nicholsa

P,(1) = 0,264, P,(2) = 0,736.

(19)

Liczby te otrzymano na podstawie obserwacji ilogei par 33, 49 i Q9.
Analogiczne obserwacje ilogei Ny, Ny, Ny, N, odpowiednich tréjek 33g,
339 399, 999 doprowadzily tylko do ukladu réwnati (8), ktéry nie
Wystarczal do wyznaczenia prawdopodobieristw Py(1), Py(2), P4(3).
Obecnie, majge te prawdopodobienistwa uzyskane na podstawie uczynio-
- Iyeh dodatkowych zatozen, mozemy skontrolowaé te zalozenia, sprawdza-
jac, ezy liczby (19) spehiaja uklad réwnan (8). Zakladajac p — ¢ (jedna-
kowe czestosei obu plei) otrzymujemy w tablicy 1 poréwnanie czestosei
t‘1301"317)70z1£1yeh z obserwowanymi: '

TABLICA 1
| " pleé ilogoi czestosol
trojaczkow teoretyozne | obserwowane | teoretyczne | obserwowane
3343 : 551 614 0,230 0,258
339 636 564 0,270 0,238
3% 636 581 0,270 0,245
299 551 615 0,230 0,259
razem 2374 2374 1,000 1,000

Liczby obserwowane zaczerpniete sy ze statystyki 2374 przypadkow
trojaczkow niemieckich z lat 1923-1936 i 1950-1954 ([14], [1B]).

Jak widaé z powyzszego poréwnania, niezgodnoei odpowiednich cze-
8tosci nie 83 ilosciowo duze, chociaz statystycznie istotne (y2 = 25,3 przy
—_— 7
- ® Prawdopodobienstwa Pg(1), P4(2), Py(3) mozna takie obliczyé przyjmujac
¥ model powstawania cigs mnogich. Tak np. 8. R. Das [1] konstruuje skompliko-
Wang teorie probabilistyezns powstawania blizniab i trojaczkéw, z ktérej moina uzy-
8ka$ prawdopodobiefistwa P, (i), ¢ = 1, 2,3. Na podstawie odpowiednie] adaptacji
Wioréw Dasa i eybowanyeh przez niego danych ([17], [18]) otrzymaliémy wartoéei

Py(1) = 0,139, Py(2) = 0,634, P,(3) = 0,327.

Wal'toéci te réznia sie znacznie od prawdopodobiefistw uzyskanych przez nas, jednakize
tlekawy jest fakt, 26 P4(1) ma wedtug teorii Dasa i naszej niemal identyezng wartosé.

Zastosowania Matemafyki v 9

inn
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3 stopniach swobody). Xatwo jest natomiast zauwazyé dodé jaskrawsy
roznice jakosciowa. Mianowicie liezby teoretyczne przewidujg nieznaczng
nadwyzke trojaczkéw réznopleciowych (54°/), podezas gdy w rzeczy-
wistosel trojaczki o mieszanej plei sa rzadsze od zgodnoplclowych (jest
ich tylko 48,39/,).

Dokonajmy jeszeze podobnego poréwnania dla ezworaczkéw. Tutaj
rozporzgdzamy znacznie mniejszym materiatlem statystycznym. Zdola-
lismy zebrad informacje o plei tylko w 62 przypadkach urodzenia czworacz-
kow. Jest to matberial Hamletta [3], obejmujacy 48 przypadkéw ezwo-
raczkéw urodzonych w USA w latach 1915 - 1930, uzupeliony 11 przypad-
kami czworaczkéw niernieckich ([147, [15]) z lat 1923-1936 1 1950-1954 (19),
oraz trzy znane nam przypadki ezworaczkéw urodzonych po ostatniej
wojnie w Polsce: gérnolaskie (1948r1.) — 3999, lubelskie (1954r1.) —
8339 i wroclawskie (1954 r.) — 3333. Podobnie jak przy trojaczkach,
poréwnamy teorie z rzeczymstoécmé podstawiajac liczby (19) do ukladu
przyblizonych réwnan(11).

Py(4)pt+Py(3)p*+P,(2)p*+Py(1)p = N, /N,

4P4(4)p3§l+ 2P4(3)P291+P£l)(2)pq = N,/N,

6P, (4)p*q*+P,(3) pg+PP (2)pg = N,/N,

4P,(4)pg’+ 2P,(3) pg*+ PP (2) pg = N,/N,

P4(4)q4+P4(3)q3 +P4(2)Q2+P4(1)Q = N;/N,

gdzie:

. . 4 4

PP(2) = —past(1—s)* = —P,(2)
Cs 5

oznacza prawdopodobienstwo, ze czworaczki sa dwujajowe i troje rodzen-
stwa pochedzi z jednego jaja;

‘ 1 1
PP (2) = —past(l—s)t = - P,(2)
€y 5 ,
prawdopodobieristwo, ze czworaczki sg dwujajowe i z kazdego jaja po-
chodzi dwoje rodzedstwa; p i g, jak poprzednio, oznaczaja prawdopo-

(**) W latach tych niemieckie roczniki statystyczne notuja 29 przypadkéw
urodzenia czworaczkéw, jednakze przedwojenne roczniki nie podaja plci rodzenstwa,
a tylko dla kazdego roku ilodé ezworaczkéw i laczng iloéé chlopedw i dziewezynek.
Z tego powodu mogliémy z danych przedwojennych wykorzystaé tylko te lata, w kt6-
ryeh czworaozki rodzily si¢ tylko raz. Dla uniknigeia selekeji trzeba bylo pomingé
nawet te lata, w ktéryech moina bylo z sumaryoznej liczby odtworzyé pleé poszozegdl-
nyeh ezwérek, np. rok 1933 — 2 przypadki ezworaczkéw, razem 1 ehioplec i7 dziew-
czynek. -

T ) Jest to odpovnedmk podobnych ukladdéw réwnah dla. Dblifniat (5) i dla
trojaczkéw (8)
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dobiedistwa plei meskiej i zenskiej u noworodka {w naszych ebliczeniach
Przyjmiemy p =g = 3), a N, N,, N,, Ny, N,, N, odpowiednio ozna-
czajy liezbe zaobserwowanyeh czwérek ezworaczkéw i liczby rodezenstw
4333, 3432 43I 399Q 2999, (N = Ny +N,+Ny+N,+N,).

Dostajemy w ten sposéb nowe poréwnanie teorii z rzeczywistoscis
(tablica 2).

TABLICA 2
pleé itosei . czestosel
¢ o
— ZWora.qz_kow i tooretyczno l obserwowane | tooretyczno obsorwowa.ne_
334343 11 15 0,18 0,24
33439 13 -9 0,21 0,14
3322 14 13 - 0,22 0,21
3999 13 11 0,21 0,18
2299 11 14 0,18 0,23
Trazem 62 62 1,00 1,00

Tym razem niezgodnodé teorii z rzeczywistoseis jest nieistotna
(#* = 3,9 co przy 4 stopniach swobody jest nawet wartocig mniej-
SZ%];. od oczekiwanej wartofei y2). Z pewnofcia jednak na wiekszym ma-
teriale statystyeznym uwidocznilyby sie rozbieznogei istotne. Zwréémy
UWage, ze zauwazona u trojaczkéw nadwyzka obserwowanych ilodei
rodzenstw zgodnoplciowych nad odpowiednimi teoretycznymi iloSciami
ptrzymuje_ 8i¢ takze (chociaz na nielicznym materiale nie jest statystycznie
I.Stoma') U ezworaczkéw. Poniewaz wszystkie rodzenstwa jednojajowe sg
Jednopleiowe, wiee prayczyny zaobserwowanyeh nadwyzek moima sie
dOIFYSI&(S W tym, ze prawdopodobienstwa P,(1) i P,(1) jednojajowosci
tromozkéw I ezworaczkéw 83 w rzeczywisto§ei wigksze od obliczonych
Przez nas wartogei (19). Oczywiscie zasadnicza przyezyna wszystkich
mez.gO’dnoéei jest zbyt uproszezony schemat powstawania ciaz mnogich.
a:zdy Przyrodunik czy lekarz bez trudu wskaze wiele réznych okolicznosei,
torych nie uwzglednilis§my w schemacie przyjetym przez nas, a ktére
m’Oga! W istotny sposéb zmienié obliezone prawdopodobienstwa. W szeze-
golnosoi nalezy zwrécié uwage na fakt, ze w ukladzie réwnan (11) lewe
stron.y- dotyezy momentu urodzin, a strony prawe momentu zaplodnienia.
Jv Clagu 9 miesipey oddzielajacych te dwa. momenty moga zachodzié
1 }St?tnie zachodzg rézne selekcje(1?), trudne do zbadania i statystycznego
ecla. Majae na uwadze te wszystkie zastrzezenia sadzimy jednak, Ze
liczby (19) g jedynymi dostepnymi dzi§¢ estymacjami odpowiednich

TTTe———

(**) Patrz np. praca M. Pfaundlora [12] i inne.
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- prawdopodobienstw i przyblizaja je przynajmniej z dokladnogeiy do
pierwszej cyfry po przceinku. Nawet taka dokladno§é moze byé wystar-
czajaca do wyciagniecia pewnyeh wniosk6w praktyeznyeh. Dlatego tez
zdecydowalidmy sie oglosié drukiem uzyskane wyniki.

Na zakotczenie pokazemy jeszcze, jak mozna zastosowad powYyZsze
rezultaty w konkretnym przypadku badania jednojajowoSci czworacz-
kéw. Ten wladnie przypadek sklonil autoréw do poszukiwania metod
statystycznych badania jednojajowosci wielorakiego rodzefistwa. Przed-
miotem dalszych badan sg czworaczki 333d urodzone we Wroclawiu
w roku 1954. Czworaczki te byly badane ze wzgledu na cechy grupowe
krwi ukladéw ABO, MN, Rh (podgrupy C, D i E), Kell-Celano oraz ze
wzgledu na wydzielanie substanecji grupowyeh w §linie i wrazliwoéé na
gorzki smak fenylotiomoeznika. W tych badaniach wszysey ezterej bracia
wykazali identyczny obraz: A, MN, ccddee, Kell—, G+ (smakuje),
S (wydzielacz).

Analogiczne badania rodzieéw daly nastepujace wyniki. Matka:
A, M, CcDdee, Kell+, G+ (smakuje), S (wydzielacz). Ojciec: O, MN,
CeDdee, Kell—, G— (nie smakuje), ?(13).

Ponadto wykonane jeszceze badania serologiczne zyjacych dziadkow
(ojeiec i matka ojea oraz matka matki) w nadziei, ze uda sie w ten sposéb
odpowiedzie¢ na nastepujace pytania: "

1) Ozy matka jest homozygota AA, czy heterozygota AO?

2) Czy matka jest homozygota, czy heterozygota w cesze smako-
wania ?

3) Czy ojciec jest wydzielaczem, czy nim nie jest; jesli tak, to ezy jest
homozygoty ezy tez heterozygoty? _

4) Czy matka jest homozygota, czy heterozygota w cesze wydzie-
lania ? :

‘Niestety, badania te nie pozwolily odpowicdzieé na zadne z wymie-
nionych pytan. X

Do obliczenia wedlug wzoru (9) prawdopodobienstwa, ze badane
czworaczki sy jednojajowe musimy na podstawie wynikéw badan ro-
dzenstwa (C) i ich rodzieéw (R) obliczyé prawdopodobienstwo P(C|1, R),
ze jednojajowe czworaczki rodzicéw R maja zespél cech €. Jak juz
zauwaszyliSmy wezedniej, prawdopodobienstwo to jest réwne prawdo-
podobienstwu, ze pojedyncze dziecko R bedzie mialo zesp6l cech O.
Znajac P(C|1,R) obliczymy dalsze prawdopodobienistwa P(C|2,R),
P(C|3,R) i P(C|4,R) wedlug wzoréw (10). Ze wzgledu na niezaleinosé

(*?) Brak substaneji grupowyeh A lub B nie pozwolil stwierdzié, czy ojociee jost
wydziolaczom, ¢zy nim nie jest. ’
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genetyczng badanych ukladéw, prawdopodobienstwo P(C |1 , B) mozna
Przedstawié¢ w postaci iloczynu

6

(20) P(C|L,R) = §[[P(Ci]1, Ry,

i=1
gdzie C,, R, oznaczaja wyniki badan czworaczkéw i ich rodzicéw w za-
kresie ukladu grup gléwnych ABO; O,, B, — wyniki badan ukladu MN;
Cs; By — wyniki badan podgrup Rh (C, D, B); C,, R, — wyniki badan
cechy Kell-Oelano; (5, RB; — wyniki badah wrazliwogei smakowej; Cj,
B — wyniki badan wydzielania, a wspélezynnik } jest zaokraglong wax-
toseia prawdopodobieristwa plei meskiej u noworodka.
. Prawdopodobienstwa P(C;|1,R;) latwe sa do obliczenia dla tych
wartosei ¢, przy ktérych wyniki badan C; i R; okre§laja pelny obraz geno-
typéw badanych os6b (i = 2, 3, 4). Zachodza zwigzki :

@) PGiJ1,R) =1, PG|L,B) =1, P(GL,R) = }.

Pierwsza z tych réwnosei wynika z faktu, ze rodzice, matka M i ojciec
MN, majs, polowe dzieci M i polowe MN. Drfuga réwno§é uzyskujemy
Podobnie, uwzgledniajac fakt, ze rodzice CcDdee majacy dzieci ceddee
Muszy mieé strukturg genetyczna CDejcde, a potomstwo takich rodzicow
ma strukture cde/cde z prawdopodobienistwem }. W przypadku cechy
Kell-Cellano -wnioskujemy, ze matka Kell - majaca dzieci Kell— musi
byé heterozygots Kk i polowa jej potomstwa z ojeem Kell — bedzie
miats ceche Kell—. : - .

. Pozostalych trzech prawdopodobienstw P(Cy|1,R;), P(0s|1,R;)
1 P(O4l1, R) nie mozna juz obliczyé tak prosto, a to ze wzgledu na nie-
Znajomosé dokladnej struktury genetycznej badanych oséb. Jezeli matka
Jest heterozygota AO, to P(0,|1,R,) = 4, jedli zas jest homozygota AA,
to P (01|1 y &) = 1. Podobnie, jezeli matka jest heterozygota Gg w cesze
Smakowania, to P(C5|1,R;) = 4, jeSli za§ jest homozygota GG, to
P(stl,Rs) = 1. Jeszcze wiecej mozliwosel jest w zakresie cechy wydzie-
#la. Jezeli ojeiec nie jest wydzielaczem, a matka jest wydzielaczem
hete}'OZYgotag Ss, to P(06|1,R5) = }, jezeli oboje rodzice sg heterozygo-
tami, to P(C‘6|1 y Rg) = %, jezeli za§ przynajmniej jedno z rodzicéw jest
Wydzielaczem homozygota SS, to P(C4|1, Rg) = 1. Z powyzszych rozwa-
Zal mozemy zatem wywiesé tylko oszacowanie tych prawdopodobienstw:

(22) PSP, B) <1, i=1,5,6.

IZ)a:mm POkasZemy jak mozna dokla.dniej obliczyé te trzy prawdopodo-
lenstwa, zwréémy uwage na to, ze wyzyskujac warbodei (21) i oszaco-
Wania (22)

mozemy z wzoru (20) uzyskaé oszacowanie

1/256 < P(C|1 ,;R)_ <1/32,.
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Uwzgledniajae to oszacowanie, liczby (19) i wzory (10) otrzymamy osba-
tecznie z wzoru (9) oszacowanie prawdopodobiefistwa, Ze omawiane
czworaczki wroclawskie sg jednojajowe:

(23) . 0,917 < P(1|C, R) < 0,990.

Podobnie mozemy oszacowaé prawdopodobienstwa, ze omawiane czwo-
raczki sz dwujajowe, tréjjajowe, lub czterojajowe:

0,08 > P(2|C, R) > 0,01,
(24) 0,004 > P (3|0, R) > 0,00006,
0,00007 > P(4|0, R) > 0,00000015.

Z powyzszych oszacowan wynika, ze w badanym przypadku jedno-
jajowosé badanych czworaczkéw jest bardzo prawdopodobna, a tréj-
jajowosé i czterojajowo§é praktycznie niemozliwa.

Obliezymy teraz dokladniej prawdopodobienstwo jednojajowosei ba-
danych czworaczkow, zastgpujac oszacowania (22) przez wartoscei od-
powiednich prawdopodobiefistw obliczonych na podstawie wynikéw ba-
dan, dziedziczenia badanych cech oraz ich czestosci w populacji polskie;j.
Metode obliczania tych prawdopodobieristw oméwimy dokladniej na
przykladzie prawdopodobienstwa P(O’]|1 ,I2;), to jest prawdopodobien-
stwa, ze dziecko badanych rodzicow (matka A, ojciec O) bedzie miato
grupe A. Prawdopodobienstwo fo, jak juz wspomnieli§my, jest réwne %,
jezeli matka jest heterozygota AO, i 1, jezeli jest homozygota AA. Po-
niewaz jednak nie umiemy rozpoznaé genotypu matki, obliczymy praw-
dopodobienstwo P(01|1,R1) jako wartos¢ oczekiwang z wzoru

(25) | P(C4|1, Ry) = }P,o+P,4,

gdzie P,, i P,, oznaczajy prawdopodobienstwa, ze matka czworaczkéw
jest odpowiednio heterozygota AO lub homozygoty AA. Oznaczmy na-
stepnie symbolem P’,, warunkowe prawdopodobienstwo, ze osobnik
z populacji polskiej majacy grupe A jest heterozygota AO. Podobnie P,
niech oznacza warunkowe prawdopodobienstwo homozygoty AA. Z cze-
stofci odpowiednich genéw (warunkujgeyeh grupy krwi ukladu ABO)
w populacji polskiej ([6]) mozna obliezyé, ze
Plo=0810 i P,, = 0,190(1),
(*¢) Jezeli p jest oczestodcia genu A, a r czestodeig genu O, to ozestosé homo-

zygot AA w populacji jest p?, a czestosé heterozygot AO 2pr. Prawdopodobiehstwa
warunkowe P’Ao i PL_A obliczymy wiee z wzoréw

2pr p?
PI . —— T P’ —_ ———
AO p3+ 2pr AA P+ 2pr
W populacji polskiej {[5]) jest p = 0,271, r = 0,579,
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Tyeh prawdopodobieristw nie mozZna jednak bezposrednio zastosowad
do matki czworaczkéw. Sg to bowiem prawdopodobieristwa a priori
(dla dowolnego osobnika losowo wybranego z populacji polskiej i maja-
cego grupe A), a o matce czworaczkéw wiemy dodatkowo, Ze z ojcem
o grupie O miala czworaczki i wszystkie dzieci mialy grupe A. Wartogé
tej informacji zalesy jednak w istotny sposéb od tego, czy czworaczki
byly jednojajowe, dwujajowe, tréjjajowe, ezy czterojajowe. Poniewas
tego nie wiemy, prawdopodobielistwo a posteriori P, , ze matka czworacz-
kéw jest heterozygota AO, obliczymy jako warto$é oczekiwang prawdo-
podobienistw a posteriori obliezonych wedlig wzoru Bayesa:

26) P, = ZP (5|, R) ,,PAO;‘_‘;,M, Py =1-Py,.

- Podobnie mozemy napisaé analogiczne wzory na prawdopodobien-
stwo P(0y|1, Ry):

i=1

(27) P(C|1, Re) = $Pog+Poas
4 i/
(28)  p : (4) Pog Poy = 1—P
Gg ZP(Z{O,R) )’LP;}E"‘"P:}G ’ GG Gg?
gdzie P’

i PLy oznaczaja warunkowe prawdopodobiefistwa, ze osobnik
z poPUl%lll ‘polskie] o cesze G+ jest odpowiednio heterozygoty Gg lub

Omozygotay GG, a Py, i Pyg oznaczaja prawdopodobieristwa, Ze matka
badanych czworaczkéw jest odpowiednio heterozygota Gg, lub homozy-
gota GG. W populacji polskiej jest

Pyg = 0,726,  Pgq = 0,274(%9).

W przypadku cechy wydzielania substancji grupowyeh sytuacja

jest jeszcze bardziej skompllkowana Odpowiednikami wzoréw (25) i (26)
8§ wizory

(29) (Gﬁlla RG) = %PSs.ss'{’ %PSS,SS—I_PSS’
4 .
: (3)'Pg,
Pgyee = > P(i|0,R)——; = ;

Sse g ' ) (%) Pt (3) PaggatPag
(30) (3) Py
/ Py, P(i|C,R) S

Sefe = 2 l %‘)i 88,88 + (I)tP Ss,Ss +P SS
—_—_— ! PSS=1"—'PSsss_"PSsSs’

) k(“) Liozby uzyskane analogioznie jak Pho i P4, na podstawie czestobei genu
Makowania w populacji polskiej 0,430. Czestosé te obliczyliémy z czestodci cechy

smakOW&nm W Polsce, obliczonej z polaczonych materialow XK. Modrzewskiej [9]
1 B, Popielskiego [13]. ‘ :
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gdzie Pgy o, Pgoayy Pgg  0Znaczaja odpowiednio prawdopodobienstwa
trzech mozliwyeh sytuacji:

a) matka badanych ezworaczkéw jest wydzielaczein heterozygota Ss,
a ojeciec jest niewydzielaczem s,

b) oboje rodzice sy heterozygotami Ss,

¢) przynajmniej jedno z rodzieé6w jest wydzielaczem homozygota SS;

Py ey Pés,sS, Pgq oznaczajy analogiczne prawdopodobiedstwa dla
losowo wybranej pary z populacji polskiej, o ktérej wiemy tylko,
ze matka jest wydzielaczem. Prawdopodobienistwa te mozna obliczy¢é
na podstawie czestosei wydzielania w populacji polskiej ([8]) oraz zakla-
dajac genetyczng teorie dziedziczenia tej cechy i niezaleinosé doboru
matzonkéw. Dla populacji polskiej jest o

Pgoss = 0,119,  Pgeq, = 0,302, Ply = 0,579.
Wzory (25)-(30) nie pozwalajg jeszeze uzyskaé liczbowyeh wartodei praw-
dopodobieristw (22). Wyrazaja sig one przez nieznane prawdopodobien-
stwa P('i|0,R), t =1, 2,3, 4. Jednakze wzory (25)-(30) wraz ze wzorem
(9) oraz analogicznymi wzorami na prawdopodobienistwa P20, R),
P(3|C, R) i P(4|0, R) tworzg ukiad réwnan, z ktérego mozna ostatecznie
obliczyé szukane prawdopodobieristwa P(i|C,R). Uklad ten rozwig-
zemy w sposéb przyblizony metods iteracji. Przyjmijmy jako wyjéciowe
przyblizenie prawdopodobienstw P(i|C, R) lewe strony nieréwnosci (23)
i (24)
PO(1|0,R) = 0,917, P©(2[0,R) = 0,08,

PO3|C,R) = 0,004, PO4|C,R) = 0,00007.

Podstawiajac te wartosei do wzoréw (25)-(30) otrzymamy pierwsze przy-
blizenie prawdopodobieristw (22): .

PO(C,{1,R,) = 0,666, PO(C4]1,R,) = 0,722, PY(C4|1, B) = 0,902.

Wartodei te wraz z wartodeiami (21) i (19) pozwola nam obliczyé nowe
przyblizenia prawdopodobienstw P(i|C, R):

PO(1)0,R) = 0,9631, P®(2|0, R) = 0,0362,
P30, R) = 0,0007, P®(4|0,R) = 0,000006.
W nastepnym cyklu iteracyjnym uzyskujemy wartofei
PO(0,[1, R,) = 0,6627, PO(C,[1, B;) = 0,7182, P (041, Rg) = 0,9010,

oraz )
PO(1{¢,R) = 0,9635, P®(2|0,R) = 0,0359,

PO(3|0,R) = 0,0006, P(4|0,R) = 0,000006.
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Drugie przyblizenie rézni sie juz tak nieznacznie od pierwszego,
Z& mozemy na nim zakonezyé iteracje przyjmujac uzyskane wartosei
W miejsce poszukiwanych prawdopodobienstw. Badane cazworaczki sa
wige jednojajowe z prawdopodobienstwem przekraczajacym 96°/,. Prawdo-
Podobienstwo to uzyskaliSmy wykorzystujac tylko badania serologiezne
CZworaczkéw i ich rodzicéw. Inne badania, np. antropologiczne, dostar-
¢zaja nowych argumentéw za jednojajowoscia tych czworaczkéw. Nie-
Stety jednak dziedziczenie cech antropologicznych nie jest takie proste,
Jak dziedziczenie cech serologicznych i zastosowana przez nas metoda
nie pozwala wykorzysta¢ badan antropologicznych. Badania te moglyby
by¢é wiyczone do naszych rozwazan, gdyby mozna bylo sformulowaé
zasady dziedziczenia cech antropologicznych.. Wystarczylyby do tego
celu statystycane prawa daiedsiczenia tych cech, ktére mozna empi-
Yyeznie uzyskaé z badania dostatecznie duzej liczby rodzin.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK
EATEDRA PROPEDEUTYKI PEDIATRII AKADEMII MEDYCZNES WE WROCLAWIU
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10. TVKAMEBHY, T. K. HOBAKOBCKH (Bponaas)

O BBIYHCJAEHHH BEPOATHOCTH HIPOUCXONKIEHHA YETBEPHH H3
OJHOro ANINA

PEBSIOME

B crarbe NMOKA3AHO, KAK B KOHKDOTHOM Ciydae GausHenon ABoitay, TpoKHM.
MIH YETBOPHM MOMHO, Ha OCHOBAMMH De3yIHTATOB ONpENeNeHUs TpyIn rponu (Hau
APYFMX HPHSHAKOB, 33KOHH HACHeJOBAHMA KOTOPHX ABIAIOTCH M3BECTHHMM), BHMU-
CHAKUTH BEPOATHOCTH TOI'0, YTO 9TH OAM3HENH oaHoainesue. Tak, Hampumep, opMyaa
(9) naér ycuomryo meposrrocts P (1 C,R) Toro, uro jaMHAA ueTBEpPHA HPOHCXOUT
u3. 0fHOTO AKNUA, KOrjaa UBBeCTEeH pesynsrar C MCCiae 0BAHEA dTOK YeTBOPHY M pe3yanh-
rar B uccaepoBamma popmremeit. Dva GOpMYyILa HBAMETCA YACTHHM OpUMEeHEHUSM
GopMyas Beiteca, a BepoATHOCTH BHCETYNAOmMMe B NPaBoit UacTH pasencrsa (9) MMelor
cnepyfomue sHaueHHA: P,(1), P,(2), P,(3), Py(4) — 270 anpmopHHe BEPOATHOCTH
TOr0, YT0 YEeTBEPHAA NPOMCXOIUT COOTBETCTBEHHO W3 OJHOFO0, NBYX, TPSX MIM eTHpEx
aun; P(C/1,R); P(0|2,R), P(0|3,R), P(C]4, R) — ar0 ycaoBHHNe BepOATHOCTH TOr0,
UTO, MCCIEAYA COOTBETCTBOHHO OAHOAKNEBYIO, [BYAHNEBYW, TPExAlineBy® max
YeTHPEXAKNEBYI0 YeTBEPHIO, MomxydumM peayaprar C, KOTAS M3BecTeéH pesympTar R
MCCNENOBAMAA pPOIUTENEH. ’ _— :
AOpHOpPHELE BEPOATHOCTH BHUYMCIEHH B CTaThe Ha, OCHOBAHMM IPequoiaraeMol
MOMeNH CIHYyIAHHOro NPOUCXOKACHUA MHOYONZOLNH, M3BECTHHX Y4CTOT MHOFOIIONMHA
M YacTOT BCeX KOMOMHAUWHA TIOMA POMIEHHHX OXW3HeNoB. VY CIOBHME BEPOATHOCTH
BLTHCAANTCA HA OCHOBAHMM 34KOHOB HACHeTOBAHMA MCCIENOBAHHHYX IPHAHAKOB.
BeposarroeT® TOrO, 4TO MCCIAEXOBAHHASM YeTBEPHA NUPOUCXOAUT M3 ABYX, TPEX
MM 9eTHPEX AHN BHYHACHAITCA NMopobHHIM 06pasoM.
- ABTOPH NPHMEHAIOT CBO0 [EOPHI0 K MCCAENOBAHMIO YeTBepHH PO AEHHON
B 1954 roay Bo Bpomaase. G BEpPATHOCTIO P(l[(},R)w 0,96 »r0o opmominenas
qeTBEPH U, , T
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J. LUKASZEWICZ, T. K.- NOWAKOWSKI (Wroclaw)

THE OALOULATION OF THE PROBABILITY OF QUADRUPLHETS
ONH-EGG ORIGIN

SUMMARY

The authors show in this paper how to ealculate on the basis of blood group
9Xaminations (or examinations of some other features for which the heredity laws
are known) the probability of the onc-egg origin of given twins and super-twins.
Thus for instance the formula (9) gives the conditional probability P (1|0, R) that
the quadruplets are the one-egg ones, given the result € of their examination and the
Tesult B of the examination of the quadruplets’ parents. It is an application of Bayes’s
formula ang the Probabilities on the right-hand side have the following meanings:
Pub), Py(2), p 1(3), Py(4) — are a priori probabilities of the one-egg, two-egg, three-
%88 or four-egg origin of the quadruplets; P(0|1,R), P(C|2,R), P(0|3, R), P (0|4, R)
— are conditional Probabilities that the examination of quadruplets will give the
result O if we know that they are ono-egg, two-egg, three-egg or four-egg respectively
and. the result of the examination of their parents is R.

.. The authors compute the & priori probabilities assuming a random model of the
omgin of multiple births and taking into acecount the known frequencies of twins,
triplets and quadruplets and the frequencies of all sex combinations among them.
The conditional Probabilities can be caloulated on the basis of the heredity laws
governing the features examined.

The probabilities that the oxamined quadruplets are two-egg, three-egg, or
®82 omes can be computed likewise.
The authors illustrate their theory giving an application of formula (9) in the

®ase of quadruplets bogy n 1954 in Wreghww~Lhe probability that those quadruplets
ATe one-egg is P (1|0, R) ~ 0,96.

four.




