W. SADOWSKI (Warszawsa)

O NIEPARAMETRYCZNYM TESCIE
N4 POROWN YWANIE ROZSIEWOW

1. Rozwazamy k populacji cigglych, ktére réznig sie miedzy sobag
co najwyzej wariancja; rozklady tych populaeji, w szczegélnodei warian-
cje o (¢=1,2,...,k), nie s3 nam znane.

W niniejszej pracy podano test istotnodei, ktéry pozwala sprawdzié
hipoteze, ze ktérag z tych populacji ma wiekszg warianeje niz pozo-
stale, to znaczy ze istnieje takie §, iz

g 2 2 2
02'>mavX(O'i,...,O'j_1,Gj+l,. -,O’k)

W teorii sprawdzania hipotez statystycznych istnienie takiego o} tra-
ktuje sie jako hlpoten; alternatywng w stosunku do hipotezy 7erowe]

0} =o0i=...=0}. -

Proponowany test jest testem nieparametrycemym, to znaezy do zbu-
dowania go nie potrzeba znaé dystrybuanty rozpatrywanych populacji.
Jest to niewatpliwie zalety. testu. Drugg jego zaleta jest prostota, co ma
szczegllne znaczenie dla zastosowan. Natomiast wadg proponowanego
testu jest jego stosunkowo niewielka moc 1). Jest to cena, jaka si¢ zwykle
placi za prostote testu i brak zalozenia o rozkladzie populacji generalnej.

Przykladem zastosowania omawianego testu moze byé badanie do-
kiladnodei przyrzadéw pomiarowych. Test pozwala wskazaé przyrzad
0 najmniejszej dokladnodei lub moze okazaé, iz wszystkie przyrzady
majg te samg dokladnodé. Test mozna réwnies zastosowaé do badania
dokladnosei kilku maszyn precyzyjnych lub w innych podebnych przy-
padkach.

Pomyst powyzszego testu powstal pod wplywem pracy Mostel-
lera [1]. Mosteller zbudowal mianowicie nieparametryezny test pozwa-
lajagey rozstrzygnaéd, ktéra sposréd k populacji ma najwigkszg §rednia,
przy zalozeniu, Ze populacje sa ciagle i réznia sie co najwyzej Srednimi.

1) Zagadnienie mocy tego testu i testéw podobnyech jest obecnie przedmlotem
badah autora.
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Zar6éwno test Mostellera, jak i test podany w niniejszej pracy, opie-
raja sie na metodzie permutowania élementéw prébki, zwanej takze
metodq randomizacji. Metody te} bardzo czesto uzywa sie przy konstrukeji
testéw nieparametrycznych; poniewaz nie jest ona tak powszechnie
znana, jakby na to zaslugiwala, oméwimy ja pokrétce w punkecie 2 2),

2, Niech bedzie N zmiennych losowyeh X, X,,...,Xy o lgcznej
dystrybuancie Py(,2,,...,%y). Niech W oznacza przestrzei prébek,
to znaczy przestrzen punktéw E = (,,,,...,2y). Kazda hipoteza staty-
styezna, jakg zazwyczaj sprawdzamy, da si¢ napisaé w postaci Fyeo,
gdzie we Q, przy czym £ jest klasa dopuszezalnych dystrybuant. Hipo-
teza statystyezna jest wige pewnym przypuszezeniem o ksztalcie dystry-
buanty Fy. Test statystyczny sluzacy do sprawdzania hipofez jest re-
guly, wedlug ktérej rozstrzygamy na postawie prébki, czy sprawdzang
hipoteze nalezy odrzucié czy przyjaé. Budowa testu polega na znalezieniu
takiego obszaru wCW, ze gdy punkt losowy E=(X,,X,,...,Xy) znajdzie
sie w obszarze w, hipoteze odrzucamy, w przeciwnym za$§ przypadku
hipoteze przyjmujemy. Zgodnie z klasyczng juz dzisiaj teoriag Neymana-
-Pearsona, wybieramy taki obszar w, zeby dla dobranej z géry liezby «
(0<a<1) zachodzila nieréwnogé

(1) PEew|Fy)<a dla kazdego Fyeo.

Obszar w spelniajacy powyiszg relacje nazywa sie obszarem podobnym
do przestrzeni prébek. Litera a oznacza tu prawdopodobienstwo popel-
nienia bledu polegajacego na odrzuceniu sprawdzanej hipotezy Fyew
wtedy, gdy jest ona prawdziwa. Poniewaz w wigkszodei przypadkéw
istnieje nieskoiniczenie wiele obszaré6w spelniajacych warunek (1), wybie-
ramy ten obszar sposréd nich, dla ktérego

(2) P(Eew|Fy)=max dla kazdego Fye(2— w).

W ten sposob obszar w zapewnia nam mozliwie najwigksze prawdopode-
biefistwo odrzucenia sprawdzanej hipotezy, gdy jest ona falszywa.

W przypadku hipotez parametrycznych, to znaczy gdy dystrybu-
anty nalezgce do zbioru hipotez dopuszczalnych £ réznig sie jedynie
parametrami, mozna czesto -przy zastosowaniu odpowiednich twierdzen
skonstruowaé obszar w spelniajagcy warunki (1) i (2). Natomiast dla hi-
potez nieparametrycznych, to znaczy gdy elementami zbioru £ moga
byé jakiekolwiek dystrybuanty, nie tylko nie umiemy efektywnie kon-
struowaé obszaréw w spelniajacych powyzsze dwa warunki, ale nawet

2) Oméwienie to bedzie miale jedynie charakter szkicu. Blizsze informacje
moina znalezé przede wszystkim w pracach R. A. Fishera, [2], str.’ 96-99 i [3],
str. 43-47, ktéry jest twérca omawianej metody. Interesujace uogdlnienia i sprecy-
zowanie metody randomizacji podaja H. Scheffé {4] i [5] oraz E. Lehman i C.
Stein [6].
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na og6l nie wiemy, czy obszary takie istnieja. Sa jednak metody pozwala-
jace na konstrukeje obszar6w podobnych do przestrzeni prébek, to znaczy
obszaréw w spelniajacych warunek (1). Jedng -z najwazniejszyeh metod
jest wymieniona w punkeie 1 metoda randomizacji.

Oznaczmy przez 8 zbiér tych permutacji wspolrzednych @;,%,,...,%85
w przestrzeni préobek W, dla ktéryeh wartodei poszezegdélnych dystry-
buant Fyew nie ulegaja zmianie. Niech s oznacza liezbe permutacji nale-
zgeych do zbioru 8. Kazdemu punktowi E z przestrzeni W przyporzadku-
jemy zbiér (E'), do ktérego nalezy s punktéw otrzymanych przez wszyst-
kie permutacje ze zbioru 8 dokonane na wspélrzednych punktu E.

Do obszaru w zbudowanego metodg randomizacji zaliczamy po ¢
punktéw (g<s) wybranych ze wszystkich zbioréw (E’) odpowiadajacych
wszystkim punktom FE. Okazuje sie, Ze obszary zbudowane metods
randomizacji s3 obszarami podobnymi, to znaczy spemiaja warunek (1),
przy czym P(Eew|Fy)=q/s. Mozna wykazaé, przy doéé stabych zalo-
zeniach, ze metoda randomizacji jest jedyna metoda pozwalajaca na
konstrukeje obszaréw podobnych w przypadku sprawdzania hipotez
nieparametrycznych. Mozna tez wykazaé, ze obszary podobne.istniejg
tylko wtedy, gdy do klasy 2 nalezig wylaeznie dystrybuanty ciagte®).
Dlatego przy wigkszodci testéw nieparamefrycznych musimy zakladad
cigglodé populacji generalnej.

Yatwo zauwazyé, ze obszaréw podobnych zbudowanych metodg ran-
domizacji moze byé wiele. Powstaje zagadnienie, jak wybraé jeden z nich.
Otéz w przypadkach nieparametrycznych bardzo trudno jest korzystaé
z warunku (2), gdyz nalezaloby rozpatrywaé funkcjonat P(Eew|Fy)
okreflony dla Fye(2—o). Jak dotad, w praktyece wybiera si¢ obszar podob-
ny spofréd obszaréw speiniajgeych relacje (1) za pomocay odpowiednio
skonstruowanej statystyki 7T(X;,X,,...,Xy). Podamy tutaj przyklad
zastosowania metody randomizacji i uzycia odpowiedniej statystyki T.

PRZYKEAD. Z populacji o nieznanym rozkladzie ciagtym G (x,y) pobra-
no prébke (x;,y;) (1=1,2,...,m) skladajaca sie z m niezaleznych par. Na
tej podstawie nalezy sprawdzié hipoteze o niezaleznosei zmiennych X i ¥,

Klasg dopuszezalnych dystrybuant 2 jest tu klasa wszystkich cia-
glyeh dystrybuant (dwuwymiarowych), natomiast podzbiér w zawiera
wszystkie dystrybuanty Fy postaci

3) Fe=]17@[] K,

gdzie J i K sg dowolnymi dystrybuantami cigglymi oraz N = 2m.

3) Wazystkie te twierdzenia w precyzyjnej formie mozina znaleZé w wymienio-
nych jiz poprzedinio pracach H. Scheffé’go [4] i [6] oraz E. Lehmana
i C. Steina [6].
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Do zbioru 8 nalezg w rozwazanym przypadku te permuiacje dokonane
na wspbirzednych @,,%s,...,%,,%1,Y2,...,Yn, KtéTe nie zmieniajg wartoseci
zadnej z dystrybuant Fyew, to znaczy zadnej z dystrybuant postaci (3).
Otéz Fy nie zmienia wartodei wtedy, gdy permutuje sig wspélrzedne w,
migdzy sobg oraz osobno wspélrzedne y;; natomiast laczne permutowanie
wspélrzednych z; i y; moze wplywaé na wartosé Fy. A wiec zbi6r § liczy
w naszym przykladzie (m!)® elementéw. Zatem kaidemu punktowi E
z 2m-wymiarowej przestrzeni préb W jest przyporzadkowany zbiér (E’)
skladajacy sip z (m!)® punktéw o wspélrzednych wyznaczonych prrez
elementy zbioru §. Wybierajae po ¢ punktéw ze wszystkich zbioréw (E’),
otrzymujemy obszar podobny w, dla ktérego

P(Eew|Fy dia kazdego Fyew.

)= iy

O tym, ktdre ¢ punktéw sposréd kazdego zbioru (E') zaliozyé do ob-
szaru w, rozstrzygamy za pomocg odpowiednio dobranej statystyki 7.
W naszym przypadku taksg statystyka moze byé na przyklad

1‘2 ;9]
T‘E) — =1 .

m m

2w Y
=1 i

=1

Zgodnie z intuicja, do obszaru w zaliczymy tych ¢ punktéw kazdego
zbioru (E’'), dla ktéryeh T'(F) przyjmuje wartodei wieksze niz dla pozo-
stalych 8—gq punktéw.

Niech na przyklad wyniki préby beda nastepujace: =2, 2,=3,
By =5, =1, Y, =4, y;=8. Zbiér § liczy tu (3!)*=36 elementéw. Nalezy
teraz obliczyé na podstawie prébki 36 mozliwyeh wartodei, jakie moze
przyjaé T(E). Latwo sie przekonaé, ze w 6 przypadkach T (E)=54,
w 6 nastepnych T'(E)=>51, i dalej, kazdorazowo dla 6 przypadkéw, mamy
T(E)=50, T(E)=39, T(E)=317, T(E)=33.

Zalézmy, ie o=0,2; woéwezas zaliczajac do obszaru krytycznego
pierwszych 6 punktéw mamy

6
PEew|Fy)= % =0,166...
Zaliczajac 12 punktéw otrzymamy
12
P(EewlFN)=3-6 = 0,333...

A zatem przy a=0,2 do obszaru w nalezy zaliczyé¢ 6 punktéw dajacych
najwigksza warto§é 7T'(F). Poniewaz w naszym przykladzie T(E)=54,
wiec hipoteze o niezaleznofci nalezy odrzucié.
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3. Podamy obecnie konstrukeje testu, o ktérym byla mowa w punk-
cie 1. Zalézmy, ze prébki ze wszystkich % populacji sa jednakowo liczne
i majg po n element6w*). Spodr6d k probek wybieramy te, ktéra zawiera
element najwigkszy wéréd kn obserwacji i jednoczednie element najmniej-
szy. W tak wybranej prébece ustalamy laczng liczbe elementéw wigkszych
i mniejszych niz elementy w. pozostatych k—1 prébkach. Elementy te
nazwijmy elementami wystajgeymi. Togé ich w wybranej prébee (jesi
taka istnieje), oznaczmy przez r. Ustala sie pewng liczbe 7y, tak Ze jezeli
r>7,, to odrzucamy hipoteze o réwnosei warianeji i przyjmujemy, ze
prébka zawierajgca najmniejszy i najwiekszy element, czyli prébka wy-
brana, pochodzi z populacji o najwigkszej wariancji. W przeciwnym
razie, jeSli r<r, lub nie ma w ogéle pr6bki wybranej, przyjmujemy, e
wariancje wszystkich populacji sg réwne 5),

Konstrukeja testu polega na zastosowaniu metody randomizacji,
ktéra wystepuje tu w szczegdlnie uproszezonej postaci. Wynika to z tego
faktu, ze statystyka r, ktéra si¢ tu poslugujemy, nie zalezy bezposrednio
od wielkodci poszezegblnyeh obserwacji, lecz od porzadku wskaZnikéw
tych obserwacji, gdy zostang one uporzadkowane wedlug wielkosei ro-
sngeych (lub malejacych), na przykltad =

iy ¥

(4) By < By <o <

gdzie (a;,0a,...,01,) jest pewng permutacjg liezb 1,2,...,kn. Oczywiscie
wszystkie punkty spelniajace warunek (4) daja te samg wartosé statys-
tyki r i wobec tego nie potrzeba ich rozrézniaé. Prawdopodobienistwo
otrzymania jakiegokolwiek punktu nalezgcego do obszaru wyznaczonego
rrzez (4)¢) jest réwne 1/s (gdzie s jest liczba permutacji wskasnikéw a
nie zmieniajaeych wartodei Fy), co natychmiast wynika z rozwazan
ogélnych przeprowadzonych w punkeie 2. Nadto nalezy zauwazyé, ze
zmiana porzadku wskaznik6w wewnatrz poszezegéinych % prébek, a wige
w zespolach

(alya27~--7an)7(an+1,an+2;-° ey lap)y. --7(a(ki—Al)n+19a(k-1)n+27-~-7akn)’

réwniez nie wplywa na wielko$é statystyki r. W naszym przypadku
warto wige jedynie zajaé si¢ ilodciag tych permutacji wskaznikéw, ktére

%) Test przy prébkach niejednakowo licznych bylby rachunkowo nieco bardziej
skomplikowany.

%) Po zlozeniu niniejszej pracy do redakeji ukazala sig praca S. Rosen-
bauma [7], w ktérej autor podaje analogicznie zbudowany test dla przypadku
&wéch populacji (k=2), natomiast nie zaklada jednakowej iloéci elementéw w préb-

ach.

%) Jest to wigc prawdopodobienstwo punktu dajacego okreslona wartoéé sta.
tystyki 7. )

Zastosowania Matematyki IT *
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mogg dawaé rézne wartodei r. Jak latwo obliczyé, ilodé tych permutaecji
wynosi (kn)!/(n!)k.

Zadaniem naszym jest obliezyé prawdopodobiefistwo, ze w prébee
wybranej ilo§é elementéw wystajacych r jest réwna lub wieksza od
okreslonej liczby ¢ (1=2,3,...,n).

Rachunek nalezy wykonaé przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa
(6 =0l=...=0}) jest prawdziwa. Bedzie on polegal na obliczeniu, ile jest
tych permutacji spoéréd (kn)!/(n!)¥, dla ktérych r>i.

Zacznijmy od przypadku najlatwiejszego, gdy i=mn. Sklad wybranej
pr6ébki mozna przedstawié schematbycznie w nastepujacy sposéb:

” [
Warianty ‘ 1 2 l 3 ... a-3|n-=2{n-1
| r
_ ! . -
X i wigkszych od elemen- | :
Tosé t6w w innych prébkach| 1 2 i 3 ... n—3 n-2{n—1
elementéw R T T T T
W wybranej mniejszych od elemen-
prébee I t6w w innych prébkach|{n—-1{n—-2| n—3 3 2 1
Razem elementéw wystajacych n n l no ... n E n n
i [
[(k—1)n]!

7 kazdym takim wariantem moze si¢ laczyé permu-

(n))*~10!
tacji powstalych z permutowania pozostalych elementéw. Ogéina wiec
liczba L(n) permutacji, w ktérych wybrana prébka ma = elementéw
wystajacyeh, wynosi

[(k—1)n]!

L) =(n — =25,

Z kolei obliczymy liczbg tych permutacji, w ktérych ilosé wystajaeych
elementéw w wybranej prébce wynosi n —1 lub wigeej. Sklad wybranej
prébki zawierajgcej n—1 elementéw wystajacyeh moze byé jednym
z nastepujacych wariantéw:

Warianty 1 2 3 .. n-3|n—-2
wigkszych od elemen-
téw w innych prébkach| 1 2 3 .. n—-8|n-2

Tiogé elementéw
w wybranej prébce

mniejszych od elemen- '
téw w innych prébkach | n—-2|{2n—3| n—4 ... 2 1

Razem elementéw wystajacych n—1lin—-1{ n—-1 .. =n—1)n-1




O nieparametrycznym tecie na poréwnywanie rozsiewdw 167

[k —1)n +1]! permu-
(w1111

tacji utworzonych z pozostalych elementéw. Nalezy tu zauwazyé, Ze

z prébki o skladzie (1,#—2) mogs powstaé prébki (przez odpowiednig

zmiang jednego elementu) o skladzie (1,n—1) lub (2,5—2). Z prébki

o skladzie (2,n—3) moga powstaé prébki o skladzie (2,n—2) lub (3,n—3)

itd. W rezultacie otrzymujemy

[(k—1)n+4+1]! [(k—1)n]!
it T A e

Z kazdym takim wariantem moze si¢ laczyé

L(n—1)=(n—2)

Analogicznie rozumujac mozna obliczyé ilo§é permutacji, w ktérych
ilogé elementéw wystajacyeh w wybranej prébce wynosi n—2 lub wieeej:

[(k —L)n+2]! (& —1)n+1]!

Lin—=2)%= (0 =3) == T mtFTIr

(n—2—2)

Ogélnie, latwo juz wykazaé, ze
[(k—1)n 4+ u]!

(m1)*tus

[(k—1)n-+u—1]!
(n 1) (% —1)!

Lin—uw)=(n—u—1) (m—u—2)

dla 1<u<<n—2. Oznaczajae n—u=1 otrzymujemy ostatecznie

(lm—i)!__ (kn —i—1)!
(w1 (n—a)! (n1eYn—i—1)!

dla i=2,3,...,n—1,

(5) L) = (i —1) (i —2)

(kn — )1

(5% L(8)=(i—1) RO T

dla i=n.

Ofrzymane wzory pozwalajg obliczyé ilodé tych permutacji wéréd
(kn)!/(n!)%, dla ktérych w okreglonej prébee (to znaczy w prébee pochodza-
cej z okre§lonej populacji) r>¢. Wobec tego prawdopodobienstwo, Ze
w okreflonej prébce r>4, wynosi

L(3)(n))*
Pir>i)= E;’yg’r)_

Nas jednak interesuje nie prawdopodobienstwo, ze w okreslonej
Prébee (lub wzigtej losowo) r>4, lecz prawdopodobiefistwo, e r>¢
W prébce wybranej. Wobec tego szukane prawdopodobieristwo wymnosi

L(3) (n))*

Pirzi)=Fk o

4*
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Po podstawieniu do ostatniego wyrazenia (5) lub (5’) i po uproszezeniach
otrzymujemy’

s (lm ——7) (kn—z—l)
(6) Plrzi)=(i— Dk a2y n—i—1

R
(k”n_—:)

(6') Plrzi)=0—1)k——— dla d=un,
kn
(%)
Warto zauwazyé, ze przy stalym i oraz k i gdy n— oo, Wz0r powyzszy

znacznie si¢ upraszeza. Korzystajae ze wzoru Stirlinga na »! mozna
wykazaé, ze

(7) "li)lgP(f'zi).:ﬁl_—l.(z'——l — 3k—2)

4. Na podstawie otrzymanych wzoréw (6), (6') i (7) mozna sporzg-
dzié odpowiednie tablice, ulatwiajace stosowanie propenowanego testu.
PomzeJ podaje si¢ kilka tablic dla réznych wartodci k,n oraz ¢. Tablice
te poda]a prawdopodobiefistwa, ze przy danym k i » prébka wybrana
bedzie miata ¢ lub wiecej elementéw wystajacych.

Przyklad. Kazdym z trzech mikrometréw zmierzono pieé¢ razy
ten sam przedmiot. Nalezy rozstrzygn@é czy wazystkie trzy mikro-
metry sa jednakowo dokladne, czy

I I I tez jaki§ (i ktéry?) jest mmniej do-
mikrometr | mikrometr | mikrometr kladny od pozostatyeh. Uporzad-
) - kowane wyniki pomiaréw kazdego

4,077 4070 | 4,060 z mikrometréw podano obok.

4,078 4,079 4,071 .

4082 4080 | 4,075 . St(?sq]emy tes.t na przyklad przy
4,084 4081 4,083 -poziomie istotnosci 0,05. Prébka- wy-
4,085 4,086 ! 4,087 brang s3 wyniki pomiaréw uzyska-

ne trzecim mikrometrem. Wartosé
statystyki r, to znaczy ilodé elementéw wystajacych w wybranej prébee,
wynosi 2. Korzystamy nastepnie z tabliey dla k=3 i odezytujemy pod
n=5 i =2 prawdopodobienistwo 0,2837, to znaczy P(r>2)=0,2857.
Wobec tego nie ma powodu twierdzié, ze trzeci mikrometr jest mmniej
dokladny niz pozostale. Krytyczna warto§é r, wynosi 4, o czym latwo
przekonad si¢ z tablic.
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Wartodei. prawdopodobiehstw  P(r>>i) w zaleznodei od ilosei populacji (k) i od licz-
noéei (m)

k=2
\il ’
! 3 4 | 5 6

N\l

2 10,3333

3 | ,40000,2000

4 | ,4286| ,25720,0857

5 | 4444 ,2857| ,1270/0,0317

6 | .,4545| ,3030( ,1515| ,0541}0,0108
7 | 4615| ,3147| ,1678| ,0699| ,0210
8 | ,4667| ,32311 ,1795] ,08161 ,0204
9 | ,4706| ,3204| ,1882} ,0005| ,0362
10 | 4737| 3344 ,1950| ,0975| ,0418
11 | ,4762| ,3383| ,2005| ,1032| ,0464
12 | ,4783| ,3416! ,2050| ,1079 | ,0504
13 | 4800 ,3444| ,2087| ,1118| ,0637
14 | 4815| ,3467| ,2119| ,1162) ,0565
15 | ,4828] ,3487| 2146 ,1180] ,0590
16 | ,4839| ,3504| ,2169| ,1205| .0612
17 | 4848 ,3519| ,2190! ,1227| ,0631
18 | ,4857| .3532| ,2208| ,1246| ,0648
19 | 4865 ,3544 | ,2224| ,1264| ,0663
20 | 4872| ,3555| ,2238 ,1279| 0677
21 | 4878 ,3565| ,2252| ,1203| .0690
22 | 4884/ ,3574| ,2263| ,1306| ,0701
23 | 4889 ,3582| ,2274| 1318 0711
24 | 4894 3589 2284/ ,1328| ,0721
26 | 4898, ,3595| ,2203! ,1337| ,0730
26 | 4902 .3602| ,2301! ,1346| ,0738
27 | ,4906| ,3607| 2309 ,1355| ,0745
28 1 ,4909| ,3612| ,2315! ,1362| ,0752
29 | 4912 3617| ,2322! ,1369| L0758
30 | 49151 ,3622| 2328 1376 .0764
co 10,5000 | 0,3750 0,2500§0,1563 0,0938

k=3
NI
i 2 1 3 4 5 6
n O\ !
2 10,2000 :
3 | ,2500{0,0714,
4 | ,2727| ,1080;0,0182
5 | ,2857! ,1209, ,03100,0050
6 | .29041 ,1324 ,0399| ,0079 |0,0008
7 | ,3000| ,1404 ,0464} ,0112| ,0018
8 | ,3044 ,1462! ,0514| ,0139| ,0028
9 | ,3077| ,1508 ,0553| ,0162| ,0038
10 | ,3104| ,1544' ,0584 | ,0180| 0046
1 | ,3125] ,1573| ,0609 | ,0196| ,0053
12 | ,31431 ,1597! ,0630| ,0209| ,0060
13 | ,3158| ,1617! ,0848| ,0221 ,0066
14 | 3171 ,1634: ,0664| ,0231| ,0071
15 | ,3182! ,1650| ,0677| ,0240| ,0075
16 | ,3191| ,1662| ,0689| ,0247] ,0079
17 | ,3200] ,1674! ,0699| ,0254{ ,0083
18 | ,3208| ,1684| ,0708| ,0260| ,0086
19 | ,3214 ,1693| ,0717| ,0266| ,0089
20 | ,3220| ,1701 ,0724| ,0271| ;0092
oo |0,333310,18520,0864 | 0,0370 | 0,0151
k =4
e e
2 |0,1429 :
3 | ,1818|0,0364
4 | ,2000( ,0650 |0,0066
5. | ,2105} ,0661| ,0119]0,0010
6 | -,2174| ,0734| 0158 ,0022]0,0001
7 | ,2222| ,0786! ,0188| ,0032| ,0004
8 | ,2258! ,0825° ,0211! ,0041{ ,0006
9 | 22861 ,0856| ,0230] ,0048| ,0008
10 | ,2308! ,0880| ,0245( ,0055| ,0010
11 | ,2326| ,0899| ,0258| ,0060| ,0012
12 | ,2340) ,0016| ,0268| ,0065] ,0013
13 | ,2353| ,0930{ ,0277| ,0069| 0015
14 | ,2364| ,0042| ,0285| ,0073| ,0016
15 | ,2373| ,0052| ,0292 ,0076{ ,0017
oo ]0,250010,1194 | 0,0391 | 0,0127 | 0,0039
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMIL NAUK

Praca wplynela dnia 16. 12. 1953 r.

B. CAXOBCK &/ (Bapmass)

O HETAPAMETPHYECKOM KPHTEPHMN JJ/1A CPABHHBAHHA
PA3BPOCOB

PESOME

PaccmaTpuBaeM X reHepallbHHX COBOKYNHOCTEH € Heu3BeCTHHIMM pacmpejele-
uuamMu. O pacOpefelieHUAX NpeAoiaraeM, 4YToO Bce HEOPEPHIBHH, NpHUYEM MOTYT
OTAWYATHCHA JAMbL DAsHHMHA ZUCIEPCHAMH. )

IIpaBoRAM KpHTepHH BHAYMMOCTH, KOTODHI NO3BOAAET HA OCHOBE BHOOpOK
U8 DTHEX & COBOKYMHOCTeH (IO 7 BIEMEHTOB B KasK0#), NIPOBEPATH, HMEET JA HEKOTO-
pas W8 HHUX [HEcOepcHi0 GOAbLHIyI0 4eM OcTajdpHEeE coBorkynmHocTh. IlocTpoemme xpu:-
TepHEA COCTOMT B IpPHMeHeHNN (UIMEepPOBOro .ciydaliHoro MeTOxA: BHIOMpaerca Ty
cpenm k BHGOPOK, KOTOPAaA COREp:HUT Halifoapwmuil sieMeBT cpeiuw kn HabaomeHmi
B OXHOBPEMEHHO — HatiMeHbliiult siuement. B Taw BHOpaHHO BHOOpKe HOACYMTH-
BaeM 9HCII0 DIEMEHTOB GOJPMMX H MEHBHINX, 4eM DJEMEHTH B OCTANBHHX k—1 BH-
Goprax. Umcmo aTEX aaeMeHTOB 0603HAYNM depes r. OmpefeaseM HEKOTOPOE 9HCIO 7o
(saBuCcAmEe OT YPOBHHA BHAUYHMMOCTH, OT # H OT k) TAKUM 0GPABOM, UTO ECIE T3=T,,
TO OTBEpPraeM rHOOTe3 O PaBeHCTBe gucHepcuil B k cOBOKYHNHOCTAX ¥ HPHHUMAaeM, UTO
BHOOpKA cofep;KamaA HahGoupmmmit ¥ HaliMeHBIUNH 2IE€MEHT, HPOMCXOLUT OT COBO-
KyOHOCTH C HaliGonsimeli pucmepcueif. B NpOTHBHOM ciIydae, ecium 7<(r, UIHU €CIH
He cymecTByeT BHOOpKa ¢ HaliGoxblimM ¥ HaliMeHBIIHM B3JeMEHTOM, NpPUHUMAEM,
4T0 JUCHEPCHA BCeX COBOKYDHOCTel oxmHAKOBH. B pafoTe mpumBegeHH COOTBETCTBY-
wmuae Tabamnzr paa k=2,3,4.
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W. SADOWSKI (Warszawa)

ON A NON-PARAMETRIC TEST OF COMPARING DISPERSIONS

SUMMARY

We consider & populations with unknown distribution functions. As regards
those functions we assume merely that they are continuous, the only difference bet-
ween them consisting in different variances.

The test of significance given in the paper makes it possible to verify on the
basis of samples from those % populations (of » elements each) whether any of them
has a greater variance than ‘the remaining populations. The construction of the test
consists in applying Fisher’s randomization method. Namely, we choese from % sam-
ples the one that has the largest element among %n obsérvations and at the same
time has the smallest element. In the sample selected in this way we establish the
joint number of elements larger and smaller than the elements in the remaining
{k—1) samples. The number of those elements is denoted by r. We fix a certain num-
ber 7, (dependent on the significance level, on » and on k) in such a way that if r>7,,
we reject the hypothesis of the equality of variances in % populations and.assume
that the sample containing the smallest and the largest element comes from the
population with the greatest variance. Otherwise, if r<7, or if there is no sample
with the largest and the smallest element, we assume that the variances of all po-
pulations are equal. The paper contains suitable tables for k equal to 2, 3.and 4.
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