ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1963)

8. ZUBRZYCKI (Wroclaw)

O MINIMAKSOWYM SZACOWANIU LICZNOSCI POPULACJI

1. Wynik Czen Pina. 7 populacji o nieznanej licznogei N zawiera-
jacej znang liczbe ¢ elementéw znaczonych losujemy ze zwracaniem po jed-
nym elemencie; gdy po raz s-ty pojawi sig¢ znaczony element, kofczymy
badanie. Niech m bedzie potrzebng do tego liczba losowan. Znajae
t, 8 i m, cheemy oszacowaé N.

Czen Pin [1] rozwazal niezrandomizowans gre statystyczna, zwig-
zang z tym zadaniem. W grze tej za strategie natury przyjmuje sie moz-
liwe wartodei parametru N. Niech 2 oznacza zbiér tych mozliwyeh war-
todci. Role strategii statystyka graja estymatory, ezyli funkcje N = N (%),
k =s,s8+1,...; za strate wynikajaca z orzeczenia, ze liczno$é populacji
jest N’, gdy naprawde jest ona N, przyjmuje sie (N —N')2/N2 i zgodnie
z tym ryzyko okrefla si¢ wzorem

o}

(1.1) r(N,N)= —EN(N N)z—%—z-Z(N(k)—N)zf(klN),

k=8

gdzie k
i\ AN
(1.2) f(k|N) = Pr{m = k|N} = (s 11) (N) (1_ _17)

Wynik Czen Pina mozna sformulowaé tak:

TWIERDZENIE 1 (Czen Pin). Niezrandomizowana gra statystyczna,
w kidrej 2bior Q strategii natury, czyli modliwych wartosci parametru N,
jest mieskoriczony i N, jest jego najmmiejszym elementem, zbidr estyma-
toréw sklada sig z funkeji liniowych N (k) = ak+b, a ryzyko okreslone jest
przez (1.1), ma cala klasg estymatoréw minimaksowych réwnowasinych pod
wzgledem minimaksowego ryzyka, kidre sq okreSlone przez

- 2
1. _— b
(1.3) N (k) sl m-+0b,
gdzie

¥ R ey
(1.4) 8_!_1(1—]/ 14— b < o 1+ 1+

0
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zaé minimaksowe ryzyko statystyka, czyli liczba int sup (N, N ), jest réwne

& N
1/(s+1).

Dla kompletnoéei wykladu powtérzymy tu dowdd tego twierdzenia.
Wykorzystamy nastepujacy lemat (por. [4], str. 213):

LeMAT 1. Jedli rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej & przyj-
mujagceej tylko wartodci catkowite jest okreSlony wzorem

prie =1 = (7} )pa—pr (>0, k=3, s41,...),

Be=-", E§==s(
?

s+1 1)
» p
Skoro estymatory ograniczamy do funkeji liniowych, ryzyko staje

gi¢ nastgpujaca funkcjy zmiennych a,b, N:

1

(N, N) = W(N;a,b) = =

En(am+b—N)2 =

= —jvl—z- (a2Exym®+2a(b—N)Exym+ (b—N)3).

Korzystajac z (1.2) i z lematu 1 dla p = {/N otrzymujemy pe prostych
rachunkach, Ze

— a2
W00 =@t SOHD g2y 1 fRabeat

1
20— +1+— = —2b{ + —— b3,
RIS }+ e
Wobec tego, ze zbiér 2 jest nieskoniczony, mozna z niego wyjaé cigg war-
tofei N rosngcy do nieskoniczonosei, a ze przy N — oo wyrazy zawiera-
jace 1/N i 1/N? dgzg do 0, przeto sup W (N ; @, b) jest nie mniejsze niz
N

wyraz nie zawierajacy N. Wyrazy zawierajagce N mozna odczytaé jako
tréjmian kwadratowy wzgledem 1/N, ktérego jeden pierwiastek jest O,
a drugi (a%s-2b(t— as))/th®. Tréjmian ten ma przy 1/N? dodatni wspél-
czynnik b2, przeto jest miedzy pierwiastkami ujemny. Widaé, ze przez
wyboér dostatecznie malego b mozna zawsze ueczynié drugi pierwiastek
dowolnie duzym. Wéwezas za§ w calym przedziale mozliwych wartosei
N suma wyrazéw zawierajgcych N bedzie ujemna, a sup W(N;a,b)
N

bedzie réwne wyrazowi nie zawierajagcemu N. Wyraz ten osigga naj-
mniejszg warto§é 1/(s+1) dla a = t/(s41). Otrzymujemy wéwezas

‘ 1 1] 2 is 1
W(N’ s+1’b) T s —?[s-l-l + (s+1)=]+ﬁba'
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Gdy warto§é e jest juz tak wyznaczona, od b trzeba zadaé tylko tyle,
zeby byla spelniona nier6wno§é (a?s-+2b(t— as))/th? > 1/N,, czyli nie-
réwno§é th2—2bNy(t—as)—Nqya%s < 0. Po uwzglednieniu réwnoseci a =
= t/(s+1) otrzymujemy jako jej rozwiazanie przedziat (1.4). To konczy
dowdéd twierdzenia 1.

Z kolei Czen Pin prébowat w oparciu o nier6wno§é Craméra-Rao
(musiat w tym celu potraktowaé N jako parametr ciagly) udowodnié,
ze estymatory okre§lone przez (1.3) i (1.4) pozostajg estymatorami mini-
maksowymi wéréd szerszej klasy estymatoréw regularnych.

Moim celem jest uzupelié wynik Czen Pina nastepujacym twierdze-
niem:

TWIERDZENIE 2. W niezrandomizowanej grze statysiycznej, w kidrej
N trakiujemy jako parametr ciagly przebiegajacy zbidr Q = {N: N, <
< N < oo}, jako estymatory dopuszczamy wszelkie funkeje N = N (k),
k=s,8+1,..., a ryzyko definiujemy przez (1.1), estymatory opisane przez
warunki (1.3) ¢ (1.4) sq minimaksowe.

2. Gra zrandomizowana. Wykazemy, ze estymatory okreflone
przez (1.3) i (1.4) sa minimaksowe w klasie wszystkich funkeji N (k),
k=g8,8+1,..., jeSli w poréwnaniu z zadaniem rozpatrywanym przez
Czen Pina rozszerzymy zbiér strategii natury o wszelkie rozklady a priori
parametru N w przedziale N, < N < oo, traktujge przy tym N jako
parametr ciggly. Zachodzi mianowicie

TWIERDZENIE 3. W zrandomizowanej po Sironie natury grze staty-
stycanej, w kidrej strategiami natury sq wszelkie rozklady a priori cigglego
parametru N przebiegajacego przedziat N, < N < oo, sirategiami staty-
styka sq wszelkie funkcje N (), ® =s8,8+1,..., & ryzyko jest okreslone
preez

e [ gy = amw
r(H,N)= | Ey-———4H(N),
1\‘7{ Yoo

gdzie H jest dystrybuantq apriorycznego rozkladu paramelru N, estymatory
okreslone przez (1.3) ¢ (1.4) 8q minimaksowe.

Sformulowane poprzednio twierdzenie 2 wynika z twierdzenia 3
i stad, ze ryzyko statystyka, zwigzane z jakim§ estymatorem, nie zalezy
od tego, czy gra jest zrandomizowana po stronie natury czy tez nie (po-
réwnaj nizej (2.8)).

Nim przystapimy do dowodu twierdzenia 3, zmienimy jego sformu-
lowanie tak, zeby w dowodzie uwypuklié podobienistwo do rozumowan
uzywanych w pracach [2] i [3]. Przez podstawienie

(2.1) p=t/N
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wzér (1.2) mozna przeksztaleié na

(22) Prim = klp} = f(klp) = ({2))p* 20
(p >0, k=s, s+1,...)

i mozna go przeczytaé jako wzor na prawdopodobienstwo tego, ze trzeba
bedzie k losowan (wedlug schematu losowania ze zwracaniem) dla wyciag-
nieecia po raz s-ty elementu znaczonego, jesli prawdopodobienstwo wylo-
sowania znaczonego elementu w jednym losowanin wynosi p. W ten
Spos6b mozemy zadanie Czen Pina przetlumaczyé na zadanie szacowa-
nia funkeji N = ¢/p prawdopodobieristwa p na podstawie obserwaecji
zmiennej losowej m, ktérej rozklad prawdopodobienstwa zalezy od p
zgodnie z wzorem (2.2). Przy uzyciu prawdopodobienstwa p ryzyko (1.1)
przeksztalea si¢ nastepujaco:

2 t\2
r(p, N) = E (N—;) .

Jegli teraz wprowadzimy estymatory p = p(k), k = s,s+1,..., przez
zwigzek

(2.3) N = pt,
to oftrzymamy ryzyko pestaci

(2.4) r(p, ) =2 Ep(%—m—;g:—t) = Bp(p(m)p—1)* =

= D (p(k)p—1)*Pr{m = k|p}.
k=s

Przy uzyciu tych nowych oznaczenr mozemy twierdzenie 1 wyslo-
wié¢ w postaci formalnie nieco slabszej tak:

TWIERDZENIE 1'. Niezrandomizowana gra statystyczna, w ktdrej stra-
tegiami nmatury sq prawdopodobieistwa p z przedzialu 0 < p < p,, gdzie
po <1 jest dane, strategiami statystyka sq estymatory postaci p(k) = ck+d,
a ryzyko jest okreslone przez (2.4), gdzie m jest zmienng losowq o rozkladzie
prawdopodobiehistwa danym przez (2.2), ma joako estymatory minimaksowe,
réwnowasine w sensie minimaksowego ryzyka, estymatory

(2.5) p(k) = (k/(s+1))+4d,

gdzie

2.6 —1—(1 Vitsp, <d<————1—(1 141

(2.6) Po(sF1) - +3po)\ < J(5+1) + +'S'Po),

za$ minimaksowe ryzyko statystyka, czyli liczba infsupr(p, p), jest réwne
1/(s+1). p
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Analogon twierdzenia 3 udowodnimy w nastepujacym sformulo-
waniu:

TWIERDZENIE 3'. Zrandomizowana po stronie natury gra statystyczna,
w kiorej strategiami natury sq wszelkie rozklady a priori prawdopodobiesi-
stwa p takie, 2¢e Pr{p = 0} = 0, Pr{p <po} = 1, gdzze Po <1 jest dane,
strategiami statystyka sq wszelkie mozlzwe funkejep = p(k), k = s,8+1,
ryzyko jest okreslone wzorem

1
r(@,p) = [ By(p(m)p—1)*dG(p),

gdzie m jest zmiennqg losowq o rozkladzie prawdopodobieristwa zalesmym
od p w sposéb podany przez wzdr (2.2), a G(x) jest dystrybuantq rozkladu
a priori prawdopodobietitwa p, jest zamknigta w tym sensie, se

(2.7) inf sup r(@, p) = supinfr(G, p) = ——,
» @ ¢ 5 s+1
a estymatory opisane warunkami (2.5) i (2.6) sq w tej grze minimaksowe.

Dowéd. Poniewaz (zobacz [5], str. 277, wzér (14)) dla dowolnego
estymatora P

(2-8) supr(p,fl) = Sng(G,f)),
D

wiec na podstawie twierdzenia 1’ mozemy twierdzié, ze w grze opisanej
w twierdzeniu 3’ mamy

1
inf sup (@ . = —
; Gp @.") sr1’

jefli inf jest wziete w stosunku do estymatoréw liniowych, a

1
s+1°
jesli inf jest wzigte w stosunku do wszystkich estymatoréw.
Zajmijmy sie najpierw przypadkiem p, = 1. Aby zakorniczyé dowéd
twierdzenia 3’, pokazemy rozklady a priori prawdopodobienstwa p o dys-

trybuantach @,(xz) zalezne od dodatniego parametru a w taki sposéb, ze
bedzie

(2.9) inf sup 7(@, p) <
? G

1
(2.10) lim infr (&, p) = 1
a0 p

Wobee (2.9), (2.10), tego, ze
hmmfr(G',,,p) supmfr(G ?),

a0 G
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i tego, ze zawsze

supinfr(G,j)) ginfsupr(G,f)),
G p » @

otrzymujemy (2.7), czyli zamknigto§é gry statystycznej, oraz to, ze esty-
matory okre§lone przez (2.5) i (2.6) sa minimaksowe.

Zauwazmy, Ze

(a) jeteli 2mienna losowa & ma warto$é oczekiwang E& ¢ warto$é ocze-
kiwang kwadratu EE£2, to E(t£—1)2 przyjmuje najmniejszq wartoéé dla
t = EE[EE.

Istotnie, E(t1£—1)* = 2E£2—2tEE+1 1 t = BE[EER jest punktem,
w ktérym ten tréjmian kwadratowy ze wzgledu na ¢ przyjmuje naj-
mniejszg wartosé.

Wykazdmy teraz, Ze

(b) jezeli prawdopodobierisiwo p ma a priori rozkltad beta o gestodoi
prawdopodobieristwa

Y1 —z)?

211 a = 0 0
( ) 9ap(®) B(a, B) y a>0,8>0,
to najlepsza odpowiedziq statystyka jest estymator

. k4+a+p+1

Pap(k) = m" .

Istotnie, gdy rozklad a priori prawdopodobieristwa p dany jest przez
(2.11), to pod warunkiem m = k prawdopodobieristwo p ma rozklad
a posteriori o gestofei

g“.ﬂ(x)f(k |a7) - w8+a—l (1 _m)k—s+p_1
o B(sta,k—s+p) :

g(z|k) = —
of 9a5(2)f (k| 2)do

Wobec (a) najlepsza odpowiedzig statystyka jest

! 1

fwg(ﬁlk)dw fm&!-d(l_m)k——a-}-p_ldm
(2.12) Pagll) = > _3

[aq(@k)ds [T 1—a) " Ao
0 o

b

a to, po prostym rachunku uwzgledniajaeym zwigzki

I(a)I’(B)

B(a, ) = Tatp)’

I'(a+1) = al'(a),

daje (b).
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Wybierzmy dodatnie g, tak, zeby byla spelmiona nier6wnofé

148, R
P \8 T A+V1+9) < FT +1)(1+'/1+3Po)-

Woéwezas estymator po(k) = (k+1+Bo)/(s+1) spelmia warunki (2.5)
i (2.6) i mamy dla niego hmr(p, Po) = 1/(s+1). Teraz najlepszy od-

powiedzig statystyka przeclwko rozkladowi & priori prawdopodobienstwa
p o gestoscl !

(213) @) = Z =
. o®) =————F7

g B(a, fo)
jest estymator

. k41
b (k) = +1+ 8

s+a+1 $+a+1
gdzie A = (s+1)/(s+a+1), B = a/(s+ a+1). Poré6wnajmy

r(p, i’o) = B, (i’o (m)— 1)2 = szpi’g — 2PEpf’o+ 1
oraz

r(p, i’a) = E'p((Af’o'l‘B)P_1)s = Ap? pp0+2Ap (Bp— 1)Eppo+ (Bp— 1):
Wobec tego, ze jednostajnie ze wzgledu na p

lim 4* =1, limA(Bp—1)= —1, lm(Bp—1) =
a0 a0

a0

mamy réwniez jednostajnie ze wzgledu na p

(2.14) ﬁn‘} r(p, D) = (D, Do)-
Ryzyko r(p, p,) jest ciagla funkeja p i lif,”(p’ Do) = 1/(s+1). Ponie-
P

waz dla kazdego & > 0 jest lim [g,(z)de = 1, wige
a0 0

1
. , . 1
lim 7(G, po) = Um [#(p, Po)ga(p)dP = T
Stad i z (2.14) wynika

. . 1
]:gr(aa’pa) - 8+1,

ezyli (2.10). To koficzy dowéd twierdzenia 3’ w przypadku p, = 1.
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Aby uzyskaé pelmy dowdd, rozpatrzmy rozklady a priori prawdo-
podobiernistwa p o gestosei

2%~ (1 —z)fo!

= dla 0<z<u<l,
Jou(@) =1 [2*'(1—a)0 dn
0

0 poza tym.

Woéwezas gesto§é prawdopodobieristwa rozkladu a posteriori prawdo-
podobienistwa » pod warunkiem m = k wyrazona jest wzorem postaci:

Gau(®)f (k| 2) ws+a_1(1——a;)k-3+ﬁn—l
ga,ﬂ(wlk) = =— ,
fgﬂ,u(m)f(k|$)dm fms‘l'l—‘“(l_w)k—a.;.pn_;dm

0

a w myél (a) najlepsza odpowiedzig statystyka jest estymator

fma+¢(1— m)k—s-}-ﬂo—ldx
(2.15) Paulk) =

fmp+u+lr(1 _ m)k—8+ﬂ°-ldw '
1]

W przedziale 0 < a > 1 zachodzi jednostajna zbieznoéé ze wzgledu
na a:

(2.16) im P, (%) /Pa(k) = 1.
ko0

To, wraz z uwagg, ze dla dowolnie duzego K i dowolnego n > 0 dla
dostatecznie malych p zachodzi nier6wnosé Pr{m < K|p} < 5, wynika-
jaca bezpofrednio z postaci wzoru (2.2), pozwala twierdzié, ze

lm 7(p, Pay) = imr(p, Pa).
p—0 P—0

Stad, podobnie jak poprzednio, otrzymujemy relacje

. 1
lim inf »(G,,, =
e B (Gouy P) PR
z ktérej wynika twierdzenie 3'.
Pozostaje udowodnié¢ (2.16). Ot6z
(¢) dla dowolnych 0 < u t 0 < w mamy
“w
[ (1—a)’dn
(2.17) lim > =0,

o0 fm"(l—-z)“’dm
0
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czyli

1
fa*(1—=)"de
lm® 1,
Koo fo*(1— =) da
1]

a 2bieinosé jest tym lepsza, im mniejsze w.
Istotnie, biorgc ustalone v z przedzialu w <wv <1 i zastepujae
funkeje (1 —2)” w calce licznika w (2.17) przez 1, a w calce mianownika

przez (1—w»)”, mamy
o w L7
fQl—ade  [d*Q—2)"dx [ dz 1 g\
: < < 2 < (—)
(1__ ,v)w » ?

flwk(l——w)'”dw [FQ—afdn  (1—v)° fado

a stad wynika (e).

Na podstawie (¢), poréwnujac licznik z licznikiem i mianownik z mia-
nownikiem w wyrazeniach (2.15) i (2.12) i przyjmujae g = B,, otrzy-
mujemy (2.16).

UdowodniliSmy twierdzenie 3’ w ecalej ogdélnosei.

3. Dopuszczalnosé. Okazalo si¢ w naszych rozwazaniach, ze istnieje
cala klasa estymatoré6w minimaksowych. Pozostaje do rozpatrzenia
pytanie, czy wszystkie one sg dopuszczalne. Pokazemy, Ze tak nie jest.

Przypomnijmy definicje dopuszczalnosei.

DEFINICTA. Estymator p, nazywa sig dopuszezalny w klasie € esty-
matoréw wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje w ¢ estymator p taki,
dla ktérego przy wszystkich p z rozpatrywanego zakresu zachodzilaby
nier6wno$é r(p,p) <r(p,P,), » dla przynajmniej jednego takiego p
nier6wnos$é ta bylaby ostra; w przeciwnym przypadku estymator jest
niedopuszezalny.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 4'. Przy zaloteniach twierdzenia 1’ w klasie estymato-
row spelniajqcych warunki (2.5) ¢ (2.6) dopuszezalne sq tylko le, dla ktdrych
d zawarte jest w przedziale

1
(3.1) — <A< —
DPo(s+1) Do(s+1)
Dowéd. Obliczajae ryzyko r(p,p) dla estymatora postaci (2.5)
i uwzgledniajge lemat 1 znajdujemy, ze

. 2d 1
r(p, p) = d”p”—[ + :

(1+V1+sp,).

/A

s+ 1 (s—}-l)’]p+ s+1°
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Niech p,(k) = k/(s+1)+d, i p,(k) = k/(s+1)+d, beda dwoma estyma-
torami. Woéwezas mamy

R . 2(d,—d
(3.2) r@, h—r(, B = @—dypr— 2B
s+1
Jezeli d} = d; i d, # d,, to réznica ta okazuje si¢ liniowa wzgledem 2
Jezeli ponadto d, = —d, >0, to jest ona ujemna w calym przedziale

0 <p <py 3 zatem estymator p, jest niedopuszczalny. To dowodzi,
ze estymatory postaci (2.5), dla ktérych d < 0, s3 niedopuszczalne.

Przypusémy teraz, ze 0 < d, < d,. Réznica (3.2) okazuje si¢ wtedy
tréjmianem kwadratowym wzgledem p, ktérego jednym pierwiastkiem
jest 0, a drugim liczba

(3.3) 2(dy— o) [(s+1)(d1 — &) = 2/(s+1)(dy+dy).

Gdyby si¢ teraz okazalo, ze p, < 2/(s+1)(d,+d;), to w calym prze-
dziale 0 < p < p, réznica (3.2) bylaby dodatnia, a zatem estymator p,
bylby niedopuszczalny. Wynika stad, Ze estymatory postaci (2.5), dla
ktérych 0 <d < 1/p(s+1), 83 niedopuszczalne.

Niech w koncu d; < d, beda dwiema liczbami z przedzialu (3.1).
Wéwezas pierwiastek (3.3) lezy wewnatrz przedzialu 0 < p < p,, & Wige
r6znica (3.2) zmienia znak wewngtrz tego przedzialu i estymatory P,
i p, okazujg si¢ nieporéwnywalne.

To koticzy dowdéd twierdzenia 4'.

Warto na tle tego twierdzenia przyjrzeé si¢ jeszcze raz propozycji
Czen Pina z [1], aby przez wybér 4 zminimizowaé r(p, p) dla p = p,.
Prowadzi to do wyborn d = 1/py(s+1) i do estymatora

o _ k+(1/p,)
B = —
ktéry dla p = p, daje ryzyko

1 143p,
s+1  (s+1)¥
Thimaczage to poprzez (2.1) i (2.3) na oznaeczenia pierwotnego zada-
nia otrzymujemy nastepujace sformulowania:
TWIERDZENIE 4. Przy zaloieniach twierdzenia 1 w klasie estymato-

réw N (k) spelniajqeych warunki (1.3) ¢ (1.4) dopuszezalne sq tylko te, dla
ktoryoh b zawarte jest w przedziale

A )]
s+1 <bs< s4+1 1+
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Czen Pin proponuje wybraé b = N,/(s+1), przez co otrzymujemy
estymator (tm-+N,)/(s+1), ktéry minimizuje ryzyko dla N = N, i czyni
je wéwezas réwnym

1 14-(st/Ny)
s+1 (s+1)*
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€. 3YBXHI KU (Bpogass)

O MHHHMAKCHOM OILEHHBAHHH YHCJIEHHOCTH COBORYITHOCTH

PESIOME

IIycTs B COBOKYIMHOCTH O HeM3BEeCTHOH umciieHHocTH N ecTh { HABHAUYEHHHIX aJe-
MeHTOB. MK BHOuMpaem u3 9TOH COBOKYHHOCTH Cayyalinyo BHOODKY WITYKa mo mTy-
Ke, C BO3BpAIIeHMEM, HNOKAa He HOAYYUM B 8-THiHl pas HasHaueHHYI0 WTYky. Ilycrs
m ecTb 06BL6M BHOODKM HomydeHHol »TuM o6pasoM. 3Hasa f, 8 M M MH 3KeJaeMm
olleENTs N.

PacemorpuM HepaHZOMHMBMPOBAHAYIO CTATHCTHUYECKYI0 HIPY CBA3AHHY € aTol
,3azmavedt. B aToit mrpe MHOMECTBO {2 BOBMOKHBIX BHAUCHUN UYMCIEHHOCTH N ecTh

MHOKECTBOM CTparerm¥ npupons. OmeHkm jV(k), k = s,8+1,..., ABAAKTCA cTpare-
FHAME CTAaTMCTHKA. Ecim mpexmoinosum, kpome Toro, 4To (N—N')*/N? — norepn
BHI3BAHHAS pelIeHNeM, YTO YNCIAEHHOCTh COBOKymHOCTH N', KOTJA 0HA B AelicBUTENE-
goctu N u ompepmenum puck dopmynolt:

#(N, N) = En(N—N)2/N?,

CTAaTHUCTHYEeCKAsA urpa 6ymeT ompeaedeHHOM.

Yen Ilun {1] noxasan gia 9Tol NIPH, YTO €CIH OIPAHMYUTLCA JHHEHHHIMH OLEH-
KAMM ¥ eciau MHOKecTBO £ 6eCkoHeyHOe, TOrja OUEHKH, ONPENENCeHHHE YCIOBHAMA
(1.3) u (1.4), rae Ny ecTb HaUMeHbIIEe YNCHO B 2, ABIAITCA MUHUMAKCHHIMH.

Ilens HacToame# paGoTH pgBoftHaA.

Zastosowania Matematyki, VII, 2 13



194 S. Zubrzycki

Bo-nepsux, B oramume or monntox Yen Ilwra B [1], 8aeck RokasaHo mocpesc-
TBEHHO, PACCMATPUBAA MrPY PaHAOMUSUOBAHHYI0 €O CTPOHH HNPHPOAH, uYT0 ecau N
CUUTaTh MHENPCPHBHHM napamerpoM npoberaomum noaynpamyno No< N < oo,
TOraa ouenfu onucanHue yepes (1.3) m (1.4) 6yayr MUHMMAKCHHE B KIacCe BCeX
¢yurnuu N (k). Bo-BTopHX, onmcHkM onncannne Jopmynamm (1.3) m (1.4) paccmor-
PeHH C TOYKM B8peHuMA nonycrumoctd (admissibilily) m obuapysxeHO, 49TO OIEHKH
¢ b < N,/s+1 — negonycrumu. '

S. ZUBRZYCK1I (Wroclaw)
ON MINIMAX ESTIMATION OF POPULATION SIZE

SUMMARY

Let there be ¢ marked elements in a population of unknown size N. We choose
& sample from that population item by item with replacement until we get for the
s-th time a marked item. Let m be the resulting numter of drawings. We know ¢, s
and m, and we want to estimate N on tke basis of this knowledge.

Consider a non-randomized statistical game connected with this problem. In
this game the set £ of possible values of N plays the role of the set of nature’s strate-

gies. Estimators N(k), k=8,84+1,... are statisticians’ strategies. Moreover, if
we admit (N—N’)2/N2 to be the loss resulting from a decision that the population
size is N’ when it is N and define risk by

. 1 N
r({N,N) = FEN(N——N)z,

we have a completely defined statistical game.

Czen Pin [1] has proved for this game that, if we restrict ourselves to estimators
linear in m and if Q2 contains infinitely many values, then minimax estimators are
described by relations (1.3) and (1.4), where N, is the smallest value in Q.

The aim of this paper is twofold.

First, in contradistinction to Czen Pin’s attempts in [1], it is proved indirectly,
by considering a statistical game randomized on nature’s part, that if N is regarded
as a continuous parameter, ranging in the interval Ny < N < oo, then the estima-
tors described by (1.3) and (1.4) are minimax in the class of all functions N k).

Second, the minimax estimators given by (1.3) and (1.4) are discussed from the
point of view of admissibility. It is found that the estimators with b < Ny/(s+ 1)
are inadmissible.
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