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OCENA WSPOLNEJ PRZECIETNEJ NA PODSTAWIE PROB
Z POPULACYJ NORMALNYCH O ROZNYCH WARIANCJACH

1. W niniejszej pracy rozpatrzymy nastepujacy model sta.tystycmy
Istme]e k populacy; 0 rozkladach normalnych ze wspé6lng przecigtng u
i wariancjami: o}, o}, ..., 0}. % kazdej z tych populacy] wybieramy

losowo n; elementéw tak, ze w sumie otrzymujemy n = 2 n; elementow.
i=1

Zadaniem statystyka jest najlepsza ocena wspélnego parametru x na
Podstawie statystyki, czyli funkeji probki

(1) (115 . *1 1ny g 5‘7217 3 Dangy ++ mkly oy Bieny) -

Zagadnienie to ma znaczenie praktyczne. Wyobrazmy sob1e bo-
wiem, iz posiadamy pewien material obserwacyjny, dotyczacy pomia-
row jakiej§ wielkodci, ale otrzymany za pomoea przyrzadéw o réinej
dokladnodci (np. pomiary odleglo$ei miedzy dwoma punktami w terenie
lub pomiary astronomiczne). Powstaje wtedy pytanie, jak najlepiej
WYkOrzystaé ten posiadany material? Pytanie to wmze sie z przedsta-
WlOllym wyzej problematem statystycznym.

W dalszym ciggu podam najpierw rozwigzanie metoda ,,klasyezn&”,
@ nastepnie pokaze, ze rozwigzanie to jest takze rozwmzamem minimak-
Sowym ze stanowiska teorii gier. -

2. Mamy probk@ n-elementows, podzmlonad na grupy zlozone z m;
elementéw w i-tej grupie, czyli zlozone z niezaleznych zmiennych loso-
wych Xz,, ktére dla i = const majg ten sam rozklad N (u, d}) (1 <j < n,,},
to jest rozklad normalny o ngélne] przemqtne] 4 Oraz grupowej wariancji

Ozna.czmy

i ny
(2) Y' _—— X ¥ e
- i g f=§1 i

Zmi‘?mla losowa ¥Y; ma rozklad normalny N (u, oifn;). Utwérzmy sta-
tyStYkQ{é | %Yi,gdzm Y; sa to niezalemne. amienne losowe g)r(wkiada.clsl~
N (,u, d:‘, /'n‘i)n
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Zadanie polega na zminimizowaniu wariancji nieobcigzonej sumy

takich zmiennych losowych, a wiec na znalezieniu wspélezynnikéw
3 k

@, a3, ..., of takich, zeby w klasie estymatoréw postaci Y «,¥;, spel-
i=1

niajgeych warunek

k
3) B(Y «Y)=p,
=1
zachodzila réwno§é i
(4) E(Zk:' 4 V;—pf = minE(iji—u)z.

k
Lecz E(Z a; ’Yz) E%E (Y;) = Yal‘u, a wiec, na mocy Warunku (3);

=1 i=1 = l

'k
o Y-

t=1

Ponadto, wobec niezaleznosci zmiennych X, jest

7 k
B(Y o¥i—uf = B(Ya¥—B( Y uT)) = ¥ adB(¥.—B(T.) =
i=1 i=1 =1 j=1
a% nti n; P k af
o
Trzeba wige zminimizowaé wyrazenie 2%‘_ o} z warunkiem ubocznym (5).
’ ) i=1 "

Liatwy rachunek prowadzi do wyrazenia
' ' k
N; N\ -1
® w5 (2%
& f=1 7
3. Zalozymy teraz, ze z kazdg ocena u’ parametru u zwiazana jest
strata
| L'y p) = (4’ —p)?.
Nazwijmy ryzykiem oczekiwang warto§é straty zwiszang z danym esty-
matorem ¢ parametru u. Mamy

R(p; p) = B{L[p(2), u] | p} % fL[«p(z), p1AF (2 | ),

gdzie 2= (By1yeeey@anyy eny Bpyy -y Bpny) Z 0ZDACZE tU przestrzexi prébek
tj. zbiér wszystkich mozhwych Wa.rtoécl 2. F jest dystrybuants zmiennej
losowej Z = (Xi1y .oy Xyngy voey Xiay ovey Xiong)-



Ocena wspdlnej przeciginej i21
Niniejszy ustep po§wigcony  jest  znalezieniu estymatora ¢, ktory
minimizuje supZR(p, u).
W

Wrykazemy, ze estymaior (7‘9‘ jest postaci -

k 1 ng
= _S_ &Y, gawe Y = — E Ty
; N 4
1=1 j=1

a wspdlezynniks ay, ..., or dane sq wzorem (6).

Niech @ bedzie klasa wszystkich mozliwych -dystrybuant a priori
parametru u, tj. niemalejacych ciaglych lewostronnie funkeji 6(u), spel-
niajgeych warunki: 8(—oo) = 0, 0(+o0) =1 (2).

Okreflmy oczekiwane ryzyko r(gp, 6):

M g, 0= chp,mde ffw — WPAF (2 | @)a8(p).

Poniewaz supR(qo, u) = Sllp?"((p, 0) < R(@, u) (%), jesli R(p, u) jest stale
brzy Wsze]]nm s zba,da.]my Wyra,zeme B(p, p):

o= [ [(S 50/ 3o [oro-
w n) 54
(S5 S (S50 S
sl S5/ S0 35/ 3
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7

gdyz suma trzech pierwszych skladnikéw znika. Okredlmy

k 1
(8) Wg(Z%) = R(p, p).

j=1
—_———

(1) Bzersze oméwienie uzytych tu-pojeé mozna znalezé np. w pracy [3].

) Réwnoéé supR(cp, u) = sup'r(qp, 9) wynika z warunku ' f df(u) = 1.
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