C. RAJSKI (Warszawa)

O DYSTRYBUANTACH TRWAZLOSCI

Wartosé uzytkows wiekszosei przedmiotéw znajdujacych sie w obrocie
gospodarczym mozna uwazaé za malejacg funkeje czasu. Po dostatecznie
diugim czasie kazdy prawie przedmiot jest uznawany za nienadajacy sie
do spelniania czynnogci, do ktéryeh zostal wytworzony. Uznanie to moze
mieé badz charakter konwencjonalny, badz tez moze byé spowodowane
rzeczywista utratag pewnych cech fizycznych. W obu przypadkach be-
dziemy méwili, ze przedmiot zostal zuiyty.

W dalszym ciggu bedziemy si¢ zajmowali towarami, u ktorych
malenie warto§ei uzytkowej zachodzi tylko w okresach uzytkowania
i ma przebieg ciagly. Przez trwaltoéé przedmiotu bedziemy rozumieli
czas jego uzytkowania w pewnych warunkach przyjetych umownie za
normalne. W niektérych przypadkach bezposrednig miarg stopnia zuzyecia
przedmiotu jest nie czas, lecz liczba zadziatan, ale i wéwezas mozna trwa-
lo§é okre§laé w jednostkach czasu, przypisujac arbitralnie kazdemu za-
dziataniu pewien okres czasu.

Trwato§é jest zmienng losowa. Znajomos§é jej rozkladu ma pewne
znaczenie gospodarcze, przede wszystkim ze wzgledu na mozno§é usta-
lenia, czy wyprodukowana partia towaru spelmia stawiane jej wyma-
gania. Do badania trwatoéci towaru nadajg si¢ tylko metody wyrywkowe,
poniewaz jest ono zawsze niszczgce.

Do oszacowania parametréw populacji generalnej na podstawie zba-
dania pewnej liczby jej elementéw konieczne jest poczynienie zalozen
co do. ksztattu dystrybuanty. W istniejaeym pi§émiennictwie o wyrywko-
wym badaniu trwalodei zaklada sie, ze dystrybuanta ma przebieg funkeji
wykladniczej. Zalozenie takie jest na ogé! nieuzasadnione i niektérzy
autorzy zdaja sobie z tego sprawe. Celem niniejszej pracy jest okreflenie
warunkéw, jakim muszg odpowiadaé dystrybuanty trwalofci, oraz po-
danie pewnych funkcji, ktére spelniajg te warunki i s3 do§é wygodne w za-
stosowaniach. " '

7 partii rozpatrywanych przez nas towar6w wylaczymy te, ktére
zawieraja jawne braki, np. partie Zaréwek o przerwanych wiléknach,
partie rower6w o dziurawych detkach itp. Inaezej méwige zalozymy, ze
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trwalos¢ zadnego przedmiotu nie moze byé réwna zeru. Potrzeba takiego
zalozenia wynika z tego, ze parametry dystrybuanty trwalosei mogg
i powinny byé podstaws do oceny jakoSci poprawnie prowadzonego pro-
cesu produkeyjnego, natomiast istnienie w partii jawnych brakéw, ktére
mogg powstawaé przypadkowo po zakonczenin tego procesu, wykazuje
tylko wadliwe funkcjonowanie kontroli ostatecznej.

Badaniu trwalo§ci moze w rzeczywisto$ci podlegaé¢ tylko nieznaczna
frakeja wyprodukowanych przedmiotéw, jednakze dla odkrycia praw
rzadzacych procesem zuzywania sie zalozymy, ze wszystkie produkowane
przedmioty dzielimy na partie o licznodci N kazda i wezystkie sztuki
w kazdej partii badamy na zuiycie. Przypuéémy, ze stan wszystkich
sztuk badanych sprawdzamy w odstepach czasu Az, okreflajgc w ten
8posob liczby sztuk zuzytych. Oznaczmy przez Avy liczbe sztuk zuzytych
W ciggu badania i-tej partii w przedziale czasu Awx,, zawartym miedzy
chwilg (j—1)4x a jd=.

Oznaczmy z kolei przez Av{™ §rednig liczbe sztuk zuiytych w =
partiach, w okresie miedzy chwily (j—1)Az a jAw:

1 n
A’V;“) == -,';- Z A‘l’.,;j.
i=1

Zal6ézmy, e wszystkie sztuki sg produkowane w tych samych warunkach.
Woéwcezas przy nieograniezonym wzrodcie liczby » zbadanych partii,
wielkosei A»™ dazg do wartosci oczekiwanych Aw;:
Av; = lim Av{",
N—-00

Oznaczmy przez v; oczekiwang liczbe sztuk zuzytych do chwili jda.
WprowadZzmy nastepnie funkcje G; okre§lona wzorem
1 A'lr"

:N—"Vf Aa:'

(1) G;

Ulamek Av;[Ax jest wartoscia oczekiwang éredniej szybkoei zuzy-
wania si¢ W j-tym przedziale. Poniewaz funkcja G; jest ilorazem tej szyb-
kofci «przez liezbe sztuk niezuzytych, jest ona wartodcia oczekiwana
wzglednej Sredniej szybkofci zuzywania sie. Funkeje Gy bedziemy nazy-
wali wartodeiq oczekiwang wazglednej szybkosei zusywania sig, lub krécej:
wzgledng szybkoéciq zuiywania. 7

Bezpodrednie operowanie funkcja G; jest klopotliwe ze wzgledu na
to, ze jest to funkecja zmiennej naturalnej, oraz ze wzgledu na to, ze po-
staé jej zalezy od obranego przedzialu Awx. Wobec tego przejdziemy do
réwnania przyblizonego, ktére powstaje z (1), gdy przedzial czasu Az
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maleje nieograniczenie. Woéwezas oczekiwana liczba sztuk zuiytyeh v,
bedgca w réwnaniu (1) funkeja zmiennej naturalnej j, przechodzi w pewng
funkcje » zmiennej cigglej «, funkeja @; przechodzi w pewna funkeje czasu

G(x), a réwnanie (1) przechodzi w réwnanie
(2) dv[(N—v) = G(x)de.

Oznaczmy poszukiwang dystrybuante trwaloéci przez F(x). Niechaj &
oznacza trwalo§¢ pewnej sztuki badanego towaru. Poszukiwana dystry-
buanta jest prawdopodobieristwem P{E < @}, ze zmienna losowa ¢ nie
przekroczy x. Z drugiej strony,

(3) F(x) = v/N.
Na podstawie (2) i (3) otrzymujemy réwnosé

dF (x)/(1—F (z)) = G(x)dux,
a stad

(4) f(@)/(1—F (z) = G(w),

gdzie funkcja f (x) oznacza frekwencje zmiennej losowej & Poniewaz funkcja
G(z) ma okreslone znaczenie — podobne jak G; — nie mozna jej obieraé
dowolnie. Na poczgtku badania frakeja sztuk zuzytych musi byé réwna
zeru, w przeciwnym przypadku bowiem trwato§é niektérych sztuk musia-
laby by¢ réwna zeru, tzn. musialyby w populacji generalnej istnieé¢ sztuki
juz niezdatne do uzytku, co jest sprzeczne z uczynionym poprzednio
zalozeniem. Zatem

(5) G(0) = 0.

W miare uplywania czasu badania frakecje sztuk zuzytych, tzn.
kolejne ulamki A»/(N—»), powinny na ogél rosnaé, gdyz takie przy-
padki, ze przez uzycie przedmiot uodpornia si¢ na pewien czas, s rzad-
kie. Wobec tego przyjmiemy ogélnie dla 0 < z < oo

(6) G'(x) = 0.

Kazdy rodzaj towaru ma skonczong trwalo§é, tzn. w kazdym przy-
padku istnieje taka chwila «, ze w przedziale od # do x+ dx wszystkie
sztuki zostang zuzyte. Mozemy to wyrazié w postaci asymptotycznej
%3 pOmMocy wzorn

Przy zalozonym zakresie zmiennosci # warunki (5), (6) i (7) sa réwno-
wazne z zgdaniem, zeby funkeja G'(x) byla dystrybuanta. Z tego spostrze-
zenia wynika twierdzenie nastepujgce:
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Oznaczmy przez 8§ Kklase dystrybuant okreflonych w przedziale
(0, co) i majgcych prawie wszedzie pierwsze pochodne. Oznaczmy przez T
takg podklase 8, ktérej elementami sg dystrybuanty trwaloci. Warun-
kiem koniecznym i dostatecanym na to, by dystrybuanta F(x) byla elementem
klasy T, jest, seby wyrasenie

1 aF(x)
1—-F(z) dx

bylo elemeniem klasy 8. ,
Dowiedziemy obecnie, ze klasa 7' nie jest pusta, mianowicie ze za-
wiera ona co najmniej dystrybuanty gamma okre§lone wzorem

0 dla o0<r<e,

=z
8 . r
(8) F(x) = { 1—6 @9 Y (@—of it dla ¢< @< oo,
7=0

gdzie r jest liczba naturalng, a ¢ > 0, jednak nie zachodzg jednoczesnie
réwnoéei r = 0 i ¢ = 0. Przy tej definicji mamy

0 dla o0<<z<e,
(9) (@) = —(@—c) r
e (@—c)'/rl dla e¢<2x< o0,
l 0 dla 02z <e,
r
(10) @)= @@= g <2< oo.

r
,;E; (@—cY/j!

Warunek (5), tzn. G(0) = 0, jest spetniony dla ¢ > 0, co widaé¢ wprost
%z (10). Jedli ¢ = 0.1 r > 0, to warunek ten tez jest spemiony, wéwczas

bowiem

&) = «" [r!

2' o [

j=0

i dla # = 0 lieznik jest réwny zeru, a mianownik réwny jednodci. Jeéli
jednakze ¢ =0 i r =0, to G(x) =1 i warunek (5) nie jest spelmiony.

Jefli chodzi o warunek (6), tzn. G'(z) = 0, to w przedziale 0 < x <e¢
jest G'(0) = 0, a.dla przedzialu ¢ < r < oo mozemy napisad

: 1
(11) G(2) = - '

>t (@— o)

i=0
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np. dla r =3
— 1 DTSN,
 6/(@—c)’+6/(x—0)*+3/(@—c)+1"

Jak wida¢, w mianowniku prawej strony (11) Wszystkié wyrazy z wy-
jatkiem ostatniego, stalego, s3 monotonicznie malejgce, ich suma zatem
jest monotonicznie malejaca, a G (¢) monotonicznie rosngea, czyli G'(z) > 0,
c.n. d.

Wreszcie z (11) wynika réwniez spelnienie warunku (7), tzn. G(oo) = 1.

G (@)

Praca wplynela 21.9. 1956

4. PAUCKHNH (Bapmasa)
O OYHREIIUMN PACIHPEJNEJEHHUA ﬂOJII'_OBET:IHOCTI'I
PESIOME

Boo6me B TeOPUE HROATOBEYHOCTN HPMHHEMAETCA, 4T0 PYHKOHA pacHpeneleHHdA
KOJNroBeYHOCTH HmOKasaTenbHa. CTaThfa IMoCBANEHA NMomCKaM Oojee o6mmMpHOro Kiacca
¢ynknult, koropme Moram OH HallTH IpPEMeHeHHe KAK (YHKIME pacHpeeleHnA
KosroseunocTH. IIpu oveHb 06mMUX NIPeANONOMEeHUAX JIOIYIeHO CIeLYIOMYIo TeopeMy :

Qyaxnus f(z) AsuAercs GyHKnmel pacmpefieleHAA JOJATOBEYHOCTH, €CIH

1 .dF(m)
1-F(x)  da

Kaxaa HEOyZr QyEKIMA pacupepeleHnms.
B crarbe mMmeercA 0KAaSaTeABCTBO, YTO OTO YCIOBHE BHIIONHEr0 QyHKmAeH
pacmpefeNeHAs TUIA IaMMa onpefeleHHHMA HopMmysToi

0, ecnmr 0<<zr<o,

F(z) = o :
1 — o~ (&@—0) 2‘ (x—efjit, ecan e<z < 00,
i=o :

mpuYeM T HATYyPaJbHOe 4YMCIO M 6> 0, HO He MOMeT GHTh OZHOBPEMEHHO 7 = 0
Ho=070. '

C. RAJRKI (Warszawsa)
THE LIFE-TESTS DISTRIBUTION FUNOTIONS
SUMMARY

In the theory of life-tests it is commonly assumed that the probability distribu-
tion function of the length of the life is an exponential one. The present paper is
ooncerned with a search for a wider class of distribution functions which can reason-
ably be used as life distribution funetions. Under very general asumptions the follow-
ing theorem is deduced:



328 C. Rajski

F(z) is a life distribution function if
1 aF (x)

is a distribution function of any kind.
Further it is proved that the above condition is fulfilled by the distribution

function of the gamma type, defined in the following manner:
0, if o<<ze<e,
F(z) = r
1— e““"—c)z @—ey/jl, i oLz < o0,
. 1=t

with r natural and ¢ > 0, except for the case when r = 0 and ¢ = 0.



