3. TRYBULA (Wroctaw)

ESTYMACJA Z UWZGLEDNIENIEM BEEDOW KONTROLERA

Fabryka produkuje pewne przedmioty ze stala, lecz nieznang wadli-
woscig w. Zbadano n przedmiotow i zauwazono m brakéw. Jak na pod-
stawie tego wyniku ocenié liczbe w % — Zagadnienie nie jest nowe i bylo
juz wielokrotnie badane. Na ogol jednak zakladalo sie, ze jezeli zauwa-
zono m brakdéw, to w probce naprawde jest m brakéw. W praktyce sytu-
acja Wyglaeda, czesto inaczej. Niekiedy robi si¢ bledy przy badaniu i otrzy-
many wynik czesto nie jest identyczny z prawdziwg ilodeig brakéw w pro-
bie. Niniejsza praca zajmuje sie estymacja parametru w z uwzgl@dme-
niem bledéw przy badaniu prébki. ' '

Zalézmy, ze p, jest prawdopodobienstwem wuznania sztuki d_obre]
za zly, a p, jest prawdopodobieristwem uznania sztuki zlej za dobrg.
Wtedy prawdopodobienistwo p, ze sztuka, ktéra wlasnie teraz produ-
kuje automat, zostanie po zbadaniu uznana za zla jest réwne

(1) p = w(l—py)+(1—w)p, = pyFw(l—p,—p,)

Parametr p Oderfeld 2] nazywa pozorng wadliwosciq.

Jezeli prawdopodobiefistwo, ze dana sztuka jest brakiem, nie zalezy
od tego, czy inne sztuki pobrane do prébki sg dobre czy tez zle, i jezeli
to samo zatozenie jest prawdziwe dla wynikéw badania, to prawdopo-
dobienstwo, ze wfréd n zbadanych préobnych sztuk m zostanie uzna-
nych za zle, jest réwne -

(2) P(X =m) = (,f@)pm(l—p)“-m,

gdzie p jest dane wzorem (1).

Zalézmy, ze p, i p, sa znane. Chcemy na podstawie otrzymanej
wartodei zmiennej losowej X ocenié warto§é parametru w. Zauwazimy,
ze jezeli 1—p,—p, = 0, to rozklad (2) zmiennej losowej X nie zalezy
od w. Stad wynika, ze wynik badania prébki X = m nie daje w tym
przypadku zadnych informacji o wartodci w; opierajgc si¢ tylko na tym
wyniku nie mamy zadnych probabilistycznych podstaw do twierdze-
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nia, ze warto§¢é w jest ta, a nie inna. W dalszej czeéci pracy bedziemy
zakladali, ze 1 —p,—p, #~ 0.

Jak dobrze wiadomo, najefektywniejszym estymatorem parametru
p jest f(X) = X[n(?). Z drugiej strony, z wzoru (1) wynika, ze jezeli
1—p,—p. # 0, to wadliwo§é w wyraza si¢ liniowo przez p:

P—P

(3) VRN G
1—p—p,

Stad wige wynika, Ze najefektywniejszym estymoatrem f,(X) para-
metru w jest

, 1
(4) A(X) = T————(X/n—py).

— D1 P

Estymator ten ma jednak pewng zasadnicza wade. Poniewaz X moze
przyjmowaé wartosci calkowite od 0 do m, wige jezeli nie zachodzi réw-
noczesnie p; = 0, p, = 0, to dla niektérych wartosci zmiennej X 7,(X)
jest ujemne lub wieksze od jednogeci. Kladac np. p, = 0,1, p, =0
otrzymujemy f,(0) = —1/9. Jest to oczywifcie nonsens i prowadzi do
wniosku, iz w tym przypadku zawodzi zasada, zeby ograniczaé sig tylko
do estymatoréw nieobeigzonych i z dwéch takich estymatoréw ten uwa-
zaé za lepszy, ktéry ma mniejszg wariancje. Nalezy wiee poszukaé innej
zasady wyboru.

Sytuacja zmienia si¢ w sposéb istotny, jezelli mamy informacje,
ktora dla kazdego ¢ daje nam aprioryczne prawdopodobieristwo ¢(2)dt,
iz wartos¢ parametru w znajdzie si¢ w przedziale (t,t+ dt). Wtedy,
zgodnie z ogélng zasada najmniejszych kwadratéw, za optymalny
bedziemy uwazaé ten estymator f,(X), ktéry minimizuje oczekiwany
blad kwadratowy

(5) Elw—{(X)]' = B{B[(w—{(X))"|w]} =

— [ Bl{w— 1)l pt0) duo =

8

()™ =2yt )

(*) Najefektywniejszym estymatorem parametru w nazywa sie taks funkeje
91(X) okreslona na prébee X, ktéra wiréd wszystkich funkeji g(X) spelniajacych
pewne warunki typu regularnosei i takich, ze B [¢(X)] =w, ma najmniejsza wariancje
E[g(X)— E(g(X))]>. Jezeli dla jakiej§ funkeji h(X) zachodzi Eh(X)]=w, to &k
nazywamy mniechciqéonym estymatorem parametru w. (E(Y) oznacza tu wartoéé
oczekiwana zmiennej losowej Y.)
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Jak wiadomo, (5) przyjmuje minimum dla

f (1 — p)” " (w)dw

(6) falm) = Blw|X —m] = &, .
[ 2" (L~ )" p () du

Mozna to zreszty bezposrednio stwierdzié rézniczkujge wyrazenic
pod calkg we wzorze (5) wzgledem f(m) (m =1,2,...,n).

Pokazemy, ze 0 < f,(m) <1 i ze f,(m) jest niema}lejayca lub niero-
sngcs funkeja zmiennej m, w zaleznosci od tego, czy 1—p,—p, jest
wieksze czy mniejsze od 0. Pierwsza cze$é twierdzenia wynika z tego
faktu, ze we wzorze (6) funkcja w liczniku pod catka jest dla kazdego
0 < w < 1 niewigksza od funkeji pod catka w mianowniku i ze obie s3
nieujemne. Aby udowodnié druga cze§¢ twierdzenia, oznaczmy

) flh (1 —p)* " (w) dw
Bulh(w)] = ——5 (m=0,1,...,n—1).
ofpm(l—p)"_m"lsv(w)dw

Wtedy
; 1— B, (wp)— B,,(w)E,, |
fim s 1) fo(m) = Zmt00D)  Enl0 (3 —p)] _ B (0p) — B (10) B (p) _
_ A= p) [ ()~ B (0)] (1= py—pa) B[ (0 —B(w0)"]
B (p)Bm(1—p) ' B (p) B (1—p)
Poniewaz
B, [{w— Bi(w) )2]
B (D) B (1 — )

wiec f,(m) jest niemalejagca, gdy 1—p,—p, >0, i nierosngca, gdy
1—p,—p; < 0. W dalszej czeSci pracy bedziemy zakladali, ze 1 —p,—
—p; > 0. Wezystkie dalsze rozwazania latwo jednak uogolmé na drugi
przypadek.

- Przyjmijmy teraz postulat Bayesa, ze wszystkie wartosei parame-
tru w sy a priori jednako prawdopodobne, tj. ze <p(w) = 1. Wtedy korzy- |
stane z wzoru (6) otrzymujemy o



252 8. Trybuta

(7)

1 1—Dg

[ wp™ (L —p)* " dw 1 J P —p)*dp
fa(m) = % ‘ = - o —p | =

J‘ m(l_ )n-md,w 1'—]’31—‘272 2 m(l_ n—md

[P )"~ z{ p p)"~"dp

I'im+-2)I'(n—m+1)

_ 1 1 I'(n+3)
1—p,—ps | Tm+ )T (n—m+1)
| I'(n+2)

[1_pa(m+2, n—m~+1)— I (m+2, n—m+1)]
Mipmt L, n—mt 1) — L, mF 1, n—m+1)]

1,

B 1 m+1'11_,,2(m+'24,n_~én+1)_1m(m+z,n—m+1)_ ]
1—py—peln+2 I_p(m+1l,n—m+1)—1I, (m+1,n—m+1) P11y

gdzie I,(s,t) jest nmiekompletng funkcjy beta

_TOTW [ 4y g
L6 0) = Feo g fm (1— o) da.

Tablice tej funkeji znajdzie czytelnik w [3]. Gdy » jest duZze, mozna tu

wykorzystaé fakt, ze rozklad beta I,(an, fn) jest asymptotycznie nor-

malny. Dokladniej: dla duzych n
‘ (r—m)fo

6—x212 dm,

Ii(an, pn) ~

Van

— 0

gdzie

m a 1 ]/ - af
~ atp’ G,_a,—l-ﬁ na+nf+1

(patrz [1]). Dla p, = p, = 0, fo(m) = (m+1)[(n+2) wzér ten podal
Laplace. ' ' ' - ' .
" Ponizej dla przykladu ‘podajemy wartoSei estymatora fy(m) dla
py = 0,01, p, =01, n =20 oraz, dla poréwnania, wartofci f;(m)
dla tych samych p,, ps,n i fa(m) = (m+1)/(n+2) (tablica 1).
© Jak widzimy, wartosci estymatora f,(m) sa na ogét wieksze od odpo-
wiednich wartogei f2(m). Odpowiada to teému, ze dla p, = 0,01, p, = 0,1
‘wynik badania m powinien byé na ogél mniejszy od prawdziwej ilosci
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TABLICA 1

m fi(m) - fa(m) 13 (m) m fu(m) fo(m) 2 (m)
0| —0,0112 0,0506 0,0455 11| 0,6067 0,6016 0,5455
1 0,0449 . 0,0927 0,0909 12 0,6629 0,6527 0,5909
2 0,1011 0,1422 0,1364 13 0,7191 0,7036 0,6364
3 0,1573 0,1932 0,1818 14 0,7753 0,7540 0,6818
4 0,2135 0,2441 0,2273 15 0,8315 . 0,8028 0,7273
5 0,2697 0,2952 0,2727 16 0,8876 0,8479 0,7727
6 0,3258 0,3469 0,3182 17 0,9438 0,8864 0,8182
7 0,3820 0,3973 0,3636 18 1,6000 0,9187 0,8636
8 0,4382 0,4484 0,4091 19 1,0562 0,9387 0,9091
9 0,4944 0,4995 0,4545 20 1,1124 0,9540 0,9545
10 0,5516 0,5506 0,5000

brakéw w prébie, a wiee podawaé nam tendencyjnie falszywe infor-
macje o prawdziwej wadliwosei w. Nier6wnos$é fo(m) > f3(m) kaze nam
przypuszezaé niwelacje tej tendencji.
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C. TPEIBY JA (Bpomuas)
OIJEHKA C YYETOM OMUBOK BPAKOBIIHKA
PE3IOME

BpaxoBmuk ponyckaer omubky NPpH KBATMPHOUPOBAHAM NPEAMETOB W3 BH-
Ooprn. OGO3HAYMM COOTBETCTBEHHO uYepe3 P1 M Pz BEPOATHOCTH IPUHATHA HCOPAB-
HOTO mpeaMera 3a Opaxk m Opaka 35 McupaBHHIl, B cTarne paccMarTpupBaeTcA BOIPOC
OIGHKM JoNK GpaKa COBOKYNHOCTH, M3 KoTopo#t BaaTa BuOopra. Caman sddexru-
BHAA OIeHKA (4) HEIPHUIOgHA, IJIABHEM 06pazsoM MOTOMY, UTO AJA HEKOTOPHX BHGO-
POK TDAHHMAaeT 3HAYEHHA OTPUIATENbHEE WAM GOoXblle eTUHUIE. ABTOP Npenia-
raer oneHky (7), ABIAIyCA 6GallecOBCKUM PpemleHMeM B IPEeRIOI0MEHMN PABHO-
MEpPHOTO PACIPENEeICHHUA & Priori, '
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S. TRYBULA (Wroclaw)

ESTIMATION TAKING INTO ACCOUNT THE ERROR OF THE CONTROLLER

SUMMARY

The controller commits errors in qualifying items of a sample. Let us denote
by p, and p, the probability of recognizing a good item as a bad one and a bad item
as a good one. The author considers the problem of estimating the per cent
defective in the lot from which the sample has been taken. The most effec-
tive estimator defined by formula (4) is not suitable, mainly because for some
values of the sample it assumes negative values or values greater than unity.
The author proposes the estimator (7), which is a Bayes solution, under the
agsumption that the prior distribution is uniform.



