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ROZKLADY ODSTEPOW MIEDZY ZMIANAMI STANU W SYSTEMIE
M|G/1 ZE SPRZEZENIEM ZWROTNYM

1. W modelach obshlugi masowej zaklada sie niekiedy, ze proces
zgloszen jest procesem Poissona z intensywno$cia 4, = A[n(t)] zalezng
od stanu systemu x () w danym momencie ¢. Sci§le méwiac jest to proces
pojedynezy i bez nastepstw, a intensywnogé tego procesu jest definiowana
jako granica

Ay = limw(t, 7|n)/T,
-0
gdzie w(t, v|n) oznacza prawdopodobienstwo co najmniej jednego zglo-
szenia w przedziale czasowym [¢,?t+4t) pod warunkiem, ze n(t) = n.

W modelu, ktéry bedziemy rozpatrywali w niniejszej pracy, przyj-
mujemy ponadto jednokanalowg obsluge z dowolnym rozkladem czasu
obslugi. Graniczne prawdopodobienstwa stanéw tego systemu s3 znane
w przypadku wykladniczego czasu obslugi (por. np. [3]), natomiast
w przypadku dowolnego rozkladu czasu obstugi mozna badaé system za
pomocy wlozonych lancuchéw Markowa [1].

W niniejszej pracy zajmiemy sie rozkladem odstepéw miedzy zglo-
szeniami jednostek do systemu oraz rozkladami odstepow miedzy mo-
mentami zmiany stanu systemu. Y.atwo udowodnié, ze w systemach
bez sprzezenia zwrotnego, tzn. gdy A, = 1, odstepy miedzy zgloszeniami
jednostek do systemu sg niezalezne i o wykladniczym rozkladzie z para-
metrem A, natomiast odstepy miedzy momentami zmiany stanu zalezg
tylko od tego, czy na poczatku odstepu system jest pusty, czy nie.

Zauwazmy, ze gdyby proces n(t) byl niemalejacy, tzn. gdyby czas
obstugi byl nieskonczony, to odstepy miedzy zgloszeniami bylyby nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym, przy czym
n-ty odstep mialby parametr 1, zalezny od stanu systemu w momencie
przedostatniego zgloszenia. Niestety w nietrywialnych modelach mo-
menty zakonczenia obshugi takze zmieniajg intensywno$é procesu zglo-
szen, czyniagce rozklady odstepéw miedzy zgloszeniami bardziej skompli-

Zastosowania Matematyki. Tom IX, z. 3 2



220 I. Kopocinska i B. Kopocinski

kowanymi. Zaréwno rozklady odstepéw miedzy zgloszeniami, jak
i odstepéw miedzy zmianami stanu systemu zaleza od stanu systemu
w momencie poczgtkowym 1 od czasu trwania obshigi jednostki znajdu-
jacej si¢ w obstudze. Poniewaz model M/G/1 ze sprzezeniem zwrotnym
najlatwiej opisaé przy uzyciu wlozonego laricucha Markowa w momentach
zakonczenia obshugi, z praktycznego punktu widzenia wygodnie jest
uzaleznié¢ rozklad odstepéw miedzy zmianami stanu systemu od stanu
systemu w momencie zakonczenia ostatniej obshugi.

2. Rozwazmy sytuacje powstala w momencie zgloszenia jednostki
do systemu, gdy w systemie jest » jednostek (nie liczac aktualnie zgla-
szajacej si¢), a v jest czasem, jaki uptywa od rozpoczecia obstugi jednostki
aktualnie zajmujacej kanal obshigowy. Niech X (n, ) oznacza czas do
najblizszej zmiany stanu oraz D(n,t) czas do najblizszego zgloszenia.
datwo sprawdzié, ze

X(n,7) =min(S—1; Y, da =n>0,
X(0,0) = YO?

gdzie S jest pelnym czasem obslugi jednostki, §—tv > 0, natomiast Y,
83 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z para-
metrem 2,. Zmienng losowg Y, mozna interpretowaé jako czas do naj-
blizszego zgloszenia pod warunkiem, Ze proces zgloszen jest procesem
Poissona z parametrem 1, niezaleznym od stanu systemu.

Rozwazmy teraz dwa przypadki: 1° nastepne zgloszenie nastapi
nie pdzniej niz w momencie dokonezenia obslugi, 2° obstuga zostanie
zakonezona wezesniej. W pierwszym przypadku mamy

Dn,t) =X(n,7) =Y,,
natomiast w drugim przypadku mamy Y, > S8—7 i wowczas
Dn,tr) =8—v+D(n—1,0),
przy czym S—z7 i D(n—1,0) sg niezalezne.

Yatwo wyprowadzié¢ wzor

(1) HDWJ%@ﬂ=fPumhﬂ<mW—t=ﬂ%M%

G(s+7)—G(r+0)
1—G(z+0)
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P(S—r<s|S—1>0) =
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Warunkowe prawdopodobienstwo wystepujace pod calkg we wzorze
(1) mozna przeksztalcié¢ jak nastepuje

P(D(n,v)<w|8—7v =8 =PDn,7)<x, Y, <S—7v|8—7 =3+
+P(D(n, 7)<z, ¥, >8—7|8—rv =8 =P(¥, <=z, ¥, <s—7)+
+P(D('n_"1’ O)+ts<z, Y, >3) = F'g)(wy 3)+Fg)(m7 $),

gdzie
. 1—e ™ dla 0<a<s,
(3) F (@, 8) = s
' 1—e™™ dla 2 >s,
0 dla x<s,
(4) F)(x,8) =1 _,,
¢~"" Fpm_1,0 (@ —3) dla =z >s.

W szczegdlnofei poniewaz zmienna losowa D(1, ) jest okre§lona
tylko dla v = 0, to

P(D(1,0) < @) = [ [FP(x, )+ F (2, 8)]dG(s),

gdzie
1—e™® dla 0<ao<s
(3) Pz, s) = e -
1—e ™" dla x>s,
(6) PO, = |, o =
x,8) =
P e (1—e M=) dla z>s.

Zajmiemy sie teraz obliczeniem oczekiwanej wartosei zmiennej
losowej D(n, r). W tym celu zauwazmy, ze

(7) ED(n,t) = Emin(8—r7, Y,)+P(Y, >8—1)ED(n—1, 0).
Obliczmy dla S—7 >0

(8) P(Y,>8—1) = [ [ he " dwd@.(y) = G; (4,
0 v

gdzie G, *(2) jest transformatg Laplace’a Stieltjesa funkeji @,(s).
Rozklad zmiennej losowej min(S—1z, Y,) jest nastepujacy:

P(min(8—7, ¥,) < ) = 1—e """ (1— @, (x)).
Stad

(o o]

(9)  Bmin(S—r, Ya) = [ e (1—G, (0))do = ;_(1_(;:(1,,)).

0
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Korzystajae ze wzoréw (7), (8) i (9), mamy
ED(n, v) = (1—G¥ () /2a+GF(3) ED(n—1,0), =n=1,2,...
ED(0,0) = 1/4,.
Stad
ED(n, 0) = (1—G*(4)) /a4 G (2a)(1 = G* (An_1)) /A1 ...+
+ G ()G (An_y) .. G () (1 —G* (1)) A+ G () G* (A_y) ... G*(A)) ] 2.
Zauwazmy na koniec, ze je§li 4, = 4, to rozklad zmiennej losowej

D(1,0), a takze rozklady zmiennych losowych D(n, v) sa wykladnicze
z parametrem A.

3. Jak zauwazyliSmy we wstepie, z praktycznego punktu widzenia
wygodniej jest uzaleznié¢ rozklad odstepéw miedzy zmianami stanu
systemu w momencie zakonczenia

PRV v Yopk— Y ostatniej obstugi.
T T T ! Oznaczmy przez X (n|¢) czas po-

) 7 bytu w stanie n w czasie trwania
e—X(nli) — jednej obslugi pod warunkiem, ze na

S poczatku tej obsltugi ¢ jednostek znaj-

Rys. 1 duje si¢ w systemie. Dla n < ¢ mamy

X(n|t) = 0, poniewaz w czasie trwa-
nia obstugi stan systemu nie moze zmaleé.
Yatwo sprawdzié, ze dla » >4 (por. rys. 1)

(10) X(n|n) = min(¥Y,, §) = X(», 0),
(11) X (n|4) = min{Y,, max[§—(¥;+ Y, +...+ ¥xn_y), 01},

gdzie Y;, Y;,,, ... 83 niezaleznymi zmiennymi losowymi o wykladniczym
rozkladzie z parametrem A;, A ;,....
Znajdziemy teraz rozklady zmiennych losowych X(n|7). Dla ¢ =n

F (@) = 1— e~ 'n"(1—@()).

Dla » >4 gesto§é zmiennej losowej U = Y;+Y; +...+Y,_; jest dla
0 < x < oo nastepujaca:

fo @) = Aidigreen Ay ff e~ CiVotAit Wit A Un—i Dy dy. . Ay, =

Qp—i—1(%)

= u_1P(&(®) = n—i—1]i),
gdzie
Qn_i_l(w) = {(?/o: Y1y eony yn_i_l): Y = O’ y0+y1+---+yn_i—1: .CU}
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Wyrazenie P(E(a;) = nli) oznacza (por. [17], wzér (11)) prawdopodobienstwo
n zgloszen w czasie trwania obslugi o dlugosci #, jesli na poczatku obslugi
¢ jednostek znajduje sie¢ w systemie.

Ustalmy 8 =s. Wowezas zmienna losowa Z = max(s— U, 0) ma
dystrybuante

0 dla <0,
Fz(r)={1—Fy(s—2) dla O0<ax<s,
1 dla =z >s.

Stad
Fxmig(®) =1—(1—Fy,(#))(1— Fz(z) =
0 dla =x<0,
={1—e M PFys—x) dla 0<ix<s,
1 dla 2 >s.
Tak wiec

0 dla <0,

S—T

Fxuis (@) = 1—Ap_ye " [ Pe(y) =n—i—1]i)dy dla 0 <a<s,
0

1 dla 2z >s.

Poniewaz

Fxuy (@) = [ Fxquiz(#)dG (s) =
0

= 1—zn_1e—1n’”fp(§(y) =n—i—1])[1—G(z+y)ldy, dla x>0,
0

to szukany rozklad zostal znaleziony.
Dla n > 4 zmienna losowa X (n|¢) przyjmuje wartoéé zero z dodatnim
prawdopodobienstwem. Ze wzoru (11) mamy

P(X(n|i) =0) =P(8 < Yi+Yiy1+...+ Yu_y).

Wyrazenie to mozna interpretowaé¢ jako prawdopodobieristwo nieosigg-
niecia stanu n w czasie obstugi, na poczatku ktorej system byl w stanie <.
Rozklad zmiennej losowej X (n|¢) pod warunkiem, ze X (n|i) >0, ma
postaé
F.X(nli) (@) — FX(n]i) (0+)

l—FX(nli)(O+) .

FX(n[i) () =
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Przejdziemy teraz do obliczenia oczekiwanej warto§ei zmiennej
losowej X (n|i). Oczywiscie

by 1
EX(n|n) = [ ¢ (1—G(r)) do = l—(l—G*(ln)),
0 n
dla n > ¢ natomiast mamy

EX(n|i) = [ EX(n|i, s)dG(s),

gdzie
EX(n|i,s) = [ (1— Fxpig(@)ds =
0
= [Ip_ye™ [ P(é(y) = n—i—1]i)dyda
0 0
1 po scatkowaniu
In1

(11) EX(n|i,s) = ; fP(é(y) = n—i—ll@')dy—llP(f(s) = n—1|i).

W pracy [2] znaleziono wzdr

(12) EX(n|iy8) = Y Mu(hiy digas-eey Ingics §)
k=0
gdzie
Mu(Ziy diayeeey dnyrs 8) =

= idigr eee Anikn ff yne—(liﬂo+7~i+1”1+---+'1n+k”n+k—i)dyody1__.dyn+k_i_l.
D1~

Latwo pokazaé réwnowazno$é tego wzoru z poprzednim. Istotnie,
dla ¥ > 0 mamy

Jl[n(}'iy li-}-l, ey )*n+k; 3) =
= In [ Mu(hiy diy1y ...y n @) P(E(s— ) = k—1|n+1)ds.
0
Sumujac te wzory dla k =1, 2, ..., otrzymujemy

BX (0|6, 8)—Mu(Asy dipay oovy Ins 8) = An [ Malhiy Aiyry -y Anj @) dar.
0
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Jednakze

I [ Myp(hiy Riyay ey hni @) ds =
0

= I ofofp(s(u) = n—i—1]i)dy_s (60— u) e~ D dudy =

ﬂ-n— 1
A

fP(&(u) = n—f5—1|i)du—;—P(§(m) = n—i|i)—

_'J[n(/‘iiy li-}-l’ cee) )'n; 8)
co konezy dowod réwnowaznosci wzoréw (11) i (12).
PRZYKEAD. W szczeglélnym przypadku, gdy 4, =4, ¢ =0,1,...,
otrzymuje si¢ model M /G/1 bez sprzezenia zwrotnego. Woéwezas P(£(x) =
= n|i) = (Ar)"e */n! oraz

0 da 2<0,,

n—t—1
Fypis (@) ={1— A~ Ay ey dla 0<x<s
X(nli,s) (.n_ Z—-l) ! < 9y

1 dla z>s,
a stad dla x > 0 otrzymujemy

o0 (Ay)n_i_l 6—1y

— A
Fren(@ =1=2 ) 51y,

0

[1—G(z+y)ldy.

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze czas obslugi jest wykladniczy G(x) =
=1—e¢*, to
A

Q [ —

n_ie_(l+p)w _
b/ - 2_}_” *

FX(n}'i) () =1—0¢

Stad widaé, ze prawdopodobienstwo osiagniecia stanu » w czasie
jednej obstugi, jesli na poczatku tej obstugi byl stan i, jest 1— "7,
natomiast rozklad zmiennej losowej X (n |¢) pod warunkiem, ze X (n|z) > 0,
jest wykladniczy z parametrem A+ pu.
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Praca wplynela 2. 3. 1967

‘H. KOIIOI_[I/IHI;CKA n B. KONOIIMHBCKH (Bpounas)
PACIIPE/IEJIEHUS [TPOMEXYTKOB BPEMEHU MEXJY TNEPEMEHAMH
COCTOSIHAII CUCTEMBI M/G/1 C OBPATHOMN CBSI3BIO

PE3IOME

IlycTe MMeeTCA cUCTeMa MaCCOBOTO OOCIYMMBAHUA C IYACCOHOBCKMM IIOTOKOM
Tpe0oBaHUI, UHTEHCUBHOCTHI KOTOpPOTO Ap = A[n(f)] 3aBUCUT OT COCTOAHMA CUCTEMH
7 (), B MOMEHT BpeMeHN { ¥ ¢ MPOM3BOJLHHM 33aKOHOM pacmnpefeieHua G (r) BpemeHuU
o6cayuBauus B OQHOM Kanaue. B pa6ore HalifieHn pacnpefieleHuA (&) RIUHH IIPO-
MeKYTKOB MeAYy 3afABKON IOCIef0BaTelbHHIX TpeOoBaHmnit, (6) AIMHH IIPOMEKYTHKOB
Me;Kly TepeMeHaMH COCTOAHUN mpolecca 7 (i), a TawKe MaTeMaTNyeCKUe OMUTAHUA
3THX pacnpefenenuii. HaiifjeHHHe pachnpefelleHMA B3aBHCAT OT COCTOAHMWA CUCTEMBE
B Ha4yalbHOM MOMEHTe NPOMEKYTHKA M OT BpeMeHH OOGCIYy:KUBaHUA TpeOOBAHMA, KO-
TOpoe O0CHy:KMBAeTCHA B 3TOM MOMEHTe.

I. KOPOCINSKA and B. KOPOCINSKI (Wroclaw)

DISTRIBUTIONS OF INTERVALS BETWEEN STATE CHANGES IN A M/G/1
SYSTEM WITH FEEDBACK

SUMMARY

Assume a queueing model with a Poisson arrival stream of intensity i, = A[n(t)]
dependent upon the state »(f) of the system at moment ¢ and with a single service
channel having an arbitrary service time distribution G'(x). The paper gives the deri-
vations of the following distributions: (a) the distribution of length of the intervals
between arrivals, (b) the distribution of lenght of the intervals between state changes
of the process n(t), and also, the expected values of those distributions. The derived
distributions depend upon the state of the system at the initial moment of the in-
terval and of the service time of the individual being served at the initial moment
of the interval.



