T. CZECHOWSKI, M. FISZ, W. SADOWSKI, R. ZASEPA (Warszawa)

0 WYZNACZANIU WSPOLCZYNNIKA BEZPIECZENSTWA

1. Z doéwiadczenia wiadomo, ze wytrzymalo§é okreslonego mate-
rialu konstrukeyjnego nie ‘jest wielkodeig stala. Jedli wiee z rozwazan
teoretyeznych wynika, iz wytrzymalosé ta dla jakiego§ materiatu wynosi
np. Ry, t0 w rzeczywistodei poszczegélne préby, jakim poddajemy ten
material, wskazuja na to, ze wytrzymato§é ta jest czasem wigksza, cza-
sem mniejsza niz R,. Fakt ten znany byl od dosé dawna i miedzy innymi
dlatego, ze wzgledu na bezpieczeristwo, naprezenia dopuszezalne ustalano
z reguly ponizej wielkodei By, np. jako R,/I', gdzie I'>1.

Z uwagi na swojg role liczba I' nosi nazwe wspélezynnika bezpie-
czenstwa. Tak np. przyjmujae I'=3, ustalamy naprezenie dopuszezalne
trzykrotnie mnizsze, niz wynika to z rozwazan teoretycznych. W ten spo-
s6b zabezpieczamy si¢ powaznie przed ewenfualng niespodziankg pole-
gajacy na tym, ze rzeczywiste naprezenie bedzie wigksze niz dopuszezalne.

Przez dlugi czas liczbe I' wyznaczali dla poszezegélnych materialéw
konstrukeyjnych w sposéb subiektywny autorzy odpowiednich przepi-
s6éw konstrukeyjnyeh. Dopiero w pracach W. Wierzbickiego !) znajduje-
my prébe zbudowania teorii, opartej na rachunku prawdopodobienistwa,
pozwalajgcej na wyznaczenie wspélezynnika bezpieczenstwa w sposéb
obiektywny.

W ujeciu 'W. Wierzbickiego wytrzymalosé okreslonego materiatu
konstrukcyjnego jest zmienng losowa, tzn. wielkodcia mogaca przyj-
mowaé rézne wartodei, nalezace do poszczegélnych przedzialéw z okre-
Slonymi prawdopodobienistwami. Zmienng te oznaczaé bedziemy w dal-
szym ciagu symbolem R. Zakladamy (na podstawie doswiadezenia niekto-
rych badaczy), ze ma ona rozklad normalny z warto$cia sredniag R, i od-
chyleniem standardowym o; taki rozklad oznaczymy symbolem N (R, ).

A zatem dystrybuante rozkladu wytrzymalofei danego materialu
konstrukeyjnego wyznaeza wzér
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1) 'W szczegdlnodci nalezy wymienié prace [1] i {2]. Nadto pidémiennictwo do
tego zagadnienia podano w pracy [3].

P(R<z)=
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w ktérym P(R <#) oznacza prawdopodobienistwo zdarzenia, ze zaob-
Serwowana wytrzymatodé bedzie mniejsza niz z.

Oznaezajac przez k dopuszezalne naprezenie, okre§lamy wspélezynnik
bezpieczenistwa wytrzymalodei matberiatu konstrukcyjnego jako 2)

(L.1) r==

Oczywidcie, dopuszczalne naprezenie powinno byé wyznaczone tak, by
rzeczywista wytrzymalto$é nie byla mniejsza od naprezenia dopuszezal-
nego. Poniewaz wytrzymalodé jest
Zmienny losows, wiec nie mozemy

byé pewni, ze rzeczywista wytrzy- R
malo§é nie bedzie mniejsza niz
Wyznaczone przez nas naprezenie
dopuszezalne. W tych warunkach
mozliwe jest jedynie takie wyzna-

czenie naprezenia dopuszczalnego,

Zeby bylo dostatecznie male praw-
dopodobieristwo, ze rzeczywista
wytrzymalosé bedzie mniejsza niz naprezenie dopuszezalne. Oznaczajge
to prawdopodobienistwo przez a otrzymujemy warunek

(1.2) PR<k)=a.

Z warunku tego mozna wyznaczyé wielko$é I,, tak by
k=Ry+1,0.

Zauwazyé tu nalezy, ze ze wzgledu na to, iz a jest male (w kazdym razie
mniejsze od 0,5), to I,<0 (rys.1). Wzér (1.1) okreslajacy wspélezynnik
bezpieczenistwa przybiera teraz postaé

—_— e Ro S—

T Ry+lo’

(1.3) I

W praktyce nie znamy dokladnie wartosci ani R,, ani ¢, nie mozemy
wige dokladnie wyznaczyé wspoélezynnika bezpieczeristwa danego ma-
teriatu. Wspélezynnik ten mozemy jedynie oszacowaé na podstawie
Pewnej liczby do§wiadczen, przeprowadzonych na materiale konstrukeyj-
nym. W zwigzku z tym powstaje pytanie, ile takich do§wiadezen nalezy
Przeprowadzié, by mozna bylo oszacowaé wspélezynnik bezpieczenstwa
I' z z3dang dokladnodcia ¢ i z odpowiednim wspélezynnikiem ufnosci.

) Poréwnaj np. Wierzbicki [2].
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Oszacowana wartodé wspolezynnika Dbezpieczenstwa (oznaczamy jg
przez y) jest oczywiscie zmienng losows, moze ona bowiem przyjmowaé,
przy danym [, i danej liczbie doswiadezen, rézne wielkodci z prawdopo-
dobiefistwami zaleznymi od B, i o.

Chodzi¢ nam bedzie o znalezienie fakiej liczby n dodwiadezen, by
przy ustalonym ¢>0 i 0<f<1

(1.4) P(ly —I'l<e) = 8. ‘

Praca niniejsza stanowi prébe rozwiazania tego zagadnienia.

Nalezy zauwazyé, ze rozpatrywany przez nas przypadek jest stosun-
kowo prosty, gdyz wspélezynnik bezpieczenstwa wuzalezniono tylko od
wytrzymalodei. Jest to pewne uproszezenie zagadnienia, bo w prak-
tyce wchodza w gre jeszcze inne zmienne losowe jak np. obeciazenie.
Bywaja jednak sytuacje, kiedy-mozna przyjaé, ze obcigzenie jest state,
a jedyng zmienng losows wplywajacag na wspélezynnik bezpieczenstwa
jest wytrzymalo§é. Za przyklad moze tu posluzyé przewéd energety-
czny kolei elektryeznyeh, ktéry zwykle zawiesza si¢ na stalowej lince
z jednej strony umocowanej, z drugiej za§ obeigzonej stalym -cigzarem.
Wtedy w lince jest stale obcigzenie®).

2. Zajmiemy sie¢ najpierw zmienng losowsa y, na podstawie kférej
bedziemy szacowaé I'. Niech 1,,7,,...,7, 0znaczaja zaobserwowane wy-
trzymalosci badanego materialu otrzymane na podstawie n przeprowa-
dzonych do§wiadczen. Za y przyjmujemy

7 1 1S
s E=34 je F == — \11‘- = : P 732
{2.1) yﬁi—}—las’ gdzie 7 7‘*,61"“ s= 1 ”2()@ ).

Wzér (2.1) mozna napisaé réwniez w postaci

_ FY'n—1 /s
V/n—1 sty 1
Podstawiajac
(2.2) t=_yn_1
s
otrzymujemy

4

ey

3) Uwagi te zawdzieczaja autorzy prof. J. Oderfeldowi.
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Wprowadzajae pomocnicze oznaczenie 1,yn—1=A mozemy ostatecznie
wzér (2.1) napisaé w postaci

]
(2.3) y= o

Zmienna losowa i, wystepujaca we wzorze (2.3) a okres§lona przez (2.2),
ma rozklad niecentralny Studenfa. Zmienna ta jest asymptotycznie
normalna i ma rozklad

';)4>

R, — +/. 1 /(R
N(';W';l/“‘fzb

Poniewaz wzér (1.3) napisaé mozna w postaei

Ryje
VES
skad
R, I,
¢ 1-I'

wige gdy »-—>oco, mozna zastarié zmienng ¢ wystepujaca w (2.3) przez
zmienng o rozkladzie
rﬁif)
-1/

no i
N£~PVWV1+§Q

3. Nim przejdziemy do znalezienia %, spelniajacego relacje (1.4),
wprowadzimy pewne oznaczenia. Oznaczmy

I'—e=2, I'teg=2z,,

gdzie ¢> 0 jest zadang dokladnofcig oszacowania, jak we wzorze (1.4).
Korzystajac z wzoru (2.3), mozna wyrazenie (1.4) napisaé jako

4
P(zl<t+z <22)=ﬂ
lub

t t
(3.1) P(f—n <Zz) —‘P(m <2'1)= ﬂ.

_—

%) Zobacz np. N. L. Johnson i B. L. Welch [4].
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Z uwagi na znaezenie symboléw I" i ¢ mozemy przy]apé nie zmniejszajac
ogllnodei zalozen, ze spelmiajg one relacje

(3.2) 1—2z=1—-T+¢e<6,
{(3.3) 1—2,=1—-T—¢e<0,

I jest bowiem liczba wiekszg od jednosei, natomiast ¢ jest stosunkowo
malte. Wynika stad

% 4 —1+4+1 1

3.6 X = - = —1<—1.
(3.6) 1—2 l—2 1—2z <-1
Analogicznie
(3.5) 2 <1

1—2

Zanotujmy takze, iz

(3.6) 4 <0,

eo wynika z uwagi, zrobionej w ustepie 1, orzekajacej, ze 1,<0.

4. Przejdziemy obecnie do znalezienia %. Zajmijmy sie pierwszym
skladnikiem réznicy z lewej strony (3.1):
P(t _;i 1 <z2) Pl<z(t+ A)|t>— A} Pt>— A)+
+Pli>zlt+ A)i<— A} Pt<— A) =
=Pll—2)i<znd|lt>—A}P(t>—A4)+

+Pll—z)i>ndli<— A} Pt<— A).

Korzystajac z zalozenia (3.3) otrzymujemy

t

+P(t <A |t<—A)P(t< 4).
A T e

Pierwszy skiadnik sumy wystepujacej z prawej strony ostatniej rownosei
jest lgoznym prawdopodobieristwem zdarzenia ¢>A4z2,/(1-—2,) oraz zda-
rzenia t>—A. Ze wzgledu na (3.5) oraz ze wzgledu na (3.6) latwo zau-
wazyé, iz realizacja zdarzenia ¢>A4z,/(1—=2,) pocigga za sobg realizacje
zdarzenia t>—A. Wobec tego ofrzymujemy

P(t>A——It> A)P(t>—A)=P(z>A & )
].—" 1—22

~2
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Roezumujae analogicznie, zauwazymy, iz drugi skladnik w rozpatrywanej
sumie da si¢ przedstawié w nastepujacy sposéb:

(t<A |1;< A)P(t<——A)=P(t<—A).
1— 5,
W rezultacie otrzymujemy
1
(4.1) P———<4 PG>A %)+Pu<—A)
t+ 4 1—z,

W podobny spos6b, opierajac sie na (3.4) oraz na (3.6), otrzymujemy

(4.2) PL——<%) PG>A1%)+PH<—AL

%

Z uwagi na (4.1) i (4.2) — réwnosé (3.1) réwnowazna z réwnoseciy (1.4)
przybiera teraz postaé

(4.3) Pli>a-"> )—P(¢>-A &1 = 4.
,]_—‘22 1—{31

Prawdopodobienstwa wystepujace z lewej strony powyzszej réwnosei
mozna obliczyé korzystajac z tablic rozkladu normalnego, gdyz przy
dostatecznie duzych n zmienng ¢ mozemy traktowaé jako zmienng o roz-

kladzie normalnym
I ‘v/ 11,
P . 1
Nh—r i G A)

Jedli przez symbol @(2) oznaczymy dystrjbuant@ rozkladu normainego
‘N(0;1), to réwnodé (4. 3) przyjmie ostatecznie postaé

Lyn—1 AL Vn

(44) @ Sl _
/ 1( I, \*
i+ ‘(1—_7)
/ r'+e T
WV n—1: 17— 8—1—PV
iy =3

Vi)

Wzér powyzszy wyraza zalezno§é miedzy f,a,e a n.

5. Dla celéow praktyeznych wygodnie jest przedstawié w postaci
tabelaryecznej zaleznosé wyrazong wzorem (4.4). Jako przyklad podajemy
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ponizej fragmenty odpowiednich tablic, w ktérych — zgodnie z petrze-
bami praktyki — nie przyjmujemy statej dokladnogdei &, lecz stalg do-
kladno§é wzgledny, tzn. ¢/I. Prawdopodobienstwo a, wystgpujace we
wzorze (1.2), przyjelimy za réwne 0,0001. Nalezy zwrécié uwage, iz
wzbr (4.4) jest wzorem asymptotycznym i Ze wobee tego wartodeci =,
ktére podstawiamy, powinny byé dostatecznie duze (wystarczy = > 30).

Whapélezynnik ufnoéei jako funkeja n i I’
¢/I'=0,05 e/l'=¢6,1

N’ 2 3 l 4 N 2 3 4
n : ! N
100

~

100 0,5160 0.2696 0,1740 0,8403 0,5127 | 0,3544

500 0,8796 0,6615 0,3753 500 0,9955 0,8739 0,6982
1000 0,9703 0,7778 0,5121 1000 0,9999 0,9654 | 0,8495

e/I'=0,2 e)I'=0,3

I . |
™~ 2 ' 3 4 N 2 | 3 4
" n i _
|
30

0,9945 | 0,7594 | 0,6000

50 0,9298 ! 0,6947 0,5047

100 0,9788 | 0,8358 | 0,6613 50 0,9993 | 0,8281 0,7126
500 0,9999 ’ 0,9912 | 0,9444 100 0,9999 | 0,9047 0,8346
1000 0,9999 | 09995 ! 0,9887 500 0,9999  0,9974 | 0,9854

Z tabliezek tych widaé, iz np. gdy a= 0,0001, to chcac mieé oszaco-
wanie I' (dla I'<<4) ze wspéllezynnikiem ufnofci powyzej 0,95 trzeba
okolo 500 do§wiadczen, jesli dokladno$é wzgledna oszacowania ma
wynosié 0,2, \

Oczywiscie im wigkszg chcemy mieé dokladnodé (przy danym wspél-
czynniku ufnofei), tym wigcej potrzeba doswiadezen.

Tablice powyzsze wskazuja, iz na ogél nie mozina tu poprzestaé
na kilku, ezy kilkudziesigeiu do§wiadczeniach. Dla oszacowania wsp6l-
czynnika bezpieczenistwa nalezy wykonaé, jak pokazuja tabelki, kilkaset,
a nawetb i powyzej tysigca doswiadczen (zwlaszeza przy duzej dokladnosei
oszacowania). Nalezy tu zauwazyé, ze w.przypadkach, gdy wspélezynnik
bezpieczeristwa zalezy od wigkszej ilodei zmiennych losowych, a nie tylko
od wytrzymalosei, potrzebna jest jeszeze wieksza liczba dos$wiadezen
niz wynikaloby to z podanych tabelek.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela dnia 17.7. 1953 r.

T. YEXOBCKHN, M. OHM, B. CAZOBCEKNH, P, SBACEMIA (Bapmeass)
OB OIIPENEJIEHUN KOSDOHIIHEHTA 3AMACA

PESIOME

IIpoyHoCcTs CTPOMTENLHOTO MaTepuaNa — ciaydaliEas BeJMYMHA M HOITOMY
HOMMHANBbHHE HANPS:KEHAA MBJAaBHA YCTAHABJIMBAJNCH, KAK IPAaBANO, FOPA3H0 HUKe
TeoperuyecKoi nmpouHocTn R,, HanpuMmep kak RB,/I". Uncno I', Gaarogaps cBoeli poan,
Ha3HBaeTCA Koadfuyuenmon aangca.

oror KosPPunueHT B GONPIMNHCTBE CIYyYaeB yCTAHABJIMBAJICA CyObeKTHBHO aBTO-
PaM# COOTBETCBYIOIUX CTPOMTENbHHX HHCTpykuuit. Tompko ammp B pabGorax B.
BemxGUOKOro HaxoAguM MOBHTKY CO31aTh TEODUI0, OCHOBAHHYI0 HA TEOPHH Bepo-
ATHOCTel, RIA o0bLEeKTHBHOro ompefeileHHs Koadduumenra samaca.

Ilpegnaraemass paGora 3afaercs Helbl0 ONpPeReINTh YMCAO MCHHTaHUE Heo6Xo-
IUMHX AJIA ONeHKHN Kos(PPuIMeHTa 3amaca HPH BapaHee YCTAHOBICHHHM XOBEPHUTEHD-
HEM KoadurueHTOM I OIpeXedeHHOH TOYHOCTH. 3ajaya pemieHa NPHM YCHOBHHA, 4TO
TPOYHOCTs CTPOHMTENHHOTO MaTepHala—ciaydaliHad BellMUMHA pacnpefeleHa IO HOP-
MaJBHOMY 3aKOHY (C HeusBeCTHOH cpefHell m HemsBecTHOM xmcmepcmelt). B pesyin-
TaTe moJNyueHo $opmyudy (4.4), MPE MOMODIM KOTOPO# COCTaBIEHO COOTBETCTBYIOM{ME
Ta6aunL, NPOAWBAKIME CBET HA YNCIO0 HCOHTAHNN HEOOXOAMMHX [JiA onpeReleHnsd
Koaddunuenra aamaca.

1. CZECHOWSKI, M. FISZ, W. SADOWSKI, R. ZASEPA (Warszawa)
ON DETEREMINING THE SAFETY FAOTOR

SUMMARY

The strength of any structural material is a random variable. For this reason
nominal stresses have, for a long time, been determined, as a rule, below the the-
oretical strength R,, e.g. a8 B,/I". The number I', because of the role it plays, is called:
the safety factor. This factor has usually been determined in a subjective way by the
authors of appropriate building regulations. Itis only in the works of W. Wierzbicki

Zastosowania Matematyki 1T b
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that we find an attempt to form a theory, based on the theory of probability, making
it possible to determine the safety factor in an objective way.

This note aims at establishing the number of trials which should be made in
order to estimate the safety factor with the 4 priori determined confidence factor
and accuracy. The problem has been solved on the assumption that the strength of
the structural material is a random variable with a normal distribution (the mean
value and the standard deviation being unknown). As a result, formula (4.4) has
been obtained; on its basis it has been possible to construct suitable tables, which
may be a guide in determining the number of experiments necessary to determine
the safety factor. :
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