W. POGORZELSKI (Warszawa)

PRAWDOPODOBIENSTWO BEZPIECZENSTWA KONSTRUKCJI

1. Zagadnienie bezpieczeistwa konstrukeji bez uwzglednienia
czasu. Niech uklad mechaniczny U bedzie zlozony z powiazanych wza-
jemnie czedci sprezystych

Uy, Usyeooy Uy

Na uklad ten dzialaja dane sily zewnetrzne. Po osiggnieciu gtanu réwno-
wagi we wnetrzu ukladu powstang naprezenia; obliczymy je rozwigzujae
pewne rownania rézniczkowe teorii sprezystosei z uwzglednieniem wa-
runkéw brzegowych i -wigzéw, ktérym poddany jest ukiad. Naprezenia
te odpowiadaja punktom kazidego ukladu i kierunkom w tych punktach.

. Nieeh o, , 0,,..., 0, 02nac22j3 Dajwieksze wartosei bezwzgledne naprezen
w kazdej czedei U,,U,,...,U,,. Wartodei te wyrazg sie zawsze w postaci
pewnych nieujemnych funkeyj n parametréw niezaleinyeh g¢,,9:,...,9,

(1) 01=F,(¢1,92y--+5%)5 veey On=Fp(q1,q25--+,qn),

gdzie parametry gi,4s,...,q, Okreslaja cechy geometryezne ukladu,
jak dlugodci, katy, momenty bezwladnosci, 2 nadto pewne cechy fizyczne
ukiadu, jak moduly Younga poszezegblnych czedci lub wspdélezynniki
Lamégo. Do parametréw mozna tez dolaczyé tzw. wspélezynniki zamo-
cowania i obeigzenia. Funkeje (1) 83 okre§lone w pewnym obszarze n-wy-
miarowym £ punktéw o wspélrzednych prostokatnych gq,, qsy...,¢,.
Bezpieczenistwo bezwzgledne konstrukeji (ukladu U) wyraza sig

warunkiem nieprzekraczania przez najwieksze naprezenia ¢,,6,,...,0,
pewnych liczb dodatnich R,,R,,...,R, odpowiadajacych tzw. granicy
plastyeznosei materialéw, z ktéryeh sg zbudowane poszezegblne ezesci
U,,U,,...,U,. W praktyce bezpieczenstwo konstrukeji wyrazamy za-
zwyezaj warunkiem nieprzekraczania przez naprezenia ¢;,0,...,0, DPeW-
nych czesei

R, R, R,

a ’ 2 Y U
powyzszych wartosei granicznych; liezby ey,0,,...,, dodatnie wieksze
od jednosci nazywaja sie wspdlezynnikami bezpieczenstwa i mogg byé
dane z gory.
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Warunek bezpieczenstwa konstrukeji wyraza sip wiec ukladem m
nieréwnosgei

(2) F\(q1,25++» n)<ﬂ7 ceey Fm(Q1’Q2’---7Qn)<ﬂ7
a O

ktére powinny spelnicé jednoczes§nie wszystkie parametry ukladu g,

Qs 94n-

Parametry ukladu ¢,,¢.,...,9,, jak réwniez granice plastycznosei
R,,R,,...,R,,, 53 to liczby, ktére wskutek niedokladnodei produkeji
przemyslowej sa obciazone odehyleniami przypadkowymi. Wobec tego
ZI eRNe  ¢y,qay---yqn, By, Rey..., Ry, nalezy traktowaé jako azmienne
przypadkowe (losowe), z ktérych kazda ma pewien eiagly rozklad prawdo-
podobienstwa. Zakladamy, ze wszystkie te zmienne 83 niezaleine.

Zagadnienie bezpieczenstwa konstrukcji sprowadza sie wige do wy-
zngczenia prawdopodobieristwa, ze nieréwnodei (2) sg spelmione.

Zagadnienie to postawil pierwszy W. Wierzbickil). Autor wyraza
igdane prawdopodobieristwo w postaci iloczynu prawdopodobienstw
dla kazdego z parametréw oddzielnie, co jest jednak niesluszne, gdyz
prawdopodobieistwo bezpieczenstwa wynika z zespolu nieréwnosci (2),
wymagajgeych lgeznego traktowania parametréw. W niniejszej pracy
obliczymy prawdopodobiefistwo bezpieczenstwa konstrukeji w sposéb,
ktory uwazamy za poprawny. Nadto wyniki teorii zilustrujemy na przy-
kladzie.

Jesli ¢,,4;,...,¢, traktujemy jako wspélrzedne prostokatne punktéw
przestrzeni n-wymiarowej, to nieréwnodci (2) dla ustalonyeh wartosei
R,,R,,...,R, wyrazaja warunek zawierania si¢ punktu g¢;,q,,...,q,
W pewnym obszarze n-wymiarowym Qp g, lezagcym w obszarze Q
i ograniczonym powierzehniami o réwnaniach

R B
(3) Fl(?n%yuw!ln):—al‘, ceny Fm(Qlyqz’“-’Qn):’—mo

i m
Dla kazdej- ze zmiennych ¢3,q,,...,q, Przyjmujemy rozklad nor-
malny, to znaczy zakladamy, Ze iloczyn
1 (q,—q‘l)z]
__exp[———— dq, (»=1,2,...,n)
8,V 2 28, Y

wyraza prawdopodobienstwo zawierania si¢ parametru ¢, w przedziale
elementarnym (q,,q,+ dg,), gdzie s, oznacza odchylenie grednie, a ¢ —
warto$é oczekiwang parametru ¢,. Prawdopodobieristwo zawierania sie

1) W. Wierzbicki, La séeurité des constructions comme un probléme de probabi-
lité, Ann. de V'Ac. d. Se. Techn. 7 (1946), p. 63-74.
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punktu (¢y,4s,...,q,) W obszarze Qr, . .r. Wyraza sie wtedy przez naste-
pPujacy calke n-krotng rozciggniets na ten obszar:

P(Rl’ )=

n 1. . 2]
-J —_5_;— — ) | dg,dg,...dg,.
‘I‘f f('/27t 8182 vS'n [ < 28,2, (Qi' QV) q: 0G5 q,

LR:..Ry
Powyzsze prawdopodobienstwo jest funkejg zmiennych R,,R,,...,R,.
Zatozymy, ze kazda z tych zmiennych losowych ma tez rozklad normalny,
wiee iloczyn

(5)

1 N1
———— exp| — ——(R,—R? 2] dR,dR,...4dR,
('/2n ms;s; p[ ; 28,,2 ( ) 1 2 ‘m

wyraza prawdopodobienstwo, ze granice plastycznosei lezg jednoczesnie
w przedziatach
(B1, By +dRy), ..., (Ryy B+ ABy),

gdzie s, jest odchyleniem §rednim, a R? — wartoscig .oezekiw/ra.nae zmien-
nej R,. Je§i zatem R,,R,,...,R, sa wspélrzednymi prostokgtnymi
punktéw przestrzeni m-wymiarowej i jesli 4 0zbacza opszar wypehiony
wszystkimi punktami (R,,R,,...,R,), dla ktérych réwnania (2) mogs
byé spelnione jednoczesnie, to catka m-krotna

”(alyam ‘1 Q)=

By By B O (R,— B!
_ff f(,/z,,) 5,5 eXp[—Z——zs;z——] dR,...dR,,

y=]

(6)

wyraza prawdopodobienistwo bezpieczeristwa konstrukeji przy przyje-
tych umownie wartosciach wspélezynnikéw bezpieczenistwa a,,ay,...,ap.

Podstawiajac do wyrazenia (6) wartosei e;=1, a;=1, ..., a,=1,
otrzymamy prawdopodobienistwo spelnienia nieréwnosei

<Ry, o;<Ry, ..., 0p<Bpn,

ktére mozemy nazwaé prawdopodobienstwem bezwzglednym bezpicczeristwa
konstrukeji, jako niezaleznym od umownych wartosci wspélezynnikéw
1 PN RN, A

2, Zagadnienie bezpieczenstwa konstrukeji w czasie. Obliczone
prawdopodobiefistwo bezpieczenistwa konstrukeji odpowiada danej chwili,
w ktérej wartodei oczekiwane parametréw

o 0 0 po po 0.
QI’Q27"'7Q’I0’R17‘R27"‘7’Rm
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i ich odchylenia #rednie

r r r’
81,82,...,8,,,81,82,...,$m

83 okreflone z pewnoscig. Gdy konstrukeja pracuje, to wartosci powyzsze
ulegajg zmianie' w czasie badZ dlatego, ze zmieniajg sie wymiary geome-
tryczne konstrukeji i slabnie powiazanie jej elementéw, badz dlatego,
Ze zmieniaja sie wlasciwodci fizyczne materiatu (np. przez zmeczenie),
Iab wreszcie dlatego, ze rozklad obeigzen ulega zmianie.

Jedli wartodci oczekiwane parametréw i ich odchylenia frednie sg
danymi okreflonymi funkcjami czasu ¢ w przedziale od chwili poczatko-
wej t=0 dzialania konstrukeji do pewnej chwili =17, to wzory (5) i (6)
daja prawdopodobiefistwo bezpieczenistwa konstrukeji jako funkcje czasu
okreslony w przedziale (0,T) i pozwalajg przewidzieé warto§é tego praw-
dopodobieristwa dla kazdej chwili ¢ w przedziale (0,T).

W rzeczywistoseci nie mamy jednak pewnych danyech dotyczacych
zmiany w czasie wartogei oczekiwanych

(7) 1,955+ 19n, B, B2y, By
i odchylent $rednich
(7 815827+ ++38ny81y 83y e+ 1 Sm -

Na podstawie obserwacji lub do§wiadczenia mozemy uzyskaé wartosei
(7) i (7') jako funkcje empiryczne ‘-

qg:va(t’alv? 62v1"'76}.v)7 .
B - (r=1,2,...,%),
8, =,(t,0,,, 0,.-.,0;,)
(8) R (t \
2= Xa )8la’£2a"v"78a ’
A, ¢ (a=1,2,...,n),
8= Xally €105 825+ - - eéa)
czasu t i parametrow
61v7'-"62v731v7----’Siwelw---aegwélv""’gév,

ktére nie majy wartosci pewnych, lecz s3 zmiennymi losowymi podle-
gajacymi np. rozkladowi normalnemu o gestosciach

1 C (6,— %) T 1 [ (3u— )
— ex — e w —_— ex
0,V 2 P A 26, | awVon P T 25,
(9) (v=1,2, .,A; v=1,2,...,n; p=1,2,...,4),
1 _ (ena— )] (e ah)]
Z—ex _ \lBa Ba __ __ \EBa"" €Ba
eV 27 P 2¢%, 1 aﬁ,,;/ Tonvom | 202 |
(B=1,2,...,0; a=1,2,...,m; B=1,2,-..5p)-
Zastosowania Matematyki IT 4
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Nadto funkeje (8) dla chwili poczatkowej =0 dzialania konstrukeji
przybierajg dane wartosei pewne

2(0)=1,(0,0,,,...,8,),
85(0)=7,(0,04,,...,0)
Ro(0)=2a(0,8105" - £a)
5a(0)=2a(0, 810y -1 750)

(r=1,2,...,n),
(10)
(e=1,2,...,m)

dla wszelkich wartogci zmiennych losowych 4,,,3,,,8s 85 ZWréémy
teraz uwage, Ze na za.sa,dzm wzoréw (b) i (6) prawdopodobienstwo bez-

pieczenstwa konstrukeji IT ]est okreglong funkeja
(11) H=¥I(QI7Q2" "7q'n’31’°"’sn; R(l,v-Rg""?Rgnys;’“'is;n)

parametrow (7) i (7'). Podstawiajae w wyrazeniu (11) funkcje czasu (8),
mnozac Pprzez funkeje Gaussa (9) odpowiadajace wszystkim zmiennym.
losowym 4, 6”,,eﬂa,§pui catkujge ileczyn po pelnym obszarze zmien-
nosci .D,,D,,D;,D, tych zmiennych, otrzymamy prawdopodobienstwo
bezpieczenistwa konstrukeji dla dowolnej chwili ¢ w przedziale (0,7),
uwzgledniajgce niepewnod$é wspélezynnikéw we wzorach (8).

W wielu zastosowaniach mozna powyzsze zagadnienie znacznie
uprosci¢ przyjmujae dla funkeyj empiryeznych ezasu ¢ wielomiany w po-
staci

§=q0(0)+ 8, t+8, 82+... 46,8  (v=1,2,...,n),
Bo=Ro(0) 421+ €82 +...F 2,80 (a=1,2,...,m),

lub ogélniej, wyrazenia liniowe wzgledem parametréw &, ,s,, postaci
q2= 92(0)-{- 611 flv (t) + 62vf2v(t)v+' LR + aﬁvflv (t) (v= 1727 e 7”’)7
= Rg(()) _l" ela‘pla(t) + 62a¢2a(t) +' o + sqa q’oa(t) (a= 1 ’ 21 A m)’

gdzie fg,(t),9s(t) s3 danymi funkcjami czasu, 2 nadto zaniedbujge
niepewno#é funkeyj s,(f) i s.(¢) lub wprost zakladajac ich niezmiennodé
w czasie,

Zalozymy wige, ze tylko wspélezynniki dp,y...y03 1 €149-0098, sq
zmiennymi losowymi, ktérych wartosei oczekiwane dy,,...,0%,8),,.. ,s
i odchylenia $rednie otrzymano z obserwacp za pomocg rachunku wy-
réwnania.

Przy pierwotnych zalozeniach prawdopodobieristwo parametru g,
podlegalo rozkladowi normalnemu o gestosei

(12)

(12)

1 (9,—9)*
\ —ty v =
(13) o exp[ 25t ] (v=1,2,...,n).
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Biorge teraz pod uwage wyrazenia (12), rozklady normalne: prawdo-
podobienistw (9) wspélezynnikéw §6,,,6,,,...,0, 1 opierajac si¢ na zna-
nym twierdzeniu o dodawaniu zmiennych losowych niezaleznych o roz-
kladzie normalnym oraz twierdzeniu o rozkladzie funkeji liniowej zmien-
nych losowych, mozemy twierdzié, iz prawdopodobienistwo, ze w da-
nej chwili ¢ parametr ¢, lezy w przedziale elementarnym (q,,q,-+ dg,)
wyraza sie W nastepujacy sposéb:

-1 (qv_qv)
(14) = exp| — . - dg,
V@4£+2@ﬁﬁq :EEDXAACY
p=1 : - u=1
(»=1,2,...;n),
gdzie
(15) —q,(0)+5 Frp (8485, o (8) .. + 830, Fis (2)-

Prawdopodobienstwo (14) uwzglgdnia. zmiane w czasie wartosei oczeki-
wanej ¢ i niepewnodé wspélezynnikéw 6,,,...,d, We wzorach (12).

Postepujac analogicznie, a wiee uwzgledniajac zmiang w ezasie war-
todei oczekiwanej R wedlug wzor6w (12), niepewnos§é wspolezynnikéw
E1a1+++1Epq 1 ich rozklady normalne (9), mozemy twierdzié, iz prawdopo-
dobieristwo, ze w danej chwili ¢ parametr R, lezy w przedziale elemen-
tarnym (R,,R,+ dR,), wyraza si¢ w nastepujacy sposéb:

1 ' (R,—E, )
(16) - exp dR,
]/zn[s;f-i- Z‘a}faq)ga(t)] [ [s + Zoéiwﬁa ]]
f=1

(a=1,2,...,m),

gdzie
(17) Re=Rg(0)+ elaP1a(t) +u@aa(t) +- .-+ £gaPial?).

Ostateczne rozwigzanie zagadnienia, to znaczy prawdopodobienstwo ,
bezpieczeristwa danej konstrukeji w dowolnej chwili ¢ w przedziale (0,T)

uwzgledniajace niepewno$é zmiany w czasie wartosei oczekiwanych

¢’ (¢) i R)(t) oraz dang zmiang czasowy odchylen §rednich s, i s,, wyrazi

sig tymi samymi wzorami (5) i (6), co w poprzednim zagadnieniu, pod wa-

runkiem, %eby zamiast ¢0 i B} podstawié wyrazenia ¢ i R} okre§lone

przez wzory (15), (17) oraz zamiast s i s wyrazenia

17) 8 +Z,’ W), 8+ Z O P (0)

p=1
4*
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3. Przyklad ?). Niech uklad bedzie zlozony z dwéch belek poziomych

o koncach badZ wmurowanych, badZ podpartych (rysunek 1). Dhlugodei
Q tych belek niech bedg I, i I,
Tt ]4, /g‘ momenty bezwladnodei przekro-

] | 1 | { | <2 .
T T - jéw poprzecznych — J; i J,, mo-
. ¢ . '// 5 duly Younga — F, i E,, odleglos-
ci skrajnych wiokien od osi obo-
b c“‘l/ jetnyeh h.1 i h? . ’
A ]?a.na., jest sila @ .rozlozona, row-
Ry, 1 nomiernie na calej dlugosci ze-

spolu tych belek; nadto zakla-

damy, iz belki sg zlaczone w ten sposéb, ze ich strzalki ugiecia f sg réwne.
Mamy wiee warunek

QB _ Q.

¢E,J, eE,d,’

(18) f= Q=Ql+sz

gdzie @, i @, sa silami dzialajacymi na poszczegélne belki; ¢=384 w przy-
padku belek o koncach wmurowanyech, ¢=76,8 w przypadku belek pod-
partych swobodnie na koneach.

Z réwnan (18) otrzymujemy
EJ,1; 0,=0 E,J,l
E,J B+ EJ,B’ VB BB

Dla najwiekszych naprezed w kazdej z belek mamy wzory

@l p =Qzlzh2”
J, 2 J,

gdzie »=1/12 w przypadku belek o koncach wmurowanych, natomiast
x=1/8 w przypadku belek podpartych na koncach. Warunek bezpieczen-
stwa tej konstrukeji wyraza sie nieréwnosciami
(21) - 3€;hllll§x < I&’ QE‘;hzlzzfx < Iﬁ’
1i¥Y1 2+E2J2ll E1J1l2+E2J2ll

gdzie R, i R, 83 granicznymi wartodciami naprezen materialéw belek,
a; 1 a, za§ odpowiednimi wspélezynnikami bezpieczenstwa. Zatozymy dla
uproszezenia, ze tylko E,,E,,R,,R, s3 zmiennymi przypadkowymi,
ktérych wartosci oczekiwane i odchylenia frednie nie zalezg od czasu.
li=ly=l, hy,hs,J,J; 85 stalymi, ktérych zmiennod§é losows zaniedbujemy.

Ostatnie zalozenie jest usprawiedliwione, jedli zwrécimy uwage na
to, ze niepewno$é wynikéw doswiadczen dotycsy gléwnie wielkodei fi-

(19) 9,=¢

(20) o=

) Temat do tego przykladu zawdzigezam W.Moszyhskiemu.
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zycznych E,,E,, R, R, wyrazajacych wlasnodei sprezyste materiatu. Wiel-
kosé @ traktujemy w tym przykladzie jako dang stala; najlepiej przyjaé
tutaj kres gérny spodziewanego obeigzenia. Poniewaz wszystkie wiel-
kosci: wystepujace w nieréwnodciach (21) sa dedatnie, wige przy powyz-
szy¢h zalozenmiach upraszezajacych warunek Dbezpieezeistwa (21) jest
réwnowazny z warunkiem wyrazonym nieréwnosciami

R,J R,J
(22) (b= B) By <=7~ By, (fo— RBo) e <—— By,
1 2
gdzie
hyl hyl
(23) g Ilex o Qhslasx

J, 2 J,

Nieréwnosci (22) przy ustalonych wartosciach parametréw (B,,R,) okreslaja
na plaszezyznie o wspélrzednych prostokatnych (E, , B,) pewien obszar 2z, .,
ktorego ksztalt poznamy badajgc polozenie dwdch prostyeh o rownaniach

R,J,

3

(r— R\ B, =

E, (prosta D),

(24)

2

(ﬂz_ R2)E2=

E, {prosta D,).

Nalezy tu rozréznié pieé przypadkéw, zaleinych od polozenia punktu
o wspélrzednych prostokatnych (R,,R;) w pieciu czedciach pierwszej
éwiartki (R,>0, R,>0).

Przypadek 1.

R R
By < By, R, <B,, 242 _1>0.
B. B
Punkt (R,,R,) lezy w obszarze I na rysunku 2
R 123 0
) v :
'QR,RZ - 01
B
/
v /|
0 - 0 E,
Rys. 2 By 4 zn-17 Rys. 3 7n-38

Wtedy wspélezynniki kgtowe prostych D, i D, sg dodatnie, przy czym
prosta D, ma wiekszy wspoélezynnik katowy od prostej D,. Obszar Qg g,
jest wiee w danym przypadku czefcig éwiartki pierwszej lezacy miedzy
prostymi D, i D, (rysunek 3).
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Przypadek 2.
0<R,<fy, Ry>p, (obszar II, rys. 4).
Wtedy tylko prosta .D; ma wspélezynnik katowy >0 i obszar Qpp,
jest ograniczony w pierwszej éwiartce pélprosta OD, i pélprosta OE,

£ 12

0,
h 0,

QRW?

E1 EI

D, @FH D, @

Rys. 4 Rys. 5
Przypadek 3.
B, > B, <R, <8, (obszar III).

Wtedy tylko prosta D, ma wspdlezynnik katowy dodatni i obszar
Lz, r, jest ograniczony pélprostymi OF,i 0D, %

(rysunek 5).

Przypadek 4.

Qk,kz

R, > By, R, >4, (obszar IV).

Wtedy obie proste D, i D, majg wspol- 0 o )
czynniki ‘katowe wujemne i cala pierwsza £
éwiartka E,OF, jest obszarem Qggn. (ry- )
sunek 6). !

0, @@=

Przypadek 5. Rys. 6 R

R, >0, R,>0, ﬁ—+73——1<0 (obszar V).
1 2

Wtedy pélprosta 0D, lezy powyzej pélprostej 0D, w éwiartce pierw-
szej i spelnienie zespolu nieré6wnodci (22) jest niemozliwe, gdyz wyrazaja
one, ze punkt (E;,H,) lezy wyzej od pélprostej OD, i nizej od poOlprostej
0OD,. Bezpieczenistwo konstrukeji jest wige w tymi przypadku niemozliwe.
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Odpowiadajgce pierwszym czterem przypadkom prawdopodobienistwa
wzgledne P(R,,R,) sa nastepujace:
(25-1) PI(RlaRz) =

1 (B,—EB): (E,—E)’ ‘
= ) —_—— . A adf,dE,=
ff 278, 8, exp( 283 282 ) v?
QRIR:
RiJs E»
, Fp iR (E,— B (E,— B2
- 2”5182f[ f QXP(~ 123? 2 )dE1]eXP(— 223§ - )dE2.=
0 B2— R
;?2J12J2E
:=_l_J{¢[_£EE_”§3;Eq_@{ﬁzﬁﬁ.J.Ez_EQ}x
82;/2—,;0 (Bi—R)J, s, 8 R,J, 'y 8
" (H,— E))?
X exp(—z—zsgz—)dEz,
(25.11) PTI(Rlsz) =
BJs By
o0 ﬂl—Rl J]_
1 (E,— By ] (B,— Ey)*
= exp|— ————|4E —————"|dH, =
2nf [f ‘*""( I ] b 25} ) :

0

Py 2
s FloL 2 2 5] of {25

=82V2‘7,0 Br—Ry Jisi 8 $1 2
(25.I11)  Ppy(Ry, Ry)=
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W powyzszych wzorach oznaezono przez @ funkcje Laplace’a
o

(26) @(1’)——1-4 f e qt,
Von

-~00

E} i ES oznaczaja wartodei oczekiwane zmiennych E, i E,, a s, i s, ich
odchylenia grednie.

Mnozac powyzsze cztery prawdopodobienstwa przez funkeje Gaussa
zmiennych R, i R, i catkujac podwdjnie w czterech odpowiednich obsza-
rach (na rys.1) otrzymamy cztery skladniki Iy, ITy;, Iy, I}y, ktérych
sumg

I(ay, ag)= Iy + g+ Iy + Iy

jest zadane prawdopodobienstwo bezpieczenstwa ukladu dwoéch belek.
Ofrzymamy mianowicie:.

(27)
te b ([ o E— B i, (B, Ba)’
Izén‘é;s; I( 1) 2)exp —2';;— exp '——2g;2—— ngq
* Bipry
( (B — B (R, — K’
IIII_;)”SIS2 f[fpu (RBy, R, )exp( 128? = dR, |exp __328;2—2 aR,,
Bz o
1 (R Ro) (R _R0)2
Iy = 9@2‘[[[1)111(317132)91‘1)( 231 )dR1] p(-%;zz)dliz,

A

[ BN « o}

1 (R,— RY)}? (R,—R3)?
7 xpl — L Nk M 73 -
= Oﬂslszf[fPlv(Rl,Rz)exp( 257 )dR ]exp( 23;2 )dRz
B2 A

0 0
—o{o) o (Al -ot o5 )]
8y 8y 81 82
Tylko w osta,nixr; (czwartym) przypadku skladnik prawdopodobienstwa
rozszezepia sig na iloczyn czterech ezynnikéw odpowiadajacych eczterem
zmiennym E,, ,,R,, R,; skladnik ten nie jest gléwny, a nawet, jak wyka-
zemy nizej, mozna go zaniedbaé, gdy obcigzenie @ jest dostatecznie
duze. Rachunek liczbowy powyzszych wyrazen, ktére wydaja sie dodé
zawile, upraszcza sie znacznie dzieki temm, ze dystrybuanta @ szybko
dazy do jednodei dla T'— oo, i szybko dazy do zera dla T —>—oo. Na pray-
Kiad juz dla T=4 mamy &(T)==0,999988.
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Wobee tego wzory powyzsze uproscimy podstawiajae dla funkeji
pod zrakiem calki

Vn
0, gly T<— ",

101 , Von Ven

(28) o(T)= §+‘/—§t'—", gdy — 2 <T< 5
Vox

1, gly I'>--.

Takie uproszczenie wydaje si¢ uzasadnione, gdyz we wzorach powyzszych
funkeja @ jest mnozona wielokrotnie przez czynniki mniejsze od jednosei,
wobee czego blad wyniku ulega znacznej redukeji. Okolieznosé ta wyste-
puje wyraZnie przy obliczeniach.

Powyzsza teoria ma wieksze znaczenie wtedy, gdy naprezenia w ukla-
dzie sy bliskie wartodci granicznych i intuicji ufaé nie mozna. Oté6z sto-
sunki Ei/s,, E3s, maja warto$é okolo 20, odchylenia grednie s;,s, za$
wynoszg okoto 109, wartosdei R, i R,; jesdli wiec obcigzenie @ jest dostatecz-
nie duze, to réznice f, — R, i B, — R, przekraczaja kilkakrotnie war-
todei si,s; i wyrazy IIyy,II;;,II;; moina pomingé. Przy dostatecznie
duzym obecigzeniu @ wyrazem gléwnym jest wieec II;. Obliczmy go przy
zalozeniu upraszezajgcym

Engg, J1=J2’ R‘1)=Rg,
81 =8,=8, 8, =8,=8, hi=hy o3=a,=1.
Witedy
Bi=B.=5.

Wedlug wzoru (25.I) mamy teraz

_ 1 % Ez Eo ﬂ E2 Eo
PI<R1,R2>—SV2_3J[¢(S(I%“D _?)_‘p[(}i‘l)?‘?)] «

(B, — By
2¢2

X eXp ( — ) dE,.
Prawdopodobienistwo Pj jest wobec tego réznicg dwéch catek Pr=P;— Py,
z ktérych pierwszg wyrazamy w nastepujacy sposob:

1 [ B 0
(29) P;"—‘ —— f¢(~—pﬂ — E“) 0_12/2d7,',
Ver ) -1 ¢

gdzie B, —E"=srt.
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Aby zastosowaé teraz uproszczenie (28), wyznaezmy taks wartodé
79y 2eby. bylo
E'4sr, E° Vo

s(f—1) s 2

Odpowiednie dwie wartoci v 83 nastepujace:

(30) r.’,=(%—1)(§_'/_sz—)-_§, r{;=(%_1)(g)+'/2“)__€£’

gdzie 7, —7y= (% - 1')1/ 2. Zgodnie z (28) jest

1

0 . ) hag
,r—f e e e L E S Bt
w Ls(g — Y

Stad wynika, Ze

Py(Ry)=1— —[@m + ¢<rz)]+

(31)
E,

1 E 2R,—§ |
27(f—R,)

Vi v R,

( —162/2 —11'2/2) .

[@(r:b— ¢<r;>] + iy

Postepujac analogicznie otrzymujemy dla drugiego dodajnika Pg Wyra;Zer;ie

Pi(R,)=1— —[di(to )+ B (te)] +

(32)
1 Eo ﬂ —2R, ﬂ R, —#22 —872/2
R AU = e
gdzie
) 0 97 0
(33) f= 2 (En VZu)__E_, = (E l/zn‘)—ﬂ
f—R, 2 8 B—R, \ 8 2 §

W dalszym ciggu otrzymujemy

III— HI HII’
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gdzie

: 8 o .

, 1 B—R°) p—R,—E\1. (B,— B

T g |2 (5] - o (=) | mema e (5557 o
(34)

p — ,
- 1 ﬂ_Ro ﬁ Rz RO (Rz .Ro)z
mi= g Lol ) o0 )| oo (557 am.

Wezmy przyklad liczbowy; niech bedzie

kG kG kG B
(35)  p=14000—, R_-2600——,_ "= 2 =20,

Poniewasz sily @, i @, wahajg sie dokola @/2, wiee Wedlug wzoréw (20)
i (23) najwieksze naprezenia w danym przykladzie wa.ha.]ag sie kolo war-
todei B/2=2000 kG/em?2.

Calki (34) obliczamy w zwykly sposéb, dzielae przedzial calkowania
na czesei; wystarezy zajaé sie rachunkiem w przedziale

1500 < R < 2500,

gdyz ponizej wartosci ‘1500 wartosei funkeji podcalkowej sa znikome,
‘a powyzej wartodei 2500 czynnik P’ jest znikomy, czynnik P” bar-
dzo Dbliski jednosei, wartosé P[(8—R—R")[s'] bardzo mala, wartosé
O[(B—R")/s] bardzo bliska jednosei i odpowiednia czesé calki IT; spro-
wadza sig do zwyklej calki Gaussa.

Ra.ehunek przyblizony calek (34) oparty na wyrazeniach (30), (31),
(32) i (33). doprowadzil do wartodei I7=0,990 prawdopodobieristwa
bezwzglednego (a=1) bezpieczenstwa konstmkcp w przypadku (36)
przy pominieciu wyrazéw Iy, Il i HN

Oszacowania bledu nie przeprowadzono, Przypuszczamy - jednak,
ze nie przekraeza, on paru jednostek na trzecim mlercu po przecmku

Praca wplynela 14. 3. 1953 .

B. HOTOMKEABCHKHMA (Bapmasa)

BEPOATHOCTH BE3OIIACHOCTH YIIPYTUX CHACTEM

PESIOME

ABTOp BaHMMaeTCs ONpeNeIeHHEM BePOATHOCTH GesomacHoCTH , ynpyro# cu-
cremu U cocrosamedf us ynpyrux BsauMHO cBAsaHamX uacreit Uy, U,,...,U,. Makcu-
MaabHHE a6COMIOTHHE SHAUYCHUHA Hanpxmenuﬁ G1,03,...,0, B 9TUX 4aCTAX ABIAHIOTCH
dynxuuAamm *

67=Fv(q}.’gta“°’qﬁ) (v=l,2,...,m) '
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7 TapaMeTpoB ¢y,4z,...,J, ONPERENAIOMUX reOMeTPHYECKUE COOTHOIIEHHA H YyHpY-
rue cBolictsa wacrelt Uy, Uy, ..., U, . ABTOp npeanosnaraer, 49 NapaMeTpLl ¢,,qs,---:qn»
KOTOPHX 3HAYEHHAS ItOle‘laIOTCH 9KCIIEPUMEHTANLHEIM NyTeM, ABIAITCA ClydalHHMA
BeXNWYMHAMY HOAYMHEHHHIMU pacmpefenenuio [aycca.

VeaoBnsa 6e3omacHOCTH CHCTEME OIpefensioTca HepaBeHcTBami (2), raé mpe-
ZeinbHHe Hampsikenusa R, R,,...,R, cumraoTcAa cayvyaiiHHIMH BeTWYMHAMM TaKKe

m

TNOXUHHEHHKIME PACIPeeneHUI0 I‘aycca.
AEAAT Hexo'ropyxo 06nac'r5 2R Ry.Rm B - M_epHOM npoc'rpaﬂc'rne TOYEK ,(gl,g,,...,qn).

Bepostaocts P(R;;R,,...,R,) ABneHusa, u4ro ToYKa (¢1,9ar.--»¢,) HaXopurcA
B obnacte L2g, Ry..R. > ONpeAenserca Hopmynoit (5). Ymuomxad BEPOATHOCTH P na
Pynunmu T'aycea, cooTBercBylomue mapamerpamM R,,Rs,...,R,, ¥ unaterpupya mo o6-
mactu A, copepmameii Bce Te Touku (RB,,R,,...,E,), B KOTOpDHX YycuoBua (2)
BHINONHAEMH, Noxyuaem Qopmyny (6). Popmyna oTa OHNpEHEIAeT BEPOATHOCTH
I(a;,0,,...,a,) GesonacHoCcTH npHU HABHHX noa«bc}muv{emax a;,0s,...,0,. loxaras
ay=0;=...=q,=1 moxyiaeM aGCONIOTHYI0 BepPOATHOCTH (€30NACHOCTH CHCTEMEL

B caemyiomeli yaeTH aBTOP BaHUMAeTCA ONPefielleHHEM BePOATHOCTH Gesomac-
HOCTH aKTABHOM cucreMsl U B HPOM3BONBHOM MoMeHte BpemeHu ¢ nn'repna.na 0,7).
Jana aTOro aBTOp HPEeANOJIAraer, uTo MaTeMaTUueckme OxifaHuA ¢y u B} mapamerpos
g, 1 B, ABnsAwTcA cuydaliHnmu $yHruuAMEu (8) BpeMenu f, BABHCAN{UMHA OT CaAydaid-
HHX HApPaMeTPOB 6y, 05y,...50i M £1g,881 50005 Egg MOAYMHEHHEX 3aKOHY Taycca (9).
3areM aBTop samenser Qyukuum (8) Gomee NPOCTHIMU cbymmnmm (monuHOMaM™N)
(12) m mompsysch cBoiierBaMu pacnpefereiuns [aycca mpuXomuT K BHBOXY, 4TO
HCKOMAA BEPOATHOCTH, O0€30NAaCHOCTH AKTHMBHON CHCTEMH B IPOW3BOJILHOM MOMEHTE
BpeMeHH § ompegensercs Temu-me Popmynamu (5) u (6), ¢ TeM, 4To BeauuwHu ¢ u R
Hafo 3aMeHHUTH BenuynHamu ¢* u B} onpepenennumn dopmynamm (15) u (17), a Bequ-
9UBH §, W §, — BHpamenuem (17°). )

B, mociepHe#t JacTH aBTOpP IPHMEHAET TEOPHI0 K 3afaye ABYX TOPUBOHTANb-
HEIX COGXMHEHAHX CTepmHell HAXONALMXCH NOX BAMAHMEM CUIH () paBHOMEDHO
pacnopefeneHHOl. VYcioBmeé OesollacHOCTH oOnpefenseTcA HepaBeHcTBamu (21). [asa
ONpeAeneHUA BepOATHOCTH (e30MACHOCTH , paccMaTpuBaloTea NATh objdacTeét (uepr. 1)
B IXOCKOCTH HepeMeHHHX R, u R,. Orum o6iacTaM cooTBeTcByloT ob6nactd 0g;R,
B IJOCKOCTH TepeMeHHHX (E;, E;) (uept. 2,3,4,5). Bepostaocru P(R,,R,) coorper-
CTBYyIOIUe 9THM 06JacTAM ompegensiotcs Gopmymamu (25), a mCKOMbie BepOATHOCTH
(ay,0.) =1 + 1Ty +1Iy5; +1Ity — opmyaamn (27).

Mpubanxennne sHaveHus BepoAaTHocTH I7 onpegensioTea dopmyaamu (34). ABtop
OPUBOAUT YHCIeHHH! TpuMep (35) U HONy4aeT AJs BepoATHOCTH 3Hauenwme I7= 0,990.

W. POGORZELSK [ (Warszaws)
PROBABILITY OF THE SAFETY OF A CONSTRUCTION
SUMMARY

The auther i concerned with determining the probability of the safety of a sys-
tem U, consisting of elastic parts U,,U,,...,U,, joined to one another. The great-
.est abgrolute -value of the stresses o,,0y,.. .,0,, arising in those parts are functions

6y = Fylq1,qz5-+9,) rv=1,2,...,m)

of p parameters ¢,,4s,...,q,, determining the geometrical dimensiols and elastic
properties of the system.
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In view of the inaccuracy of industrial production the author regards the pa-
rameters ¢,,9s,...,4, 28 random variables subject to Gauss’ law.

The condition of the safety of a construction is expressed by inequalities (2)
where the limit values R,,R,,...,R, are also regarded as random variables subject
to Gauss’ law.

Inequalities (2), for fixed parameters E,,R,,...,E,, determine a certain domain
QR R,...Rs in an n-dimensional space of the points (g,,...,4,). The probability
P(R,,R,,...,R,) of the point with the rectangular coordinates ¢,;q;,.. 4, lying in
the domain Qg r,...R, i8 expressed by formula (5). Multiplying the probability P by
Gauss’ functiohs corresponding -to‘the' piarametérs R;,R;,...sR,, and ‘integrating
in the domain A containing all points (B,,R,,...,R,) for which the inequalities (2)
are satisfied, we obtain formula (6).. This formula expresses the probability
II(a;,0,,...,a,) of safely when we accept the coefficients a,,a,,...,a,. Substi-
tuting e¢;=a,=...=a,=1 we -obtain the absolute probability of the safety of
a construction.

In the second part of this paper the author deals with determining the probabi-
hty of the safety of a construction under working conditions, at an arbitrary moment
t in-the interval (0,T). He'assumes that the expected values q® and R° of the para‘
meters ¢,, B, are funetions (8) of the time ¢, but they are uncertain, 4. e. dependent
on the parameters d,,,dy,,..., 0z 20d 14, 854 5. ., £a Which are random variables subject
tv Gauss’ law (9). The author then adopts for tunctions (8) a simpler expression (12)
in the form of polynomials, and, basing himself on the properties of Gauss’ distribu-
tion, infers that the sought probability of a construction under working conditions
at an arbitrary time ¢ will be determined by the same formulae (5) and (6) ag those
appearing in the first part of the paper, on condition that the expressions ¢¥ and R¥,
determined by formulae (15) and (17), are substituted for the values ¢ and R, and
the expressions (17’) substituted for the.values s, and ).

In the final part of his\paper the author gives the application of the theory
to the case of two joined horizontal beams, uniformly loaded along their whole lengths.
The condition of safety is expressed by inequalities (21). In order to determine the
probability of sifety we consider four domains in fig. 1/in the.plane of the variables
R, and R,. To these domains correspond the domains Qg g, in the plane of the va-
riables (E,,F,), shown in fig. 2, 3, 4, 5. The probabilities P(R,R,) corresponding
to these domains are determined by formulae (27).

The approximétel’value‘_of the probability 77 -is given by formulae (34). The
author introduces a numerical example and obtains the value [7— 0,990 for the pro-
bability.
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