ZASTOSOWANIA MATEMATYKI1
VII (1963)

W. POGORZELSKI t (Warszawa)

SUR UN PROBLEME DE LA THEORIE
DES PROCESSUS STOCHASTIQUES*

Dans ce travail nous étudierons un probléme aux limites qu’on
rencontre dans la théorie du réglage automatique d’un systéme électri-
que.

Rappelons d’abord quelques notions de la théorie des processus
stochastiques données récemment par Ito [1]. Soit un processus stos
chastique

(1) Y(t) = [?/I(t)y ey yn(t)]

composé de n processus stochastiques simples ¥,(?), ..., y,(¢) dans P’inter-
valle de temps 0 <t < T et soit E, un espace euclidien &4 n dimensions
composé des points ¥ = (¥4, ..., ¥,). Désignons par @(Y,t) la densité
de la probabilité pour que le processus stochastique (1) se trouve au voisi-
nage du point ¥ au moment ¢. Cette fonction vérifie la seconde équation
de Kolmogorov
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(@) IWEAW(Y,z)Q]—;a% [B,(Y, 1@]— 5~ = 0,
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A4,(Y,7) et B,(Y, t) étant certaines fonetions caractéristiques du pro-
cessus (1), définies dans la région [YeE,, 0 <t <T].

Considérons un processus stochastique Y (f) = [y.(?), ..., y,(?)] dont
les composants vérifient un systéme d’équations différentielles

dy,

(3) EZF-(?IN---’?/M”‘}'“"&U)
(»=1,...,n) ot F,(y,,...,Yn,1) sont des fonctions données dérivables
définies dans la région [YeFE,, 0 <t < T], a, sont des constantes, la

*Mr Witold Pogorzelski est decedé le 3 Janvier 1963. Son article que nous
publions actuellement est lié avec deux domaines d’activité de 1’Auteur: les équa-
tions intégrales et la théorie des probabilités. L’Auteur a laissé son travail sous
forme d’un manuscrit complétement achevé et il 1’a destiné pour notre journal.
M-me Krystyna Salwa s’est chargée de la préparation rédactionelle de ’article

La Rédaction



126 W. Pogorzelski

variable aléatoire &(t) est soumise & la loi normale de Gauss. On rencontre
le systéme (3) dans 1’étude d’un systéme dynamique soumis & ’action
de forces alléatoircs. Dans ce cas ’équation de Kolmogorov (2) prend la
forme d’une équation parabolique

4) = Z ’ ,%a% Za vQ)—— —

py=1

Soit dans ’espace E, une surface S limitant le domaine 2. En s’ap-
puyant sur 1’équation (4) et sur le théoréme de Green-Ostrogradski on
déduit Péquation intégrale suivante

(5) %fff@(Y,t)dY = — [ Buio,

R étant un vecteur dont les composantes sont données par les formules

1y 0
© Ry(Y,0 = BT, 00(F,0- 5 Y a0 22

un=1

ou Ry désigne la composante normale du vecteur R.

On appelle le vecteur R(Y , t) densité du courant de probabilité du pro-
cessus stochastique Y (1) au point (Y, 1).

L’analyse du réglage automatique d’un systéme électrique conduit
4 ’étude du processus stochastique y(¢) vérifiant 1’équation différentielle

y+Asgny M(t)
(M dt T T

- &),

qui est un cas particulier du systéme (3). De méme que précédemment,
le processus stochastique &(f) obéit & la loi de Gauss, m(f) est une fone-
tion dérivable donnée, 7', A et a sont des constantes positives. Le plan
¥ = 0 est donc un plan de discontinuité du processus. L’équation de Kol-
mogorov pour la probabilité @(y, t) du processus sera, en vertu de 1’équa-
tion (4),

at 0*Q o[m@t)—y—A ] 00
= Tx _ 7)Y =0
(8) 2T oy 6_7/[ 7 Q T , pour y >0,
2 g2 DN—yI+ A 7,
(8") a_.gg_i[m(t) y+4 ]___Q_= pour y <O.
272 0y: 0Oy T ot

On se propose de déterminer une fonction Q(y, ?) satisfaisant aux condi-
tions suivantes:
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1) la fonction Q(y,?) vérifie ’équation parabolique (8) dans la
région (y >0, t >0) et I’équation (8') dans la région (y <0, ¢ > 0);
2) la fonction Q(y,t) vérifie dans le plan ¥ = 0 la condition de
continuité
(9 limQ(y,?) = lim Q(y,?), >0
-0 Y>+0

Y-

et la condition de continuité de la composante normale de la densité
du courant de probabilité R donnée par les formules (6); dans le cas
actuel cette condition s’exprime par 1’égalité

: 6Q(y,t)]_. [GQ(y,t)]_‘iﬂA ,
(10) ylirflo[ oy Jirfo oy |~ @ Q,1), ¢>0;

3) la fonction @(y,?) vérifie la condition initiale
(11) lim Q(y,1?) = f(y)
>0

en tout point y # 0.

On admet que la fonction donnée f(y) est continue en tout point
y = 0 de Dintervalle (—oo, +o0) et admet des limites unilatérales au
point ¥ # 0. En outre la fonction f(y) admet une dérivée en tout point
y # 0 d'un voisinage arbitraire (—e, ¢) du point ¥ = 0 et des dérivées
unilatérales au point y = 0 méme. Enfin on suppose que la fonction
f(y) vérifie 1’inégalité

(12) If)l < Ce™,

C et ¢ étant des constantes positives.

Le probléme posé a été récemment étudié par M. Khasen [2] et Barret
[3]. Dans cet article nous résoudrons ce probléme par une autre méthode,
plus simple et exacte. Nous ¢herchons notamment la solution du probléme
sous la forme de sommes des potentiels de simple couche de densités
inconnues ¢, et ¢, étendues sur le segment (0,%) et des intégrales de
Poisson-Weierstrass

¢ oo
(13) Q,8) = [Ti(y,1; 0, Doy ()dr+ [Ti(y, ¢ 1, O0f (dy si y >0,
0 0

t 0
(14) Q(,1) = [Ia(y, 40, Dga(x)de+ [ Taly, 851, 0)f(m)dy si y<o0.

On a désigné par I'y(y,t; n, ) et I'y(y,t; 1, 7) les solutions fonda-
mentales (normalisées) des équations paraboliques (8) et (8').
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On sait, d’aprés les recherches de 'auteur {4], que ces solutions
fondamentales s’expriment par les formules

t oo

(15) I'\(y,t; n,7) = w(y,?; 9, T)"‘ff w(y,t; ¢, 0)D, (L, 0; n, r)dld0,
T0

t 0

(16) Ta(y,t; 7,7 =w(y, ¢ 1,0+ [ [w(y, 15, 0)By(L, 05 9, 1)dLd0,

ou la fonction w(y,?; n, ) est la solution fondamentale de 1’équation

at 9%Q 4Q
(17) T oy

at
donnée par la formule

2T=<y—n)f]
Vzn(t—T)exP[ ar(t—7) I

ol 0 < 7 < t; les fonctions @, et P,, & singularité faible, sont les solutions
de certaines équations singuliéres de Volterra.

En demandant que les fonctions (13) et (14) vérifient les conditions
(9) et (10) et en s’appuyant sur les propriétés connues des potentiels
de chaleur, on arrive au systéme suivant d’équations intégrales

(18) w(y,t;n,7) =

t [
(19)  [13(0, 0, D)gy(z)dr— [ T4(0, 150, D)go(v)dr = F(v),
0 0

[

1 ]- : ’ il
(20) S+ 5alt)— [Tin(0, 450, Dps(v)dr+ [ I3 (0,850, T)ga(r)dr—
] [

4nd }
[T1(0, 30, 1)y (z)dr = Fa(t)
at

& deux fonections inconnues ¢,(f) et ¢,(t). Les fonctions connues F,(t)
et F,(t) sont données par les formules

-] (i}
(21)  Fy() = [T4(0, ¢ 7, Of(ndn+ [ T:(0,; 1, 0)f(m)dn,
o —00
(22)  Fy(t) = [I7,(0,¢; 7, 0)f(n)dn— [ Ty (0,8 1, 0)f(n)dn+
[ —o0
4mA
+7!F1(0a 5, 0)f(n)dn.

D’aprés ’hypothése concernant la fonction f(y), la fonetion F(f) est défi-
nie et continue pour 0 < i < oo, la dérivée de la fonction F,(t) est défi-
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nie et continue pour 0 < ¢ < oo et admet une singularité faible si t— 0.
La fonction F,(t) est définie et continue pour 0 <t < oco. Observons
maintenant, en vertu des formules (15) et (16), que les fonctions I, (0, #;
0, 7) et I',(0,%; 0, 7) dans I’équation (19) ont la partie principale 1/Vi—7;
nous allons done transformer cette équation en une équation équivalente
par le procédé bien connu, utilisé pour la résolution de 1’¢quation intégrale
d’Abel. On multiplie done les deux membres de 1’équation (19) par

1/V0—<, on intégre par rapport & ¢ et ensuite on dérive par rapport & 0.
En changeant les variables, on arrive ainsi & une équation intégrale de
la forme

C F(v)de

4 i
(23)  y(t)—@a(t)+ f Ey(t, D)g:(v)do+ f Kyt 7)go(v)dr = [F=

tout & fait équivalente & 1’équation (19). Le systéme d’équations (20),
(23) peut immédiatement étre raméné au systéme équivalent de la forme

t 2
(24) 2a(t) = L0+ [ D Nog(t, D)gp(r)de, a=1,2,
0 B=1
oll les noyaux N,(t, v) ont une singularité faible si {—7z — 0 et les fon-
ctions données f,(t) ont une singularité faible si ¢ — 7.
La solution du systéme (24) par les méthodes classiques a la forme

t 2
(25) galt) = L0+ [ D) Naslt, () dr,
B=1

[]

ol les noyaux résolvants sont les sommes de séries absolument convergentes
de noyaux itérés

(26) Nap(ty ) = Nop(t, 7)+NQ(@E, 7)+ ...+ NP8, v)+...

définies par la formule de récurrence

2 ¢
(27) NGO, 1) = Y [ Nalt, §) Ni)(s, 7)ds.
y=171
En substituant les fonctions trouvées (25) dans les formules (13) et (14),
on aura la densité de probabilité cherchée Q(y,?) du probléme posé,
vérifiant les conditions demandées 1), 2), 3).
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W. POGORZELSKIt (Warszawa)
O PEWNYM ZAGADNIENIU Z TEORII PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

STRESZCZENIE

W pracy autor rozpatruje zagadnienia dotyczace analizy ukiadu dynamicznego
pobudzanego sila przypadkowa £(f) o rozkladzie gaussowskim.

Jedli uklad dynamiczny opisany jest ukladem réwnan (3) to gestosé rozkladu
prawdopodobienstwa Q(XY,t) spelnia réwnanie Kolmogorowa (4).

W rozpatrywanym przez autora szczegdlnym przypadku ukladu elektrycznege
opisanego réwnaniem (7) funkeja F(y,?) = m(t)/T— (y-+Asgny)/T jest nieciagia
w plaszezyinie y = 0.

Zagadnienie polega na znalezieniu gestodci rozkladu prawdopodobienstwa
Q(y,1) spelniajacej odpowiednio (y # 0) r6éwnanie (8) dla y> 0, a réwnanie
(8’) dla y < 0. Na plaszezyZnie y = 0 zadamy ciagloéci funkeji Q(y,t) oraz ciagloéei
strumionia gestosci prawdopodobienstwa, tzn. ciagloSci skladowych normalnych
wektora (6). Ponadto funkcja ta spelnia warunek poczatkowy (11). Rozwiazania tak
sformulowanego zagadnienia brzegowego autor poszukuje w postaci sumy potencjalu
warstwy pojedynczej o nieznanej gestoei, réznej dla y > 0 i dla y < 0, oraz calki
Poissona-Weierstrassa. Nastepnie korzystajac z warunkéw brzegowych sprowadza
zagadnienie do rozwigzania ukladu dwu réwnah catkowych Volterry slabo-osobli-
wych, ktérych rozwigzaniem sg nieznane gestoéci ¢,, @, potencjalu warstwy poje-
dynczej. Uklad ten zgodnie z ogdlny teoria posiada rozwigzanie w postaci (25).

B. IOTOXEJBLCKH¢{ (Barmasa)
O HEKOTOPKIX BOIIPOCAX U3 TEOPHH CTOXACTHYECKH X ITPOI[ECCOB

PESIOME

* ABTOp B cBoOelt paGore PacCMATPWBAET BONPOCH CBABAHHHE C aHAJNB0M AWHAMH-
4Yecko#t cucreMun, Boa0y:paemoli caydaiiHo#t cumoit £(f), KOTOPYI0 MOKHO mpepcTa-
BUTb TFayCCOBCKMM pacIpejeieHneM.

Ecan pmuamuueckas cHCTeMa ONMCHIBACTCA cucremMolt ypasuenmit (3), To mioT-
HOCTL pacnpepenenua pepoaTHocTH Q(Y,t) ygmomierBopser ypasuenuio Koamoro-
poBa (4).

ABTOp paccMaTpmBaeT 9ACTHHE caydali 3JeKTPHYECKOH CHCTEMH, ONHCAHHOM
ypaBuenuem (7), rpe Qymxmua F(y,t) = m(l)/T— (y+Asgn y)/T wumeer paspus
B naockoctn ¥y = 0.

Bonpoc sakmiovaeTca B ompexesieHEA INIOTHOCTH PACHpPeRESEeHHA BEPOATHOCTH
@ (y,1) ynomaerBopsiomero, COOTBETCTBEHHO (AAfA ¥ # 0) ypasmemmio (8) jas y > 0
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@ ypapHennmio (8’) mna y < 0. Ha miockoctm y = O TpefyeM HenmpepHBHOCTH
dyukunu Q(y,l) M TNeNpepPHBHOCTA NOTOKA NJIOTHOCTH BEPOATHOCTH, T.6. Hempe-
PHBHOCTE HOPMAJNBHHIX cocTaBisiomux BeKropa (6). Kpome Toro ara @ymrmus yno-
BAETBOpAET rpaHuMuYHOMYy ycaosuio (11).

ABTOop maér pemieHnd, CHOPMYINPOBAHHOrO TAKUM 06Gpasom rpaHMYHOrO BOIpPOCA,
B BHAE CYMMH IOTEHIMANA OAWHOYHOTO CIOA C HEMBBECTHOM NIIOTHOCTHIO, Pa3HOM
ana y—0 u gua y—0, m muaverpana Ilyaccona-Beepmrpacca. Ipmummas Bo BHH-
MaHue TPaHMYHHE YCJIOBUHA, CBOJAUM BONPOC K PEIHEHUIO CHCTEMH ABYX €IaG0-CHHIY-
JAAPHHX WHTErpPaIbHHX ypasnenn#d Boabreppm (Volterra), pemenmem xoTOpHX
ABJAIOTCA HEWBBECTHHE IJIOTHOCTH @), @2 NOTEHNUANA OAMHOYHOro ciaodA. Coraacuo
o6melf Teopwu, pelleHHe 2TOH CHCTEMH MOMHO NMPEACTAaBAThL B dopme (23).

W. POGORZELSKI{ (Warszawa)
ON A PROBLEM FROM THE THEORY OF STOCHASTIC PROCESSES

SUMMARY

The author considers problems concerning the analysis of a dynamic system
incited by a random force £(f) with a Gaussian distribution.

If the dynamic system in question is described by a system of equations (3),
then the density of the distribution of probability @(¥,?) satisfies the Kolmogorov
equation (4). '

The author investigates a particular case of an electric system described by
equation (7), in which the functien F(y,?) = m(t)/T— (y+ Asgny)/T is disconti-
nuous in the plane y = 0.

The problem consists in finding the density of the probability distribution
Q(y, t) satisfying, with y % 0, equations (8) for y > 0 and equation (8') for y < 0.
On the plane y — 0 we require the continuity of the function @(y,t) and the con-
tinuity of the stream of probability density, i.e. the continuity of the normal compo-
nents of vector (6). Moreover, the function in question satisfies the initial condition
(11).

The author seeks the solution of the boundary problem thus formulated in
the form of the sum of the potential of a single layer with unknown density, diffe-
rent for y > 0 and for y < 0, and of the Poisson-Weierstrass integral. Then, using
the boundary conditions, he reduces the problem to the solution of a system of two
weakly-singular Volterra integral equations, their solution being the unknown den-
sities ¢, , p, of the potential of the single layer. This system, according to the general
theory, has a solution in form (25).
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