H.STEINHAUS (Wrocltaw) 3
LICZBY PRZETASOWANE

W praktyce statystycznej nieraz poslugujemy sie losowaniem. Tak
na przyklad, gdy trzeba wnosié o populacji z prébki, musimy w jaki§
spos6b zdecydowad, ktore indywidua (sztuki) majg wejéé do prébki i pod-
legaé badaniu. Niech populacja sklada si¢ z N sztuk zaopatrzonych w nu-
mery fabryczne od 1 do N (np. od 1 do 10000); chcemy pobraé z niej n
sztuk (np. 25) w sposéb bezstronny w celu obiektywnego oznaczenia war-
todei calej populacji (partii) z wyniku zbadania wartosei 25-sztukowej
prébki. Gdyby N bylo male (np. N =100), moina by wypisaé¢ na N jed-
nakowych biletach liczby od 1 do N, przetasowaé gruntownie Dbilety,
wylozyé pierwszych 25 biletéw i pobraé z partii sztuki zaopatrzone w nu-
mery tych biletéw. Ten sposéb juz dla N=1000 staje si¢ bardzo niewy-
godny. Dla unikmigcia mozolu posluguja sie statystycy tablicami tak
zwanych Uczb przypadkowych. Wyobrazmy sobie kostke graniastag o 10
§cianach zaopatrzonych w napisy 0,1, 2,...,9, ktérej oS pozwala puscié ja
w ruch wirowy. Za kazdym upadkiem notujemy cyirg widoezng na gérnej
cianie. Kazda czwérka kolejnych rzutéw da nam liezbe czterocyfrowsg
(np. 8205 lub 0734 itd.). Te liczby ustawione w wiersze i kolumny dajg
tablice ,liczb przypadkowych”, z ktérej mozemy je odeczytywaé w tej
kolejnosdei, w jakiej powstaly; 40000 rzutéw utworzy tablice 10000 liczb
czterocyfrowych. Wprawdzie trud zbudowania takiej tablicy jest znaczny,
ale jest jednorazowy: po wydrukowaniu tablicy praktyk, kitéry chce
wybraé beztendencyjnie 25 numerdéw eczterocyfrowych, otwiera ksigzeczke
na chybil-trafil i — zaczynajac w dowolnym miejscu — odezytuje 25 ko-
lejnych - liczb.

Znanych jest kilka tablic liczb przypadkowych, np. tablica R. A. Fi-
shera i F. Yatesa. Tablica umieszczona w Polskiej Normie PN /N-03001
jest przedrukiem czedeci tablicy wydanej w 1946 r., ktérej autorami sg M.G.
Kendall i 8. B.Babington. Trudnos¢ w wulozeniu takiej tablicy po-
lega na zapewnieniu jednakowej szansy dla kazdej z cyfr 0-9 przy wy-
znaczaniu Kazdej kolejnej cyfry i na zapewnieniu niezaleznosci kolejnych
rzutéw. W tym celu proponowano wyrafinowane metody, na przyklad
uzycie licznikéw Geigera-Miillera: aparat skladalby sie z 10 jednakowych
rur, po jednej dla kazdej cyfry, a czasteczka kosmiczna wpadajac do ru-
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ry wyzwelalaby przekainik i doprowadzala prad do odpowiedniego kla-
wisza maszyny piszgcej na tasmie. Jest to zupelne uwolnienie si¢ od inter-
wencji ezlowieka.

Nie wchodzae w technike, ktérej uzyto w ecelu zachowania warun-
kéw réwnouprawnienia eyfr i niezaleznosei kolejnych wyboréw, i przyj-
mujge, ze przy konstrukeji tablicy spelniono obydwa te postulaty z pre-
cyzja dostateczng dla praktyka, zwréémy uwage na zalozenia tkwigce
W samym pomysle takiej tablicy:

1° Zamiast odwolywaé si¢ do przypadku przy kazdym pobieraniu
Probki, dopuszezamy go do glosu tylko przy konstrukeji tablicy; potem
bedzie on juz tylko powolany do skromnej roli wybierania poczatkowego
miejsca w tablicy.

29 Tablica zlozona z N liczb nie zawiera N réénych liczb. Tak wiec np.
tablica zlozona 2z 10000 liczb eczterocyfrowych niee zawiera wszystkich
liczb od 0000 do 9999: rachunek prawdopodobieristwa uczy, ze .przy
konstrukeji tablicy nalezy oczekiwaé 6321 réznych liczb; pozostale 3679
miejse w tablicy wypelniag dublety, tryplety, itd. owych liczb, sposréd
10000 liczb czterocyfrowych za$ 3679 liczb nie pojawi sig W tablicy (nie
bedzie tak doslownie: obliczenie daje tylko rezultaty ocze¢kiwane, & nie
Pewne).

Wiagno$é 1% ma znaczenie teoretyczne — nie widaé bezposrednio
jej praktycznych konsekwencji. Wiasnosé 2° uniemozliwia bezpofrednie
korzystanie z tablicy, co latwo zobaczyé na przykladzie: gdy z partii
Obejmujaecej 10000 sztuk chcemy pobraé 25 sztuk prébnych, musimy
8i¢ liczyé z ewentualnodcia, ze dostawca majgcy drugi egzemplarz druko-
Wanej tablicy zlozonej z 10000 liczb czterocyfrowych umiedei wszystkie
zle sztuki pod tymi numerami, ktérych w tablicy nie ma (moze to zrobié
hawet wtedy, gdy takich sztuk jest np. 30°/,). Dlatego przepisy dolagczone
do tablic kazg braé 25 liczb kolejnych poczynajae od dowolnie obranego
miejsea i drugich 25 kolejnych liczb od innego miejsca, wypisaé je w dwéch
kolumnach obok siebie, przekreslié w pierwszej kolumnie trzecie i czwarte
cyiry, w drugiej pierwsze i drugie i zlozyé z pozostalych cyfr 25 nowych
liezb czterocyfrowych. Utrudnia to uzyeie zwyklych tablie, np. tablicy
PKN. Mo:na zapytaé, jaki jest cel budowania tablic o wlasnodei 2°. Wzigly
8i¢ one z takich planéw badania, ktére obliczono przy zalozeniu, ze badany
kolektyw nie ulega zmianie wskutek badania. To zalozenie wymaga
Zwracania sztuk zbadanych do partii, tak by zachowaly szanse¢ pojawie-
nia sie ponownego. W przykladzie 25 biletéw nalezy zatem kaizdy: wy-
ciggniety bilet wkladaé z powrotem do talii — gdy pojawi sie po raz wtéry,
to notuje sie po raz wtéry obok numeru wynik starego badania, tak jak
gdyby to byla nowa sztuka. Ten sposéb, z pewnoscia dzigmy dla praktyka,
Przyjgl sie dlatego, ze matematyczna teoria niezmiennego kolektywu

3%
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jest prostsza od teorii kolektywu. ulegajacego zmianie podezas i wskutek
badania; znalazl on wyraz w tablicach ,liczb przypadkowych”, ktére
bedziemy odtad nazywadé tablicams liceb bezladnych (TLB). Praktyk ma
racje, gdy uwaza taki sposéb za wadliwy. Rzeczywiscie, do niepewnosci
wynikajgcej z tego, ze od przypadku zalezy, jakie sztuki wejdy do prébki,
dolacza sie tu niepewnosé, ile sztuk do niej wejdzie — moze ich wejsé
25, .ale i mniej.

Pokazemy — bez wehodzenia w szezegély — na przykla,dzle wyeeny,
jak mozna zastagpié plan badania o wyzej wytknigtej wadzie przez plan
od niej wolny. Niech umowa orzeka, ze o wartosci partii zlozonej z 10000
sztuk decyduje warto§é prébki ze 100 sztuk, pobranej wedlug tablicy
liezb bezladnych. Nietrudny rachunek dowodzi, ze wsréd 100 liczb tablicy
liezb bezladnych zlozonej z 10000 liczb czterocyfrowych nalezy oczekiwaé
99 r6znych. Wobec #ego zmiennmy umowe: zamiast 100 numeréw z tablicy
liezb bezladnych bedziemy brali 99 réznych numeréw i bedziemy wyce-
niali partie wedlug wartodci prébki odpowiadajgcej tym 99 numerom.
Wyobrazmy sobie, ze przez wiele lat systematycznie postepujemy tak
z partiami, ktére nadchodzg np. co tydzien. Jaka jest réznica praktyczna
.miedzy stara a-nowg umows? Koszt badania jest ten sam, bo teraz badamy
zawsze po 99 sztuk, a dawniej badaliémy $rednio 99 sztuk. Prawdziwa
informacja, ktérag kupujemy za pienigdze wydane na badanie, jest tez
§rednio ta sama, bo Srednia ilodé sztuk zbadanych nie zmienila sig. Ale
przy dawnym sposobie pewne partie badaliSmy dokladniej, inne mniej
dokiadnie, bo liczba sztuk naprawde zbadanych byla co tydzier inna,
a teraz jest stala. Wobec tego obecnie wszystkie partie wyceniamy z jed-
nakows precyzja, & dawniej wycenialidmy niektére partie dokladnie;j,
inne mniej dokladnie lub tak samo dokladnie jak obecnie; co gorsza,
jedynie kaprys losu wplywal na nier6wnosé traktowania. Jest jasne, ze
zmiana umowy ulepszyla ja pod kazdym wzgledem.

Nasuwa si¢ prosty pomyst. Ozy nie mozna by wydrukowaé tablicy,
ktéra -by zawierala wszystkie liczby od 0000 do 9999, kazdg raz i tylko
raz? Taka tablica stuzylaby przy planach ulepszonych wedlug zasady
przed chwily wyjaénionej: mogliby$my z niej braé 99 kolejuych liczb
(zaczynajage w dowolnym miejscu) i mielibySmy same rézne; oczywiscie
skladanie liczb z dwéch kolumn potrzebne przy tablicach liczb bezlad-
nych bedzie teraz zbedne: dostaweca nie moze teraz schowaé zlych sztuk
-pod numerami, ktérych brak w tablicy, gdyZz (przy partiach po 10000
-gztuk) tablica ma wszystkie liczby czterocyirowe, a wigc numery wszyst-
kich sztuk. Takg ulepszong tablice bedziemy nazywali tablwq liczb prze-
tasowanych (TLP),

Mozna by taka tablic¢ otrzymaé drogy losowania, byloby to jednak
zmudne, gdyz trzeba by przy kazdej nowej liczbie ezterocyfrowej badaé,
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czy juz nie bylo jej wezeéniej. Dlatego zdecydowalem si¢ na radykalne
rozwigzanie, ktére polega na zupelie okreflonym procesie matematycz-
nym. Kolejnogé liezb przetasowanych nie wezmie si¢ z Zadnego aparatu
fizycznego ani z innego Zrédla miematematycznego, nad ktérym nie pa-
nujemy i ktére nie pozwala okreglié wynik jednoznacznie. W tym miejscu
krytyezny czytelnik zauwazy, ze sporzadzenie tablicy liczb czterocyfro-
wych, zawierajacej kazda z nich raz i tylko raz i okreflonej matematycznie,
jest bardzo proste: wystarczy napisaé liczby 0000,0001,...,9999 w na-
turalnej kolejnosci. Dlaczego musimy odrzucié ten projekt ¢ Aby na to
pytanie odpowiedzieé, trzeba uprzytomnié sobie cel, ktéremu stuzg ta-
blice. Zwykle przy produkeji masowej automat produkcyjny numeruje
sztuki towaru w kolejnosei ich powstawania. Wyobrazmy sobie, ze auto-
mat sie zepsul; zanim to spostrzezono, wyrzucil kilkaset sztuk wadliwych,
PO czym go naprawiono i znowu produkowal same dobre sztuki. Gdy
zagtosujemy tablice liczb kolejnych i pobierzemy wedlug niej prébke
25-sztukowsy, to beda one prawdopodobnie albg niemal wszystkie dobre,
albo niemal wszystkie zle; prawdopodobienstwo, ze prébka da obraz
partii, czyli — jak sie moéwi — bedzie reprezeniatywna, bedzie male.
Jest jasne, ze np. przy wycenie partii wedlug prébki nie mozna polegaé
na prébee zlozonej ze sztuk kolejno numerowanyech. Stgd wladnie wzigh
si¢g pomyst liczb przypadkowych. Powiedziano sobie, ze trzeba w tablicy
wylgezyé wszelki rytm, ktéry by mégl odpowiadaé rytmowi zjawiska
badanego statystycznie. Tak np., gdyby w tablicy na niektoérych stroni-
cach znalazly si¢ same liczby parzyste a na innych same nieparzyste, moz-
na by sie obawiaé, ze prébki nie beds reprezenta,fywne; latwo sobie wy-
obrazié w automacie wytwérczym defekt, ktéry psuje wlasnie co druga
sztuke; to daloby nam prébki zlozone bgdz z samych dobrych, bads tez
z samych zlych sztuk, zaleznie od stronicy, z ktérej odezytalibyémy nu-
mery. Idac po tej drodze doszlo si¢ do pogladu,’ze tablice przydatne do
losowania prébek mozna uzyskaé tylko przez wylosowanie liczb i wy-
drukowanie ich w tej kolejnosei, w jakiej los je ustawil. Cheac zapewnié
kazdej sztuce jednakowe prawdopodobienstwo wejscia do probki uzyto
badZ to takich aparatéw do losowania, ktére zapewniajy kazdej z liczb
(np. z liczb 0000 - 9999) réwne prawdopodobiefistwo znalezienia sig w ta-
blicy, badz tez wzigto liczby z innych Zrédel, w ktérych zalozenie jedna-
kowego prawdopodobienstwa jest naturalne. Postarano sie takze o to, by
wynik ktéregokolwiek losowania nie wplywal na wynik innego. Ta ce-
cha niezalesnodei jest istotna, gdy dazymy do reprezentatywnosei prébek.

Temu rozumowaniu mozna postawié powazne zarzuty. Nieporozu-
Inienie polega na zludzeniu, jakoby gre przypadku mozna bylo uchwycié
na goragcym uczynku i utrwalié na papierze w postaci ciggu liczb przy-
padkowych. Jest to iluzja, bo z chwilg, gdy ciag zostaje wylosowany, prze-
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staje byé losowy. Nie trzeba zbytniej finezji, zeby to udowodnié. Zanim
zabrano sig do budowy tablicy liczb bezladnych, kazda z liczb 0000-9999
miala te samg szanse wejscia do tablicy, co kazda inna, ale gdy tablice
wydrukowano, zabraklo w niej paru tysiecy 'liczb 2 inne pojawily sie
wielokrotnie; szanse przestaly,byé réwne i — jak juz wspomnieli§my
wyzej — utrudnilo to uzywanie tablic liczb bezladnych w praktyce.
Ponadto niezalezno$é, ktéra tkwila w aparacie (np. w kostce 10-sciennej)
zginela w tablicy: po liczbie 6345 nastepuje w niej 7099 i tylko ta licz-
ba, natomiast aparat mégt po 6345 daé réwnie dobrze kazdg liczbe cztero-
eyfrowg jak kazdg inng. Totez zdarzaly sie przypadki przy konstruk-
cji tablic, ze wydawecy poprawiali je wedlug swego gustu, uwazajge, ze
w niektérych miejscach nadmiar liezb parzystych lub nieparzystyeh nie
zgadza sie z tym, czego oni oczekiwali. Krotko mdéwige, cigg przy-
padkowy byl zanadto przypadkowy. Te sprzecznosei nie sg jednak niczym
innym jak wyrazem faktu, ze albo zaden, albo kazdy ciag 10000 liezb
czterocyfrowych zasliguje na miano przypadkowego, gdyz dla idealnego
aparatu de losowania nie ma zadnej réznicy miedzy ktérymkolwiek
ciggiem a innym. '
Wszystkie wyzsj podane watpliwosei sklonily mnie do zastgpienia
tablicy liczb bezladnych przez tablice liceb przetasowanych. Ograniczylem
sig do liczb czterocyfrowych. Wybralem liczbe pierwszg niezbyt odlegly
od 5000 i latwg do zapamietania: 4567. Jej wielokrotnosei, to znaczy
liczby 4567n, otrzymane, gdy = przebiega liczby 0,1,2,3,...,9999, sa
po kolei 0000,4567,9134,3701,...,5433 — piszac je ograniczamy sie
do ostatnich 4 cyfr (np 4567 ><3 13701; piszemy tylko 3701). Latwo
wykazaé, ze otrzymano tym sposobem
wszystkie hczby od 0000 do 9999, kazdy
tylko raz. Te pierwszg permutacje wyko-
nano za pomocg maszyny do rachowania:
wystarczylo kolejno dedawaé 4567. Liczby

9344567

: g '4567n ustawiono na arkuszu podzielonym
. 374 0000 na 100X 100 okienek, zaczynajge od srod-
ka arkusza 1 idge ,droga cygansks’ (rys.1)
ku brzegom. Na lewym gérnym rogu ar-
- kusza znalazla sie liczba 9034. Od niej
‘Tozpoczeto zbierzé liczby  arkusza i przepi-

sywaé na karty, ktérych przygotowano 25:

po jednej karcie dla 400 liczb czterocyfrowych. Kazda karta miala 40 wier-
szy, w kazdym wierszu bylo miejsce na 10 liczb. Zbieranie z arkusza
odbylo sie wedlug pewnej zasady iteracyjnej, ktéra dziala tasujaco, jak
procesy ergodyczne. Wpisano mianowicie liczbe 9034 w miejsce poezgtko-
we pierwszego wiersza karty; poniewaz 9034 ma §rodkowe cyfry 03, wiec na

Rys 1
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arkuszu poszukano okienka o 10 kolumn dalej na prawo i o 3 wiersze nizej.
Znaleziono w nim liczbe 2745 — wpisano jg na karcie w pierwszym wier-
szu obok 9034 (tj. w drugiej kolumnie karty); trzecig z kolei liczbe znale-
ziono na arkuszu o 7 kolumn na prawo i 4 wiersze ponizej liczby 2745 —
wpisano jg obok 2745, to jest w trzeciej kolumnie pierwszego wiersza karty.
Tak postegpowano dalej, przekreslajae za kazdym razem okienko, z ktérego
pobrano liezbe. Przy tym przy odliczaniu krokéw poziomych uwazano
okienko przekre§lone za istniejace, przy odliczaniu krokéw pionowych
na arkuszu za nieistniejgce. Gdy przepis zmuszal do szukania liczby w ko-
lumnie arkusza, ktérej wszystkie pozycje juz zostaty wezedniej przekreslone,
wracano do . pierwszego wiersza i brano pierwszg z kolei nieprzekre§long
pozycje. Nie mozemy tutaj wchodzié w sZezegdly, cheemy jednak wythu-
maczyé, dlaczego wlasnie cyfry S$rodkowe b,c¢ liczby abed wybrano do
okreflenia liczby nastepujacej po abed. Wiadomo mianowicie, ze okresle-
nie, jaka jest np. pierwsza lub ostatnia cyfra liczby 3199, jest latwe, gdyz
pierwsze zadanie polega na oszacowaniu wielkosei (np. logarytmowaniem),
a drugie na znalezieniu okresu w ciggu reszt modulo 10 kolejnych poteg
tréjki. Trudne natomiast jest okredlenie cyfr bliskich grodka. Dlatego
wyrémiliémy wlagnie cyfry $rodkowe; chcieli§my unikngé zwigzkéw
miedzy liczbg a nastepna, ktére podlegalyby widocznym regulom mate-
matyeznym.

Dalszy krok polegal na pocigein wszystkich kart na kolumny, k6d-
rych powstalo w ten sposéb 250; kolumny pierwszej karty otrzymaly
numery od 1 do 10, drugiej od 11 do 20,..., ostatniej od 241 do 250.
Te kolumny. sklejono w nowe karty biorge co 17-tg kolumne. Tak powstala
karta I zlozona z kolumn, ktére przedtem mialy numery 1,18,35,...,
137,154, karta II z kolumn o dawnych numsrach 171, 188, 205, 222,
239,6,23,40,57, 74 itd. Caly maszynopis objal 25 kart, I—XXV. Skontro-
lowano go, czy zawiera kazda liczbe od 0000 do 9999, usunieto kilka
bled6éw i przepisano, po czym skontrolowano ponownie. Ten drugi maszy-
nopis nadawal sig juz do bezposredniej reprodukeji typograficznej, dzieki
czemu mozna bylo go wydrukowaé bez interwencji zecera i korektora.
Dolgezono do niego opis i sposéb uzycia i ogloszono Tablice liceb prze-
tasowanych czterocyfrowych jako zeszyt VI Rozpraw Maotematycznych.
Przezwyciezenie poczatkowych trudnosei technicznych i innych zawdzie-
czam pomocy pp. M. Kusiakowej i L. Jakowlewy-Zubrzyckiej
z Ogélnej Grupy Zastosowzrnn I. M.PAN oraz p. J. Battka, asystenta
Politechniki Wroctawskiej.

Zanim podamy sposoby poslugiwania sie Tablica liczb przetasowa-
nych — pierwszg w ogéle tablica tego rodzaju — odpowiemy na pyta-
nia, ktére nam postawiono, a ktére zapewne nasung si¢ takze i czytel-
nikowi: Jakie sg kryteria, ktérymi postugiwalismy si¢ przy wyborze
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TABLICA LICZB PRZETASOWANYCH (II)

4430 2524 8665 8807 0360 4538 3562 6259 1323 24709
6556 2073 2624 6162 %308 1669 0762 0160 6854 3696
3102 3968 4613 2439 1074 4783 0089 3%72 Y506 308%
2955 4742 6113 4003 4111 6258 5028 5931 6231 68Y5

8910 1085 2486 38972 4881 7126 %227 8848 5251 82%Y
3857 2048 0064 9655 7068 626 8536 8602 1714 2%65
1997 8329 Y327 4622 4593 5756 9451 %7014 3670 4253
6137 6848 1061 9126 4415 2719 8421 3514 9416 8633

9393 0116 7309 4800 8892 9529 3057 4443 1086 64476
9982 99738 8508 3549 2629 1052 47820 0648 3708 9341
2535 2056 1986 %7727 49766 5112 5944 8038 5966 6451
3115 0226 6404 6040 4371 6056 3535 0229 0959 4241

5948 5189 8265 0761 3706 8595 3606 1181 Y7422 6706
6235 4726 6292 4987 0552 2447 4961 2262 36%3 115
551 4222 47909 5402 2265 3091 8071 1212 3414 45943
gésa 7783 8981 8616 1Yl 1453 8309 9044 48%7 0413

0602 5964 9928 0026 5463 6443 0032 1187 8758 219%
5879 9979 8771 0640 4553 8845 17643 6485 7843 0453
0525 6311 4235 3641 3356 9379 1592 9092 8860 94764
5135 0930 0722 2435 0739 6831 0158 8858 2492 3853

0119 76%3 1989 0618 0588 1494 9737 3271  055% 4643
1605 29750 %7758 4367 931% 8928 4148 0605 %239 6321
9015 9056 3395 4757 1191 1195 %825 3172 0000 0665
4232 9819 Hh65 5360 0318 5119 9267 6446 0899 5603

6079 1709 8004 5414 79786 4542 8385 2523 1953 6635
h109 0270 4846 %144 1999 0907 54792 1155 2842 9495
0307 4569 2171 1442 1388 4463 8098 6740 4998 Y399
6655 4273 4066 6194 55KOY 343 5405 2050 1139 14926

9254 3077 2584 K083 0612 9293 4230 4760 Y7476 1864
6755 5369 4137 2%60 3255 9919 2688 1001 7615 0696
1100 6440 9847 2606 9310 3215 0336 5918 2239 5989
6951 0369 44731 8892 2248 9229 9976 3114 1616 5608

5243 2139 6906 2329 15Y3 3189 6043 4540 ' 8366 5356
4050 1521 3386 2218 Y355 7686 0967 1157 0431 %642
6529 6648 8479 69725 4121 2313 8111 3118 4990 4390
8308 1837 64768 9420 8374 5098 5511 3451 5326 1695

9615 4680 0215 8692 4747 8838 5754 8607 9534 260%
0069 1114 3823 7927 9904 0977 6296 1820 6419 8933
738%7 6313 5049 8462 2987 3184 8264 4639 1814 398?
6335 9850 2193 0759 3206 985 9653 0405 8935 44
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takiego wladnie systemu tasowania, jaki przyjeliSmy za podstawe tablicy ?
Na ezym opieramy mnieémanie, ze w tablicy nie znajda si¢ prawidlowosei
matematyczne, ktére nie tylko pozwola odgadngé jej sztuczny charakter,
ale doprowadzg do bledéw Iub naduzyé przy jej stosowaniu? Na zadne
z tych pytan nie odpowiemy w sposéb zadowalajacy matematyka, gdyz
sadne z nich nie jest i nie moze byé sformulowane matematycznie. Wy-
bierajge system tasowania postanowiliémy skomplikow2é go do tego
_ Stopnia, zeby unikngé wszelkich ujemnych skutkéw niedostatecznego
przetasowania. Mozna bylo komplikacje posungé jeszcze dalej, ale kry-
terium praktyczne orzeka, ze zbedne jest dalsze tasowanie, jezeli niks
PO obejrzeniu tablicy nie zdola wskazaé prawidlowosei, ktére moglyby
mieé ujemne skutki w praktyce. Wykonano nastgpujgcg prébe: z jednej
karty TLP utworzono tablice liczb bezladnych obracajac karte o 90°;
utworzono w podobny sposéb tablice liczb bezladnych z jednej ze znanych
tablic i zwrécono sie do statystykéw z zydaniem, zeby odréznili tablice
»Sztuezng”’ od ,przypadkowej”: nie otrzymano odpowiedzi.

TLP sklada si¢ z 25 kart. Na kazdej karcie jest 400 liczb czterocyiro-
wych, tj. 1600 cyfr wypeliajacych 40 wierszy i 40 rzedéw. Kazde 4 wier-
8ze tworzg strofe, kazde 4 rzedy kolumne. Kazde przeciecie strofy z kolumng
tworzy blok zlozony z 16 cyfr; na kazdej karcie jest 100 blokéw.

Uzytek gléwny TLP polega na pobraniu z mniej ¥ réznych od siebie
lieczb czterocyfrowyeh. W tym celu nalezy wzigé na dowolnej karcie
dowolng liezbe za poczatkows, a nastepnie ezytaé tablice dalej sposobem
ksigzkowym, az uzbieramy % liczb. Niech np. k=60. Weimy karte II,
a na niej liczbe 8845 — jest to druga (od gory) liczba w piatej strofie
i széstej kolumnie. Czytamy po kolei: 8845, 7643, 6485, 7843, 9453, 0525, ...,
9764, 5135, ..., 3853, 0119, ..., 4643, 1605, ..., 6321, 9015, ..., 0665,
4232, 9819, 7765, 5360, 0318 (wypisaliSmy wyraZnie pierwszych 5 i ostat-
nich 5 liczb, a z pieciu wierszy miedzy nimi tylko liczby poczatkowe
i konicowe, zaznaczajac inne kropkami). Gdyby trzeba bylo pobraé 600
liezb (k=600), musieliby$my po wyczerpaniu karty II przej$é na karte ITI.
Gdyby$émy byli wybrali za poczatkows jaka$ liczbe karty XXV, tp —
przy k=600 — musieliby$my po wyczerpaniu karty XXV przej$é na karte I,
mianowicie na liczbe 9034, ktdéra stoi w pierwszej kolumnie i pierwszym
wierszu, i czytaé dalej wiersz za wierszem az do zebrania 600 liczb.

Nie podajemy zadnych regul okreflajacych liczbe poezatkowsg, jak-
kolwiek przepis, ze znajduje si¢ ja W dowolnym miejscu, jest niezadowa-
lajacy. Mozna by uzaleznié to miejsce od wskazan zegarka, a mianowicie
numer karty od stanu sekundnika, numer wiersza od wskazan minuto-
wych itd., ale taki przepis wymagalby zbyt wielu komentarzy..

Zauwazmy, ze W przykiadzie wyzej podanym po liczbie 8845 naste-
Puje 7643. Przed pocigciem 25 pierwotnych kart liczba 8845 nalezala
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do széstej, a liczba 7643 do 23 kolumny; oznacza to, ze 7643 powstala
z 8845 przez 797 operacyj, ktére prowadzily od liczby do liczby przy zdej-
mowaniu ich z pierwotnego arkusza. Ta uwaga pokazuje zupeing praktycz-
ng niemozliwo§é wykrycia jakich§ prostych zwigzkéw miedzy kolejnymi
liczbami TLP. Nawet kompletna znajomog§é przepisu konstrukeyjnego
TLP nie pozwolilaby obliczyé w ciaggu doby jaka liczba stoi obok 8845.

Zamiast czytaé TLP ksigzkowym sposobem, mozna ja czytaé prze-
ciwnie, to znaczy w lewo i w gére. Zamiast czytaé liczby wprost mozna
je czytad wspak, bo tym sposobem znowu otrzymamy kazda liczbe czte-
rocyfrowg i kazda tylko raz. Mozna takze kombinowaé rézne sposoby
czytania liczb z réznymi sposobami posuwania si¢ w tablicy. Mozna czy-
taé liczby w kolejnogei kolumnowej: na karcie II po 8845 nastapi 9379,
6831, 1494,..., 7985, a potem najwyzsza liczba széstej kolumny karty ITI
itd. Oczywifcie czytanie wspak i posuwanie sie w gére jest dozwolone
takze w kolejnodci kolumnowej. Otrzymujemy wiec kilkanaseie sposo-
boéw czytania TLP, odnoszgcych sie do gléwnego jej uzytku.

Praktyka wymaga nieraz zmniejszenia tablicy do liczb tréjeyfrowych,
a czasem powiekszenia do pigciocyfrowych, a nawet szesciocyfrowych.

Pierwsze z tych zadanh rozwigzujemy w ten sposdb, ze ograniczamy
si¢ do liczb zaczynajacych sie od 0. Wylowienie takich liczb z TLP jest
szczegoélnie latwe przy kolejnodci kolumnowej. Tak np. w kolumnie liczby
8845 znajdujemy 0907, 0977, a na nastepnej karcie 0712, 0334, 0574,
0320, 0462, 0586, 0467, 0746 — tych 10 liczb czytamy jako 907, 977,
712, ..., 7465 oczywiseie w razie, gdy k>10, uzyjemy dalszych kart.
Mogliby$Smy takze uzyé do tego samego celu liczb zaczynajacych sie od
1 lub innej cyfry, jednak ta cyfra musi byé ustalona przed rozpoczeciem
pobierania liczb tréjeyfrowych.

Powigkszenie TLP do liczb pieciocyfrowych wymaga wyboru k liczb
czterocyfrowych (jednym ze sposobdéw juz opisanych) i dopisaniu na
poczagtku kazdej Nezby nowej pierwszej cyfry; te eyfre bierzemy z do-
wolnego rzedu TLP zaczynajac od dowolnej cyfry i posuwajac sie pio-
nowo w doél. Ten sposéb daje same rézne liczby pieciocyfrowe i kazda
liczba pigciocyfrowa mozie byé wybrana, jezeli jednak weszla do prébki
sztuka nr 76435, juz nie wejdzie do niej sztuka nr 86435 ani nr 66435 itd.
Praktycznie ta zalezno$é jest zwykle bez znaczenia. W wigkszodei przy-
padkéw mozna nawet dopisywaé przed pierwszg cyfra ostatnig z bloku
sgsiadujgcego po lewej. Tak np. na karcie IT znajdziemy w m’e’scu 8845
liczbe 38845 i posuwajge sie pionowo w doét kolejno liczby 69379, 96831,
81494, ..., 78838, 40977 — zatrzymaliSmy sie o dwa wiersze od dol-
nego brzegu karty, tzn. pobraliSmy 21 liczb. Podkreflamy jednak, ze
jakkolwiek ten latwy sposéb daje same réine liczby, pomija on z géry
wigkszosé liczb pieciocyfrowych. I tutaj tez mozna by oslabié ewentualny
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wplyw tej wady (ktéra jest bez znaczenia poza odbiorem towaréw), ale
nie chcemy wehodzié w te drugorzedne szczegély. Pozostawiamy tez czy-
telnikowi rozszerzenie tablicy do liczb szedeciocyfrowych, co wymaga
8posobéw analogicznych do tych, ktére daly liczby pieciocyfrowe.

TLP moze byé czytana takze jak TLB, to jest jako tablica liczb
bezladnych czterocyfrowych. Wystarczy w tym celu czytaé bloki pio-
nowo. Tak np. zaczynajac od bloku w szostej strofie i széstej kolumnie
karty II odczytamy kolejno liczby 1815, 4911, 9291, 4859, 9479, ...,
3153, 6706, ..., 3335; zatrzymaliémy sie na koncu karty i znalezliémy
180 liczb czterocyfrowych. Tym razem juz nie mozemy gwarantowaé
réznodei tych liczb. Jezeli potraktujemy tak otrzymang TLB jako pow-
stalg z losowania z urny zawierajgcej liczby od 0000 do 9999 ze zwraca-
niem numeréw wylosowanych do urny (tak jak cheg autorowie tablic
liezb bezladnych), to bedziemy mogli obliczyé oczekiwang liczbe L rd3-
nych liczb na danej karcie (np. na karcie II) jak nastepuje:

Prawdopodobienstwo, ze pierwsza liczba karty, ¢;, nie powtérzy sie

9999 |3 S . ) _ N
est 10000 — nazwijmy je p. Ale p jest takie prawdopodobien-

stwem, ze nie powtérzy sie druga liczba karty, ¢,, zatem oczekiwana licz-
ba liczb na karcie, ktoére sig na-niej powtarzajg, jest

~ 40067 %%~ 384,3.

400p = 400 (1 -

1 )10 000-0,0399

16000

Wobec tego nalezy oczekiwaé na karcie 15,7 dubletéw, trypletéw
efe. Ale niefrudne oszacowanie pokazuje, ze frypletéw i wyzszych
repetycji nalezy oczekiwaé razem K mniej niz 1, tak ze mozna je
pomingé i oczekiwaé¢ na karcie 7 do 8 par liczb jednakowych, co
daje L=391 lub 392. Szukanie par na karcie nie wymaga Wwigcej niz
godzine czasu — eksperymanty né kilku kartach daly liczby par malo od-
biegajace od spodziewanych. Celem takich prob jest stwierdzenie, ze TLP
czytana pionowo nie rézni si¢ empirycznie od tablicy liczb bezladnych —
widzimy w tym argument za naszg tezg, iz liczby w TLP sg dostatecznie
przetesowane. Ale to odnosi sie do badania poszezegélnych kart, natomiast
moéglby kto§ naszg calg tablice liczb bezladnych odréznié od zwyklej
tablicy liczb bezladnych, gdyby zadal sobie trud porachowania wszyst-
kich cyfr. Okazalo by sie, ze jest w naszej tablicy dokladnie 4000 zer,
tylez jedynek, tylez dwdjek itd., a w zwyklej tablicy najprawdopodob-
niej te licznodei bylyby wprawdzie bliskie 4000, ale nie wszystkie doklad-
nie réwne 4000. Z naszego punktu widzenia ten sztuezny charakter na-
szej tablicy liczb bezladnych wcale nie jest wadg, nie widzimy bowiem,
jakg zaletg moglaby si¢ okazaé w praktyce przewaga frekwencji pewnych
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cyfr w. tablicy: przeciwnie, gdy przy antagonistycznym uzyciu tablicy
jedna ze stron wie o przewadze np. cyfry 7, a druga nie, to tablica moze
staé sie Zréodlem naduzyé, jak Zle scentrowana ruleta; jezeli zadna ze stron
o tej przewadze nie wie, to moze nastgpié systematyczne krzywdzenie
jednej ze stron bez winy drugiej.

Nadmierimy jeszcze, ze do uzytku TLP Jako TLB nadaje si¢ nie tylko
czytanie blokéw w d6l, ale takze w gére, a nawet na przemian.

Mozna by za,pyta,é, dlaczego uwazamy mozliwo$é uzywania TLP
jako TLB za zalete tablicy, skoro na wstgpie skrytykowalismy istniejace
tabliee liczb bezladnych ? Po prostu dlatego, ze mogg sie znalezé zwolen-
nicy planéw badania, ogloszonych przez PKN lub inne instytucje, ktérzy
cheg sig trzymaé ich $cisle i albo nie umiejg, albo nie cheg ulepszyé owych
planéw w sposéb wskazany przez nas na przykladzie wyceny. Nasza
tablica dajaca alternatywny spos6éb czytania zadowoli zaréwno tych,
ktérych nasze wywody przekonaly jak tych, ktérzy — z réinych wzgle-
déw — za nimi nie p6jda.

Stre§émy rezultaty niniejszego studium. WykazaliSmy mozliwo§é
efektywnego okreflenia i praktycznej konstrukeji tablicy zawierajacej
kazdg liczbe od 0000 do 9999 raz i tylko raz, bez uciekania si¢ do gposo-
béw pozamatematyeznych. Wykazaliémy, ze taka tablica nadaje sie
lepiej do rozwigzywania zagadnien praktycznych niz dotychezasowe
tablice wynikle z losowania: choéby przez to, ze daje numery czterocyfrowe
bezposrednio. W konicu wskazaliSmy prosty sposéb interpretacji TLP
jako tablicy liczb bezladnych, przy ezym tak uzyskana TLB ma pewne
zalety, ktérych zwykle TLB sg pozbawione, a co wigecej, jest okre§lona —
jak TLP — bez wprowadzania elementéw niematematycznych.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 26.6.1953 .,

T. MTEAHTAYV 3 (Bponnas)
IIEPETACOBAHHBIE YHCJIA

PESIOME

Jlo cnx mop T. H. TaGuumnsl CIy4aliHEIX YMCeN COCTABIANMCH He MATEMATHYECKHM
nyTeM, HanpuMep NPH MOMOIYM TAKAX (UBMKANBHHIX NMPOLECCOB KAK MeTaHMe Urpaib-
HOII KOCTH.

MoHO OfHAKO COCTABUTHL HHEE TaGAMIH, HABBaHHHE 3Jech TabuuUaMH Ie-
PeTACOBAHHHX uMCel, §e3 COZEHCTBAA UYHAHX MaTeMaTHKe NPUEMOB. Iipennaraemasn
pafora ABIAETCA KOMMeHTapUeM K Taxoit TaGnmue usganso# Martematuuecnnm VEcTH-
rytom llonbcroli Axamemmn Hayw, a cocrosmelt us BCex JeTHpeX-NuPPOBHX CHCTEM
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¢ 0000 mo 9999. Kamxpan Takas cmcTeMa BHICTyIaeT ONWH JNWMb Pas, a NMepeTacoBKa
3AKII0YAETCA B HEKOTOPOM MTEPAlMOHHOM mponecce. Tafmuna oTamdaeres or TaGaumnu
CIy4YalfHHX 4MCeNl COREPHAMUX Te CaMHE CHCTEMH TeM, 4TO B 'Tafiuue CHydailHbX
YECeN HEKOTOPHE CHCTEMH BHCTYHAlT GOXbiIe Dasa, a HEKOTODHE He BHICTYHAIT
BOBce. YCTpaHeHMe DTOro HEJOCTATKA 0Gieryaer mONbsoBaHue aTOH TaGuuuel# B NpaK-
Tke. Kpome Toro BepTHKAIbHOe uTeHWe 9Tol Tabruns pgaer mam Tabuunmy ciyyadt-
HEIX 9HCelNl.

H. STEINHAUS (Wroclaw)

SHUFFLED NUMBERS

SUMMARY

The so-called tables of random numbers have been obtained so far in an un-
mathematical way, e.¢. from such physical processes as casting dice. However, it
is possible to construct other tables, called here the tables of shuffled numbers with-
out introducing factors which are alien to jathematics. The paper is a commentary
to such a table, published by the Mathematical Institute of PAN (Polish Academy
of Science) and containing all possible arrangements of four digits from 0000 to 9999.
Each arrangement appears only once and shuffling consists in a certain iteration
process. This table differs from the tables of random numbers containing the same
number of four digit arrangements in the following respect: in the tables of random
numbers certain arrangements appear more than once while other arrangements do
not appear at all. The removal of this defect facilitates the practical application of
the new table., Moreover, reading the new table vertically we obtain a table of
random numbers.
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