ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1964)

B. LYSIK (Wroclaw)

DIE LOSUNG EINER RANDAUFGABE
DES DEHNUNGSSPANNUNGSZUSTANDES DER KONOIDSCHALE

Einleitung. In Abhandlungen, welche die statischen Berechnungen
der Konoidschale zum Gegenstand haben (siehe [2], [3], [6], [8], [9]),
gibt man partikulire Losungen der Differentialgleichungen, denen der
momentloser Spannungszustand der Konoidschale geniigt. Die Lésungen
beschreiben den Spannungszustand der Konoidschale, die entweder
entlang des iiber der Seite I,J, (Abb.1) liegenden Schalenrandes auf
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einer Bindescheibe gelagert ist, oder die den Schalenrand spannungsfrei
hat. In der Arbeit [4] diskutierte man die Randbedingungen, die fiir den
momentlosen Spannungszustand der iiber dem Rechteck I,1,J,J; (Abb. 1)
gespannten Konoidschale vorgesetzt werden konnen. Dabei wurde er-
wiesen, daB zwei Randaufgaben fiir den momentlosen Spannungszustand
der Schale gestellt werden koénnen und man gab die Lésungen der Rand-
aufgaben bei gegebenen iuBeren Belastungen. In der ersten Randauf-
gabe hingt der Spannungszustand der Schale von den Spannungen
entlang dem iiber I,J, liegenden Schalenrand ab, in der zweiten —
von den Spannungen lingst des iiber I/, liegenden Schalenrandes und
von Spannungen entlang der Erzeugenden I/, und JJ; (Abb.1). Die
Spannungen entlang der Rénder bestimmte man durch die Annahme,
daB die Schale an den Rindern durch Rippen versteift ist. In diesen
Arbeiten wurde die Konoidschale als eine einseitig-unendliche betrachtet.
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Hier wird die Losung des momentlosen Spannungszustandes der
iiber dem Rechteck I,I,J,J, gespannten Konoidschale gegeben, die
langst der iber I,J, und I,J, liegenden Rénder auf Bindescheiben ge-
lagert ist. Es wird hier also ein endlicher Abschnitt der Konoidschale
betrachtet.

§ 1. Geometrische Grundlagen. Abb. 1 zeigt eine Konoidfliche im
rechtwinkligen Koordinatensystem Ozyz. Hier sind auch die Bezeichnun-
gen angefiihrt, deren wir uns weiterhin bedienen werden. Wir unter-
suchen eine Konoidfldche, die durch eine parallel zur Oxz Ebene, lings
der y-Achse und der Kurve

(L.1) © =0, 2=f(y)

gleitende Gerade erzeugt wird. Hier ist f(y) eine gegebene konvexe und
gerade Funktion. Die Gleichung der Konoidfldche ist folgende:

(1.2) &z = of(y) [x,.

Wir betrachten den Teil der Fliche, der iiber dem Rechteck I I,JJ,
ausgebreitet ist. Die Groflen x,, ©,, kg, by, k, I (Abb. 1) sind gegeben.
Die ersten zwei, nimlich z,, #;, konnen wir durch die Linge I und die
Hohen hy, h, der Konoidfliche folgenderweise ausdriicken:

(1.3) @y = hol[(hy— o), @y = hyl[(hy—hy).

Statt der Veridnderlichen # und y werden wir in weiteren Betrachtun-
gen die Verinderlichen &, # gebrauchen, die folgendermassen bestimmt
sind:

i 7' () To
1.4 == — — e—— = —,
(1.4) & 2, ’ n T (k) ? &o ml

Da die Funktion f(y) als konvex angesetzt wurde, so stellt f(y) eine
monotonische Funktion dar. Mithin koénnen wir die Verdnderliche y
durch % ausdriicken. Die parametrischen Gleichungen der iiber dem
Rechteck I,I,J,J, ausgebreiteten Konoidfliche kann man dann nach
(1.2), (1.4) folgendermassen schreiben:

(L8) w=mé, y=ymn), z=4YM &<, —1<y<1.

Weiterhin werden die Koeffizienten der metrischen Form E, G und
ihre Digkriminante W auftreten. Sie lauten

E=8+flyin], &=y )L+ ()],
W =y (){at+ (@ 2+ LIy = =f (k).

§ 2. Gleichgewichtsgleichungen der Konoidschale. Wir werden
die allgemeinen Gleichgewichtsgleichungen der Spannungen in der Schale

(1.6)
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anwenden, die man z. B. in [5] findet. Wir bezeichnen die technischen
Komponenten des Spannungstensors mit S, Ty, T'; (Abb. 2) und die Kom-
ponenten der duBeren Belastungen
der Schale im Koordinatensystem
Ozyz mit den Buchstaben X*, Y*,
Z*. In weiteren Erwigungen werden
anstatt X*, Y*, Z*, die Grofen

X =VwWX*, Y=VWZY*

(2.1)
Z = Vﬁ *—:vl—f(y)X*—nnEY*]
t 1Ssl=1S2| =S
vorkommen. Abb. 2

Laut der allgemeinen Gleichge-
wichtsgleichungen erhilt man nach Berechnungen die folgenden Gleich-
gewichtsgleichungen des Spannungszustandes der Konoidschale:

0 G a8
Ky (]/ Tl) gL =0,

) B as
i B P — 4+Y =0,
@2) an("’]/a- )” ot T

E
’ — 20y’ —Z7Z = 0.
&y ]/G T+ ’”’SJ% 0

In weiteren wollen wir dieses System in Bezug auf T,, T, und S unter
Beriicksichtung der Randbedingungen losen. Zu diesem Zwecke berech-
nen wir aus der dritten Gleichung T', und setzen diese in die zweite Glei-
chung. Dann erh#lt man das Gleichungssystem

) e a8
as (]/ T‘) T, TE=0

0 ,
2.3 — (y'8)—2n— (y'S)—2y'S Y———Z =0
(2.3) §55 W) 27767’(?/'5’) y8+EY——2,=0,

_/E 1
' T, 4+ 29y'S+—Z = 0.
&y '/G 2+ 27y +% 0

Es sei jetzt bemerkt, daB die Unbekannte S die beiden Unbekannten
T,, T, bestimmt. Namlich, aus der ersten und dritten Gleichung folgt

T, = __wil g[f(ml——-i-x)ds-i-fo(’?)]

e g )

(2.4)
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wobei 7, eine willkiirliche Funktion der Verinderlichen % bedeutet. Da-
rum werden wir uns zuerst mit der zweiten Gleichung (2.3) befassen.

§ 3. Zwei Cauchy-Probleme. In der zweiten Gleichung (2.3) fiihren
wir anstatt 8, eine neue Unbekannte

(3:1) a(&,m) =y (n)8(&, n)

ein. Dann erhalten wir die folgende Differentialgleichung erster Ordnung
mit partiellen Ableitungen:

c 1,
(3.2) E——2n—n—2a+§?]—7zn=0.

Diese Gleichung bestimmt den Spannungszustand in der Schale.
Wenn man nimlich die Funktion o(£, %) im Rechteck I,I,JqJ, (Abb. 3)
bestimmt, so erhdlt man 8, T,, T,, wie schon erwihnt, aus (3.1) und
(2.4). Untersuchen wir nun niher die

Gleichung (3.2). ik
Die Charakteristiken der Gleichung

(3.2) sind Integralkurven der Differen- \\\

tialgleichungen

5.3 dE dn do Ip(&,1). [1(51,7)

& —29 1, _ const
20+ —Z,— §Y \\& e

. . \ 77=_20‘

Aus der ersten dieser Gleichungen er- \\ ~=" ¢

halten wir unmittelbar &2y = const, 0 I ——— ?

d. h. eine einparametrische Kurven- /

schar, die eine Projektion der Charak-
teristiken (3.3) auf die £07n Ebene It
darstellt (Abb. 3). Wir wollen nun den -

Verlauf dieser Charakteristiken ana- JO(SE‘” 07 (51)

lysieren, da dies von entscheidender
Bedeutung fir die weiteren Betrach- ZM-456
tungen ist.

Die Charakterigtiken, die die Sei- Abb. 3

ten I J; und JgJ, des Rechtecks

I,1,J¢J, durchschneiden, fiillen nicht das ganze Rechteck aus. Wenn
man darum fiir die Funktion ¢ Randbedingungen nur auf den Seiten
I,J; und J,J, vorsetzen wiirde, konnte man nicht aus der Gleichung
(3.2) die Funktion ¢ im ganzen Rechteck bestimmen. Damit also die
Gleichung (3.2) eine eindeutige Losung im ganzen betrachteten Rechteck
hat, konnen wir fir die Funktion ¢ Randbedingungen
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1° entweder auf einer Seite I,J,,

2° oder auf drei Seiten I,Jq, Iol;, LoJ,
voraussetzen, denn dann bedecken die aus den Seiten ausgehenden Cha-
rakteristiken das ganze Rechteck I,1,J,J,.

Es ist nun moglich, fiir die Gleichung (3.2) zwei Cauchy-Probleme
zu stellen, je nach dem, welchen von den beiden aufgefiithrten Fallen wir
annehmen. Fiir unsere Betrachtung, d.h. zur Berechnung einer lings
der Kampfer auf Bindescheiben gelagerten Konoidschale, ist es not-
wendig den ersten Fall zu betrachten.

§ 4. Die Randaufgabe. Die Randaufgabe ist folgende: es ist eine
Funktion zu finden, die der Gleichung (3.2) im Rechteck I,I,J,J; geniigt,
wenn sie auf der Seite I,J, gegeben ist (Abb. 3). Genauer gesagt, es sei
eine Funktion o,(n) gegeben, die fir —1 <<# <1 erklirt ist und es ist
die Losung o(&, ) der Gleichung (3.2) zu finden, welche die Bedingung

(4.1) o(l,n) =oi(y) fir —-1<7<1
erfiillt.

Diese Aufgabe 1ost man nach wohlbekannter Art (siehe z. B. [7],
S. 330) mittels der Methode der Charakteristiken. Nach der Ausfiihrung
entsprechender Rechnungen, die wir hier fortlassen, erhalten wir:

o(é,n) =& [ol §2n)+f1’( £ )dz]

1[1 0Z(4,p)
P

§5. Der Spannungszustand in der Schale. Die Lisung der Gleich-
gewichtsgleichungen fithrt, wie schon in § 3 erwihnt wurde, zur Lésung
der Gleichung (3.2) mit der Unbekannten o(£, n). Fiir diese Gleichung
stellbten und losten wir die Randaufgabe (4.1). Der Spannungszustand
in der Konoidschale hingt ab, wie aus (4.2), (3.1), (2.4) ersichtlich ist,
von der Funktion 7,(7) die auf der Seite I,J, gegeben ist und der Funktion
o1(n), gegeben auf der Seite I,J,. Setzen wir (4.2) in (3.1) und dann in
(2.4), so erhalten wir nach leichten Berechnungen das Ergebnis:

(4.2)
— 1Y (4, /t)]-

2

£ . £
G >["‘ (& “LfP( )dl]
— &
1,/E a8
(5.1) T, = —— --—[Ef(wla—n +X)d§+ro(n)],
50

z, G
9

ro 1Y%
& E
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Unsere Aufgabe wird gelost, wenn wir noch die Funktionen ¢,(%)
und 74(n) bestimmen. Wir erhalten sie aus der Art der Befestigung un-
serer Schale. Da die Schale lings der iiber den Seiten I,J,, I,J, liegenden
Kimpfer auf Bindescheiben gelagert ist, so mul

(5.2) Ti(éym) =0, T,1,n)=0

gelten.
Aus der ersten dieser Bedingungen und aus den Gleichungen (5.1)
erhilt man sofort

(5.3) To(n) =0,

womit die Funktion v, schon bestimmt ist. Die Bestimmung der Funk-
tion ¢, ist etwas schwieriger. Wir erhalten nimlich aus der zweiten Be-
dingung (5.2) und aus (5.1) die folgende Integralgleichung mit der Un-
bekannten o,:

1
(5.4) f Eoy (£)dE

- flefrl

Wir werden diese Gleichung lésen. Setzt man in die linke Seite der
Gleichung (5.4) &% =t ein, so erhilt man

[jX(E’ ")d‘f]d’l—c?/'; ¢ = const.
‘o

(5.5) [Viey(ydt = H(y)
&n
WO
Hin) = —2V7 {f[sfp( )dl]dH— [fm, n)ds]dn+cy'};
1 &
¢ = const. '

Diese Integralgleichung konnen wir in eine Funktionalgleichung
iiberfithren. Zu diesem Zwecke fithren wir eine neue Unbekannte

(5.6) Vie(t) = U (1)

ein, nachdem die Gleichung (5.5) die folgende Gestalt
(5.7) U(n)—U(&m) = H(n)
annimmt,

Befassen wir uns nun mit der Lésung der Gleichung (5.7). Diese
Gleichung mufl fiir alle |y| < 1 erfillt werden, also insbesondere fiir alle
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Zahlen &% (i =0,1,2,...). Wenn man diese Zahlen der Reihe nach
in die Gleichung (5.7) setzt, so erhdlt man:

U(n)—U(&n) = H(n),
U(&n)—U(&n) = H(&y),

..................

U (&) —U&™ ™) = H(&"™).

Addieren wir diese Gleichungen beiderseits, so haben wir

Uln) = 3 H(E)+T(E™).
1=0

Jetzt setzen wir an, daB U(y) eine stetige Funktion sein soll. Dann haben
wir lim U (£2"*t%y) = U(0). Fiir n — oo erhalten wir die Lésung der Funk-
T—»00

tionalgleichung (5.7)
(5.8) Uln) = D H(E)+T(0).
=0

Wenn nur diese Reihe konvergiert, so stellt sie in der Tat die Lésung
unserer Aufgabe dar.

Die gesuchte Funktion o,(n) erhalten wir, indem wir U(z) aus (5.8)
in die Formel (5.6) setzen.

Der Spannungszustand in der Konoidschale, die auf Bindescheiben
der iiber den Seiten I,J,, I,J, des Rechtecks I,I,JJ; liegenden Kimpfer
gelagert ist, erhilt man durch Einsetzen o,(7) aus (5.6) und z, aus (5.3)
in die Formel (5.1).

§ 6. Beispiele. Wir untersuchen hier zwei Fille von Belastungen
der Konoidschale, nimlich die Belastung durch die Schneelast und durch
den konstanten Druck. In den Beispielen beschrinken wir uns auf die
Konoidfliche, deren Leitlinie eine Parabel ¢ = x,, 2z = h,(1—¢*/k?) ist
(siehe (1.1)). Die im § 1 eingefiihrten Verdnderlichen &, n sind folgender-
massen bestimmt: & = zfx,, n = y/k, ¥ = k. Die Koeffizienten der
metrischen Form E, @ und die Diskriminante W sind folgende:

] 2
E=2 [1+ (;—) (1—n2>2], G = E’[1+ (x&n)*],

1

, Ry \? ’ 2h
W = (ka,)? [1—{—(%{-‘17)2—{— (—‘) (1—n2)2J; = — 1
x; L)
Wie wir am Anfang erwihnten, betrachten wir zwei Bela,stungsarten
der Konoidschale, nidmlich:
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1° Schneelast
(6.1) X=0, Y=0, Z=—Z,; Z,= const;
2° Konstanter Druck

X = pkhy(1—2n?), Y = pka,xné,
(6.2)
= —pkz, [1+(%n§) +( ) 1—9y )] p = const.

Wegen der Symmetrie der Konoidsfliche, der dusseren Belastung
und der Symmetrie der Randbedingungen beziiglich der Ozz Ebene,
beschrinken wir uns bei der Berechnung der Spannungen nur auf einer
Hilfte der Schale, d. h. fiir 0 <9 < 1.

1° Der Spannungszustand bei der Schneebelastung.

Die Funktion ¢, berechnen wir aus (5.6) und (5.8). Die in (5.5) auf-
tretende Funktion H (7) ist im Falle der Belastung (6.1) mit der folgenden
Formel gegeben: H = —ck 1/773, wo ¢ eine Konstante ist. Mit Hilfe der
Formel (5.8) berechnen wir U(n), ndmlich:

U= —ck 3 (&) Vr+U(0) = 1”’73 +T(0).

Aus (5.6) erhalten wir: o, = U’'(n)/Vy = —3ck/2(1—£}). Wegen der
Symmetrie der #Zusseren Belastungen und der Symmetrie der Rand-
bedingungen beziiglich der Ozz Ebene ist §(&, 0) = 0,d. h. essoll ¢;(0) = 0
sein. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn wir ¢ = 0 setzen. Schlieilich
haben wir o; = 0. Setzen wir in (5.1) die #usseren Belastungen (6.1),
7o = 0 und o, = 0, so erhilt man den Spannungszustand:

_ kZ,V1+ (x&n)
2hy @, EV1+ (hyfz, P (1— )

2° Der Spannungszustand bei der konstanten Druckbelastung.
Die Funktion H(n) konnen wir im Falle der Belastung (6.2) folgend
schreiben :

Zml

H = =21 (18ayVn*+5by VP 4+ ¢ V7)),

wO
@p = 4—105+ 65—’ (14 —15&,+ &), by = o*(20—21&,+ &);

a= kfz,, c¢=const.
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Mit Hilfe der Formel (5.8) berechnen wir U (), nimlich:

_ pnhy D [18a0(£)' Vo + 8bo(8)'Vir + (&Y 7]

920 £
_ pmby ( 18a, Y LI o )
=90 \1—g'"tiz a,'-'o +1 g

Die Funktion o,(n) erhalten wir aus (5.6):
o poyhy ( 2a, by 3)
0y = 4 1—& 7+ 1—& U E

(Wie im Falle 1° setzen wir ¢ = 0).
Den Spannungszustand der betrachteten Konoidschale erhalten
wir, wen wir jetzt oy, 7, = 0 und Belastung (6.2) in (5.1) setzen:

2a8 2 2 2 554]
=|a— —3a
oh, [a 68+ (28— 3a%) & W1 N+
e %0)58],,3
+[ o+ -
3(12 ¢ ( 2 ) 55—50
ph,]/E ( —T)Seo_ &= 2 Eeol & +

59] Ty

[(E Eo)—(l—fo)l I e

552] \
W1 B &n"+

3 o
~ i = 5 +[—4+<252
1

21a*(1— &) &n*
2(1— &)
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Eingegangen am 22. 3. 1963

B. LYSIK (Wroclaw)

ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO STANU NAPREZEN
W POWLOCE KONOIDALNEJ

STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono rozwiazanie bezmomentowego stanu napreieh w po-
wloce konoidalnej wspartej na dwéch tarczach. W poprzednich pracach Autora
traktowano powloke konoidalna jako jednostronnie nieograniczona. Obecnie roz-
patruje si¢ skofczony element powloki.

B. IR CHK (Bpogaas)

PEHIEHHE 'PAHHYHOI'O BOIIPOCA COCTOAHHA HAINIPAXEHHUN
B KOHOHRJHOH OBOJIOYKE

PESKOME

B macrosmeil pa6oTe NpexcTaBieHo pemieEHe BONPOCA COCTOSHESR HaUpMAHeHHN
B KOHORTHOMK 060709Ke, PACHONOKEHHON HA JBYX AMCKAX, OPM YCIOBMH OTCYTCTBHH
MoMeHToB. B ppepspymux paborax aBTOp NpHHMMAI KOoHOIAEYI0 000J0YKY 3a OX-
HOCTOPOHHO HeorpaHMIeHHYI0. Teneps pacCMaTpHBAETCs KOHEUHHH 9JIeMeHT 000I0TKH.

B. LYSIK (Wrooclaw)

SOLUTION OF THE BOUNDARY PROBLEM OF STRESS DISTRIBUTION
IN A OCONOIDAL SHELL

SUMMARY

The anthor presents a solution of a momentless stress distribution in a conoidal
shell supported on two discs. In his preceding papers a conoidal shell was regarded
as unbounded on one side. At present he considers a finite element of the shell.
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