J. OBALSKI (Warszawa)

O PEWNOSCI WYNIKOW SPRAWDZANIA NARZEDZI
MIERNICZYCH

Spis stosowanych symboli

x - blad systematyczny (wskazan) narzedzia miernicego.
{, -1 , . - .
M= 7 — blad (wskazan) narzedzia mierniczego, gdzie I, - wskaza-
[ .
nie nominalne, I, — wskazanie poprawne.
‘2'17""-
— f= . . ’ ' . .
m o — frednia arytmetyczua bleddw w serii # pomiardw.
n
n -~ liczba pomiarow.

"
M=mn= ¥ m,— suma algebraiczna bledéw w »n pomiarach.

¢l

* -- wartosé oczekiwana bledéw systematycznych na zbiorze
narzedzi mierniczych.

q — granica bledéw dopuszczalnych przez przepisy legalizacyjne.

k — liezba stopni swobody.

o — odchylenie érednie bledéw systematycznych na zbiorze na-
rzedzi mierniczych.

s, — odechylenie srednie bledéw przypadkowych poszezegélnega
narzedzia mierniczego.

8 — odchylenie srednie poszezegdlnego wskazania (na podstawie
n pomiarow).

8- - odchylenie érednie sredniej arytmetycznej wskazan (na pod-
stawie n pomiaréw).

P(lx]<q) - prawdopodobienstwo, ze bezwzgledna wartosé¢ bledu syste-
matycznego jest niewieksza od granicy bledéw dopuszezal-
nych.

S(t, k) . — gestosé rozkladu Studenta zmienne) ¢ przy & stopniach

swobody.
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@ (t) — funkeja Laplace’a zmiennej ¢.
s=ls, — t-krotne odchylenie érednie &redniej arytmetyczne] wska-
zan (na podstawie n pomiaréw).

Uwaga. W toku pracy opernje sie wylacznie bledami wzglednymi.

1. Przedmiot zagadnienia. Praca niniejsza dotyczy sprawdzania
przez urzedy miar narzedzi mierniczych wytwarzanych masowo lub
w wielkich seriach; dotyczy ona wszelkich narzedzi mierniczych, ale
dla wiekszej jasnodei bedziemy mowili przykladowo o jednym ich
rodzaju, a mianowicie o wodomierzach. Najpierw podamy kilka
wiadomosei technicznych.

Wodomierze sg przyrzadami do mierzenia objetodci przeplywa-
jace] przez nie wody. Najczedcie] spotykang konstrukeje¢ stanowig
wodomierze skrzydelkowe, w ktorych strumien przeplywajacej
wody obraca lekki kilkolopatkowy wirnik; predkodé kgtowa togo
obrotu jest w duzym przyblizeniu proporcjonalna do natezenia
przeplywu (objetosci przeplywu w jednostce czasu), a wiee liczba
obrotéw wirnika w ciagu pewnego czasu jest w duzym przyblizeniu
proporcjonalna do objetodei wody, ktora przeplynela w tym czasie.
Te objetosé odezytuje si¢ bezposrednio na wskazujacej tarczy li-
czydla.

Wodomierze skladajg sie z wielu clementéw calkowicie znorma-
lizowanych (przynajmniej w zakresie jednej wytworni); wszystkie
zasadnicze wymiary sa stolerowane. Wskutek drobnych odchylen
wymiarowych (w granicach tolerancji), réznic w polozeniu organu
regulacyjnego, niejednorodnosci materialow itd., poszczegdlne wo-
domierze roznig si¢ nieco od siebie, co si¢ ujawnia w réznosci
systematycznych bledow wskazanl poszezegdlnych ogzemplarzy.
Wobec tego, ze na blad wskazan sklada si¢ wiele elementarnych
bledéw mniej wigcej réwnego rzedu, mozna si¢ spodziewaé na mocy
cenfralnego twierdzenia granieznego, ze rozklad tych bledéw w zbio-
rowosei wodomierzy bedzie normalny lub bardzo bliski normal-
nego.

Ponadto kaidy wodomierz (podobnie jak wszystkie rodzaje
narzedzi mierniczych) wykazuje rozrzut wskazan ujawniajaey sie
przy wielokrotnym sprawdzanin jego dokladnosei; wyniks to z wielu
przypadkowych Zrédel bledéw przy pomiarze, jak drobne przesu-
nigcia (w granicach komniecznego luzu) osi wirnika, zmionno opory
tarcia w elementach ruchomych, przypadkowe bledy odezytywania
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wskazan itd. W ten sposéb wodomierz z bledem systematycznym o
wykaze przy sprawdzeniu jego dokiadnoscei blad m, przy czym na
0gél m#w. o

Réwniez rozklad bledéw m mozna uwazaé za normalny.

Po zmontowaniu wodomierza personel fabryczny sprawdza
jego dokladnogé na urzgdzeniu, ktérego schemat przedstawia rys. 1.
Woda przeplywa przez wodo-
mierz 1, umieszczony na stole (’q*
mierniczym 2 i przedostaje sie do
zbiornika mierniczego 3 wywzor-
cowanego z duzg dokladnoscia

przez Urzad Miar. Blad wskazan ;
zbiornika bedziemy uwazali za A - £
réwny zeru. Jezeli po pewnym T E
czasio  wskazanie  wodomierza g — ;
zmieni sie o V,, a wskazanie | /z il

zbiornika o V,, to za blad wska- |
zanl wodomierza przy pojedyn-
czym sprawdzeniu przyjmuje sie

(OO A A e
V,—V, =2
V., o Rys. 1. Schemat urzadzenia do
sprawdzania wodomierzy.

m =

Gléwny Urzad Miar ustalil
dla wodomierzy skrzydetkowyeh (w pewnym obszarze natezen
przeptywu) 29 jako goérna granice bledu |m| Nazywamy te
gérng granice bledem dopuszezalnym i oznaczamy jg w ogélnym
przypadku przez ¢. Jezeli robotnik stwierdzi, ze wartosé |m]
przewyzsza pewna wartoéé ¢, mniejsza od ¢1), to powinien zmienié
polozenie specjalnej lopatki regulacyjnej.

Wodomierze sprawdza sie dla trzech réznych natezen przeplywu.
Aby wodomierz modgl byé zalegalizowany, trzeba, zeby blad
wskazan przy zadnym z trzech natezen nie przekroczyl dopusz-
czalnego bledu ¢. W dalszym eiggu bedziemy moéwili o sprawdza-
nin tylko przy jednym natezeniu przeplywu. Bedziemy rozpatry-
wali zbiér wodomierzy juz po wyregulowaniu.

) Przyjmuje si¢ g,< ¢, a nie q,=gq, aby zwiekszyé stopien pewnosci, ze
przy pézniejszym sprawdzeniu wodomierz nie bedzie zdyskwalifikowany.
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Wskutek regulacji rozklad bledéw ulegnie zmianie, jednakze
odstepstwo to w praktyce bedzie nieznaczne i w dalszym ciggu
bedziemy uwazali rozklad ten za normalny. Zalézmy, ze jego od-
chylenie $rednie wynosi o,. Robotnik stara sie uregulowaé wodo-
mierze tak, zeby blad ich wskazan wynosil a. Inaczej méwiae, war-
tosé oczekiwana F(x) bledow r jest a 2).

Na sprawdzenin wodomierza po regulacji konczg sie ezynnosei
produkcyjne. Wodomierz wyregulowany, z bledem systematyez-
nym x, przechodzi do rak legalizatora Urzedu Miar, ktory na tym
samym lub podobnym urzgdzeniu mierniczym ponownie sprawdza
dokladnosé. Jezeli przy tym sprawdzeniu wypada |m|<lq, uznaje
sie wodomierz za dokladny, a gdy |m|>q, zwraca si¢ do po-
prawki. Wyjatek stanowig przypadki, gdy otrzymamy blad bliski q.
Sposob  postepowania w tych przypadkach omiwimy w ust. 3
(str. 113).

Niech odchylenie srednie bledéw m okreslonego wodomierza
o bledzie systematyeznym » wynosi a,; wartosé oczekiwana FE(m)
bedzie oczywidcie x. Zakladamy, Ze o, jest state dla wszystkich
wodomierzy i ze rozklad bledéw m jest normalny.

o, Mmozemy wyznaczyé sprawdzajac znaczng liezbe wodomierzy;
o, znajdziemy sprawdzajagc wielokrotnie ten sam wodomierz.

Wartodci o, i o, mozna uwazaé za stale dopoty, dopoki sg spel-
nione warunki réwnowagi statystycznej, tzn. dopoki bedzie si¢
stosowaé weigz te same tolerancje, materialy, metody obrdbki,
gposoby regulacji, sprawdzania itd.

Mimo otrzymania przy sprawdzaniu wodomierza bledu wska-
zan |m|< g, nie wiemy na pewno — wohec¢ wspomnianej zmiennosci
wskazan, czy istotnie granica dopuszezalnych bledow nie jest
przekroczona, zwlaszeza jezeli [m] jest bliskie q.

W zwigzku z tym wystepuje zagadnienie nastepujace: Wartosei
0, i 0, przyjmujemy za znane z doswiadezenia, a wartosei a i q za-
kladamy, opierajac si¢ przy pierwszej z nieh na krzywej bledow
wodomierza, a przy drugiej — na postanowieniu przepiséw lega-
lizacyjuych. Sprawdzaliémy dokladnosé wodomierza dla pewnego

?) (idyby przepiz o dokladnoici odnosil sie tylko do jednego natgzenia
przeplywu, to najkorzystniej byloby regulowaé wodomierze tak, Zeby e bylo
réwne 0. Do przyjmowania e nieréwnego rzern zmusza koniceznosé utray-
mania bledéw w granicach dopuszezalnyeh dla trzech r6éinych nateZen
przeplywu.
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natezenia przeplywu i otrzymalismy blad wskazan m; zapytujemy,
jakie jest prawdopodobienstwo P, (lz|<q), ze blad systematyezny
£ lezy w przedziale {—gq,q¢>"?

2. Prawdopodobienstwo nieprzekroezenia dopuszczalnego ble-
du obliczone na podstawie jednego pomiaru., WprowadZzmy na-
stepujace oznaczenia (rys. 2):

T f / dm, >\

dx A 0 x m

X o R e

X -J =D b ———~——f~n——-———'ﬂ 74
Rys. 2a. Rozklad normalny (¢,ay) Rys. 2h. Rozklad normalny (x,0))
bledow systematyeznych o partii bltedéw prazypadkowyeh narzedzia
-, . - - - .
narzedzi mierniczyeh. mierniczego o bledzie systematycz-
nym <.

p(m) -~ gestosé rozkladu bledu mj

p(x) -~ gestosé rozkladu bledu x; rozklad ten uwaza sie za
normalny o parametrach (a,0,); rys. 2a,

po(m) - gestosé rozkladu bledu m, jezeli wiadomo, ze blad syste-
matyczny danego narzedzia jest x; rozklad ten uwaza sie
za normalny o parametrach (ir,oy), rys. 2b;

Pn(2) - gestodé rozkiadu a posteriori bledu .o, jezeli wiadomo, ze
przy pomiarze otrzymano blad m.

Na mocy twierdzenia o iloczynie prawdopodobienstw

plapatm)

l 4 Py=
(1) Pa ) ="=000

Po podstawienin

p(m)= j ple)pe(m)de
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wzér (1) przyjmuje postaé zwang wzorem Bayesa®). Z definicji

2) el |
]/27:00 204

@) pom)=——— exp| - =2 )2]'
]/271: g, 20,

Zmienna losowa m jest sumg dwdch zmiennych losowych o rozkla-
dach normalnych: m —x z parametrami (0, 0;) oraz x z parametrami

(@,0y). A wiee rozklad m jest normalny z parametrami (a,l/oo+a§),
czyli

1
(4) p(m)= —==—=———ex

‘/ 731/00+01

Podstawiamy do wzoru (1) warto$é m(m) z (4) oraz wartosci
p(x) i py(m) z (2) i (3). Po uproszczeniach otrzymamy

el
pl—' 2(2+ %) |

i 2
l/ 0o -+ 07
1/27: 0,40,

Wyrazenie P, (Jz| < ¢), ktorego warto$é nas interesuje, jest catks
% Pn () wzgledem x od —q do ¢. A zatem

[ (@a—m)? (x—a)? (m—m)z]

b %) = - A
(6)  Pul@) D e T

qQ
(6) P, (lz|<q)= [ pu(v)de=
—q
S R . q g 2
:Lf;iﬂexp[ (a —m ] [ep| - tn ) | ar.
V27 640, 2(0y — o) v 200 201

Podstawienie

(7) p= 0T ”110'0 + aO’l _,_,,_EQE,L_.,_t

_ t'70 + Ul ]/ 6(2, -+ (If

przeprowadza wzor (6) w

}) Zwraca si¢ uwage, ze wobec znanego z zalozenia rozkladu e priori
nie bedziemy korzystali z tzw. postulatu Bayesa o réwnomiernym rozkladzie

a priori.
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{2

1 274
(8) P, (lel<o)= —= | ¢ " dt.
27
t1
gdzie
() ; Vol + o (q+ m,a‘f,—}—aaf)
_ T T Ty T T 9 |
' 090, ay + of
(10) £, = l/_;ﬂ—;%( - ﬁ’fgjLaf.z‘_).
: 040y U?)‘i’“f
Wzér (8) mozna napisaé takze w postaci
(11) P, (le|< q)=D(t,) —D(ty),
gdzie @ oznacza funkeje Laplace’a
¢
1
(12) D(t)=—= | e "Pdt.
|/2ﬂ:0

Podamy kilka przykladéw liczbowych.

1. Niech bedzie ¢,=0,3%, 0,=0,4%, ¢=0,2%, a=0,m=0,19%,.
Podstawiajac te wartodei do wzoréw (9) i (10) otrzymamy ¢,—=
=-—0,983, ,=0,683. Z tablic warto$ci & mamy &(t,)=—0,3373,
D(ty)=0,2528. Zatem wedlug wzoru (11) P=0,59.

2. Gdyby$my przy tych samych pozostalych danych otrzymali
m=0,4%, a wige blad wiekszy od dopuszczalnego, to wypadloby
P=0,52 czyli jeszeze ciagle do$é duze prawdopodobieristwo, ze
blad systematyczny narzedzia lezy w granicach dozwolonych.

3. Przy dalszym wzrodcie m nastepuje jednak szybkie zmniej-
szenie P, a wiec np. dla m=1,0% jest P=0,24,

4. Gdyby granice dopuszezalnych bledéw ulegly rozszerzeniu, to
nastapitby wzrost P. Np. przy pierwotnych danych (m=0,1%),
lecz ¢=0,4%, wypada juz P=0,90, a nawet dla m=0,4% jest
jeszcze P=0,85.

5. Gdy granice dopuszezalnych bledéw sa bardzo szerokie w po-
réwnaniu z o, i o, to nawet przy duzej wartosci otrzymanego bledu
m jest duze prawdopodobieiistwo, %e mnie beds one przekroczone.

Tak wige, np. dla 6,=0,3%, 0,=0,4%, ¢=1,0%, m=1,2%
wypada t,=—5,97, $,=2,37, skad P=0,99 (nawet dla m=2,0%
jeszeze jest P==0,88)."
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Widaé stad, ze gdy odchylenia S$rednie o, i o, s znane i male
wobee dopuszezalnych bledow ¢, to sprawdzanie narzedzi jest w ogdle
niemal ze zbedne, chyba tylko z obawy, ze niesprawdzanie wplynie
na mniej staranne regulowanie i wykonanie narzedzi, a wigee na
wzrost o, 1 o).

Rysunek 3 przedstawia wykres w ukladzie wspoélrzednyeh (m,P)
dla 6,=0,3%, 0,=0,4%, a=01 dla ciggu wartoei ¢, a rysunek 4 —
w ukladzie (m,q) dla ciggu wartosei P. Z wykresu tego mozemy

10%
o
0 /fﬂ% R E 59975
P
e 10 ! 0990
0o ' A 40980
0,9 """ // ////
o
1 090
03 Ve /’// s
080
B - 02 05///1 A
o . = /
04 _ } B YV =T d e
B! ‘ m 03 m
0 02 04 05 08 10 % 0 02 04 06 08 10 2%
iZM-$5] (ZH=181

Rys. 3 i 4. Prawdopodobienstwe P nieprzekroczenia dopuszezalnego bledu ¢
dla wyniku m jednorazowego poiarn (0,=0,3%,. 0,=0,4%,, a—=0).

latwo odczytaé, ze dla ¢=0,5% musi byé [m[<0,25%, aby
bylo P>=0,95. Dla ¢=0,6% musi byé lm|<0,08%, a dla
g=0,71% musi byé¢ |m|<0,86%.

. Wartodei g, i 6, s na og6t dosé bliskie siebic. Dla uproszezenia
obliczenn orientacyjnyeh mozna wiee prayjaé, ze g,=o,. Wtedy
wzory (9) i (10) upraszezajg sie:

| , 1
(13) ty=— —= [(2q+a)+m], ty= ~=——[(2¢q—a)—m].
20 }/2 g,
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3. Kryterium wystarczalnosci jednorazowego pomiaru. Pow-
staje pytanie, w jakich przypadkach wynik jednorazowego pomiaru
wystareza do oceny dokladnosei narzedzia. Praktyka laboratoryjna,
m. in. w urzedach miar, stosuje zasade, ze gdy blagd narzedzia
otrzymany przy pomiarze jest dosé odlegly od granic bltedéw do-
puszezalnych, to jednorazowy pomiar uznaje sie za dostateczny.

Dla wodomierzy*) przyjmuje si¢ np. nastepujaca zasade poste-
powania: jezeli przy pierwszym pomiarze wypadnie

(a) |m|[<0,9¢q, to wodomierz zostaje zalegalizowany;
(b) 0,9¢g<m<<1,1q, to pomiar zostaje powtdérzony;
(¢} |m|=1,1q, to wodomierz wuznaje si¢ za niegodny legalizacji.

Jezeli dochodzi do drugiego stopnia sprawdzenia (przypadek
b) i wyniki obu pomiaréw sg m, i m,, to oblicza sie m= (m,-+m,)/2;
wodomierz legalizuje sie, gdy |m|<{q, a uznaje za niegodny
legalizacii, gdy |m|>gq.

Ten spos6éb postepowania, oparty na przyjeeiu dowolnych wspél-
czynnikéw 0,9 i 1,1 bez uwzglednienia rozrzutu wskazan wodo-
mierzy, nie wydaje si¢ dostatecznie uzasadniony.

WidzieliSmy na przykladach, ze nawet do$é znaczna odleglosé
otrzymanego bledu od granic bledéw dopuszezalnych moze nie byé
dostateczng podstaws do uwazania, ze granice te nie sg przekro-
czone; z drugiej strony pojecie ,do$é odlegly“ nie jest wystarcza-
jaco sprecyzowane i w przewazajacej liczbie przypadkoéw sprawa
ta jest pozostawiona swobodnej ocenie laboranta. Natomiast po-
prawne ujecie tego zagadnienia powinno opieraé si¢ badz na wyzna-
czeniu prawdopodobienstwa P wedlug wzoru (12), ze przy danym wy-
niku sprawdzenia m blad systematyczny x nie przekroczy granicz-
nych wartodei dopuszezalnych +¢, badZz na wyznaczeniu wartosei
bledu |m|, dla ktorej prawdopodobienstwo, ze blad systematyczny
* nie przekracza wartosci dopuszezalnej +¢, jest réwne zalozonej
wartodei P. Takie rozwigzanie przy masowych sprawdzaniach jest
praktycznie mozliwe, skoro tylko uda si¢ wyznaczy¢ wartosei a,
% 1 0;. Poza tym nalezy jeszcze ustali¢ warto$é P. Ta ostatnia za-
lezy od znaczenia pomiaréw. Jezeli chodzi o pomiary odpowiedzialne,

) Instrukcja legalizacyjna dla przeplywomierzy wodnych zamknigtych

(wodomierzy). Wykonywanie legalizacji. 11. 1II. 49. Przepisy obowiazujace
W miernictwie, poz. 5.722/1.3.

“Zastosowania, Matematyki 1. ’
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jak np. przy sprawdzaniu narzedzi mierniczych przoz urzedy miar,
gdy zalezy na tym, zeby nie zalegalizowaé narzedzia z bledem
przekraczajacym dozwolone granice, to wartosé P musi byé wysoka,
np. 0,995. Innymi slowy: gdyby wszystkie wyniki jednorazowych
pomiaréw wielkiej liczby narzedzi daly wynik o tym stopniu
pewnosei, to 0,5% narzedzi zalegalizowanoby pomimo zbyt wiel-
kiego bledu. _

Przy P=0,995 wykres na rysunku 4 wskazuje, ze dla ¢=0,89%,
musi byé |m|<0,54%, aby mozna bylo sie oprze¢ na wyniku
jednorazowego pomiaru; dla ¢=1,0% musi byé |m|<1,05%, dla
g=0,5% nawet wynik m=0 nie daiby dostateczne] gwarancji,
iz blad narzedzia zawiera si¢ W granicach dopuszczalnych,

Na rysunku 4a podano przykladowo konsekwencje cytowanego
przepisu legalizacyjnego przy zmiennej wartosei odchylen $rednich

p 6, i 0,. Przyjeto zgodnie z wy-
maganiami przepiséw ¢=2,0%;

0 najwigksza wartos¢ bledu [m|,
przy ktérej wodomierz po je-
dnorazowym pomiarze moze
hyé jeszeze zalegalizowany, jest
0,9¢=1,89%, najmniejsza war-
toéé bledu |m'|, przy kiore]
wodomierz po jednorazowym
pomiarze bedzie juz odrzucony
(hez powtérnego pomiaru) jest
P 1,14=2,29%,. Zakladamy po-
! | | | g nadbo a=0, 6,==0, i obliezamy

i

0‘7 ; ) ! j
0 0204 06 08 10 12 14 {6 18 20 % # wzorow (13)
ZH- 1

09t e

08

[ e

. . 4,102 1,556
Rys. 4a. Prawdopodobieiistwo P nieprze- f—= - ——, {fp= — (dbev i),
kroczenia dopuszezalnego bledu ¢=29, 01 g,
dla wodomierzy, ktére wykazaly bledy 1,384 1,273
m=1,89% lub m’= 2.2%, (a = 0; 7= 0,). b= o o= ., (lam’).
1 1

Wykres na rysunku 4a przedstawia prawdopodobienstwo P, ze
wodomierze, ktore przy sprawdzaniu wykazaty bledy m (m'), majg
bledy systematyczne nie przekraczajace dopuszezalnych granic +q.
Widaé z wykresu, ze dla ¢,>0,69, przyjete wspolezynniki nie dajy
juz wymaganej gwarancji (jesli za tuly nwazaé P=0,990), iz bledu
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granicznego nie przekroczono, podezas gdy dla mniejszych warbodei
o, przepis stawia wymagania bardzo surowe. Poza tym dla malych
wartofci o, réznica AP prawdopodobienstw w obu przypadkach
jest znikoma (np. dla o,=0,4%, jest AP=0,001) i tym bardziej nie
uzasadnia celowodei sprawdzania w drugim stopniu. Rozpatrzmy

teraz jedna z regut nadajacych sie do powigkszenia pewnosei wy-
niku.

4. Prawdopodobiefistwo nieprzekroczenia dopuszczalnego
biedu obliczone na podstawie wynikéw wielokrotnych pomiarow.

(a) Sprawdzamy dokladnosé wodomierza, dla ktorego, jak po-
przednio, wartofei op,0;,a,¢ 88 znane. Wykonywamy n niezalez-
nych’) pomiaréw przy pewnym natezeniu przeplywu i ofrzymujemy
bledy wskazan m,,ms,...,m,. Zapytujemy o prawdopodobienstwo
P (lx|<q), ze blad systematyczny x tego wodomierza lezy w prze-
dziale od -—q do ¢. Wodomierz uwazamy Zza godny legalizacji
(,dobry%), gdy prawdopodobienistwo to nie jest mniejsze od za-
lozonej wartodei.

(b) Zauwazmy, ze zagadnienie postawione w punkcie (a)
mozna rozwigzaé nie znajac wartodei o, 1 ;.

W tym przypadku nie obehodzi nas to, do jakiej zbiorowoseci
nalezy dane narzedzie miernicze, leez interesuje nas tylko badany
ogzemplarz narzedzia, ktérego rozrzut wskazan oceniamy na pod-
stawie sprawdzenia tego egzemplarza, nie biorac pod uwage war-
togei ¢, wyznaczonej uprzednio przez zbadanie innych egzemplarzy.
Pozornie jest to droga wladciwa, ale zobaczmy, czy moina stad
uzyskaé wystaresajace informacje o interesnjacym mnas prawdo-
podobienstwie.

Rozwigzanie to opiera sie na rvozkladzie Studenta wielkodel

(14) gt
8
edzie
iyt by, N
m= R s NmT e
n Vn

5) Tzn., ze praystgpienie do nastepnego pomiaru nie jest uzaleznione od
wyniku pomiaréw poprzednich. Z géry zakladamy, Ze decyzja nastgpi po
" pomiarach.

8*
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/ 2 (m;—m)?
i=1

15 N = 1 e e
ad | n—1

Prawdopodobienistwo P (e, <& —M<e,), & wartosé roznicy mig-
dzy rzeczywista wartoscia x mierzonej wielkodei a §rednig arytme-
tyczng z otrzymanych wynikéw n pomiaréw jest zawarta w gra-
nicach (g,,s,), Pray czym e =t,85, &,=1,85, okresla si¢ wzorem

L
(16) Pley,<u—m<ey)= fS(t,Ic)dt,
h
gdzie
p(ﬁi) k41
, 1 2 2 2
(17) N, k)= — -W—'—( ~) (k==n--1)
2

Pytamy o prawdopodobiefistwo P zawierania sie » w granicach
od —q do q. Zakladajac ¢ i majgec z pomiaréw wartosei M oraz
8= mozna z (14) obliczyvé t, 1 1,:

a wtedy dla danej liczby pomiarow » mozna z (16) obliczyé P.
Zauwazmy, ze liczba pomiaréw n, ktora wehodzi w gre w praktyce

urzedéw miar przy pomiarach o dokladnosci zwyczajnej, wynosi 2,

2 co najwyzej 3. Pomiary sa na ogét dlugotrwate i jedli 2 lub 3 po-

miary nie pozwola zdecydowaé, czy blad dopuszezalny nie jest prze-

kroczony, to korzystniej jest sprawdzane narzedzie doregulowaé.
Gdy zauwazvmy, ze dla »—=2 i k=1

e T o I [
2 2 2
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a zatem na mocy (16)

1
1422

2
. _ 1 , 1
(18) Pgy<r—M<e,)= -f dt = — (arctgit, —arctgt,).
7 i
h

Przypusémy dla przykladu, ze otrzymano z pomiaréw wartosei
bledéw m;=1,03%,, m,= 0,959, podczas gdy granice dopuszezal-
nych bledéow wynoszg +¢=41,0%.

Obliczamy 7 = 0,99 %, n=2, k=1, 8;5=-0,04%, a dalej

140,99 1—0,99
10,99 = — 49,75, fom= e =
0,04 ' 0,04

P 0,25,

Wreszcie

g= 49,70 0,04% = —1,99%,  &=0,25-0,04%=0,01%
oraz

P(-1,99% <& - m<0,01%)=—(arctg 0,25 +-arc tg49,74)=0,57.

=(
T
Jest to wartosé, ktora nie pozwala na decyzje, o ktora chodzi.
Jak latwo sprawdzié, przy powyzszym sposobie obliczenia z gwa-
rancja P= 0,99 moglibysmy jedynie stwierdzié, ze

-1,56 %, << <<3,54 %,

co stanowi wynik nieuzyteczny.

Zauwazmy, ze opierajac sig¢ na dodatkowych danych w postac
Go=0,3% i 0,=0,4% dla tegoz przykladu juz po jednorazowym
pomiarze z rysunku 4 otrzymujemy P=0,995.

Przy rosngeej liczbie pomiarow hlad $redniej arytmetyecznej
jednak zmniejsza sie i pewnosé jej warasta, ale ten sposéb obli-
ezenia nie ma wtedy znaczenia praktyeznego.

(¢) Natomiast metoda opierajaca sie na uprzednio wyznaczo-
nyeh wartodciach ¢, 1 o, bez zwracania uwagi na malo istotng war-
t08é rozrzutu sredniego s (p. wzlr (14)) okazuje si¢, jak zobaczymy,
bardziej celowa -dla malych wartosci a.

Wzory dla wielokrotnych pomiaréw odpowiadajace wzorom
(9), (10) i (11) dla pomiaréw jednorazowyeh mozina napisaé od razu
hiorge pod uwage, ze n pomiaréw ze Srednig arytmetyczng m mozemy
uwazaé za jeden pomiar o wyniku @ i odchyleniu sreduim o, /'}/ .
Wzor (11) pozostaje wige w mocey, a z (9) 1 (10) otrzymujemy
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g, ! 2 o, \*
a0 [—L- | Er Y e
Vn ' Vn

albo, oznaczajac przez M sume wynikow wszystkich » pomiarow,
czyli

= M,

".’2+O'£ 112+a;t
o Ymo e ___)
T 2 2

G0, noy — o

- Vnd, + o} (b Moy + aoi )

0y0,y

Rozpatrzmy przypadek szezegilny, gdy liczba pomiaréow jest
bardzo znaczna. Pomijajac w (19) wyrazy o, ]/ % wobee¢ g, otray-
mamy

b (g, lyN et (g—m).
gy gy

Gdy |m|<gq, to zawsze mozng dobraé takie wielkie n, by ¢, bylo
dowolnie duzg liezbg ujemny, a t, — dowolnie duzg liczbg dodatnisg;
w ten sposoh P moze byé dowolnie bliskie 1. Gdy natomiast
M| >¢q, to mozna znowu zawsze dobraé takie wielkie n, by obie
granice mialy dowolnie duze wartosci (o jednakowych znakach)
i zeby wobee tego P bylo dowolnie bliskie 0. Wreszcie dla wi = +¢
jedna z granic moze mie¢ dowolnie duza wartodé, gdy druga jest
zerem, zatem w tym przypadku P moze byé¢ dowolnie bliskic 1/2.

Podamy kilka przykladow lezbowych, nawigzujac do poprzed-
nich przykladéw dla pomiaréw jednorazowyeh. Gdyby w przykladzie I
W razie powtdrzenia pomiaru otrzymano ponownie ten sam wynik
m=10,1%, to z (20) dla M =0,29%, wypadlyby nowe wartosci granic
ty=—1,23 1 1,=6,72, skad P= 0,65, co stanowi wzrost prawdopodo-
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hienstwa, iz blad dopuszcezalny nie zostal przekroczony. Gdyby pomiar
powtérzono raz jeszeze znéw z tym samym wynikiem m = 0,1%,, zatem
M=0,3%, to wypadloby ¢,=—-1,44 i ¢,=0,75, skad P=0,70.

Gdyby w przykladzie 1 powtérzony pomiar dat wynik m=0,49%
(M=0,5%), to wypadloby t,=-1,62, {,=0,33 i P=0,58, a wige
wskutek drugiego po-

miaru  prawdopodo- N om0 o 2% 03%

bienstwo mnieprzekro- 0 T 4% 10—

czenia bledu dopusz- (9 = == 0753 g s=s

czalnego nieco by sie \ﬁ\\ T %

smniejszylo.  Gdyby "'8\\\\\ TR es% |

trzeci pomiar dal O7) \\\ N =~ ":

m=—0,2%, to wy- 05\\ AN _,,“;_,.,1‘7\ o 1

padloby znow P= = \\\\\ N o ji
|

=0,70. 05— \
Zauwazamy pPono-

\

4
v
7

-

\ a

04 \ VY 1 L

whnie, ze podany spo- \ \ \\ \ ;

sOb  obliczenia mie 43 \ N T

T \ \ NI N ] |

uwzglednia weale roz- 0 AN \ \ AN WEEIE
W NCIN

rzutu wynikow posz- | r'ﬁ:iﬂ?k

czegélnych pomiaréw; 0/ N AN

nha obliczenie P wply- i l F N \.[_\LLT A,
79 20 40 60 {00

wa tylko ich srednia f 5 3 4 5 6 610 00 8 wEw
arytmetyezna nr.

7 5. Prawdopodobienstwo [ nieprzekroczenia
G , o — Rys. 8. Prawt

d}(f)b,\/ bﬁo q dopuszczalnego bledu g=0,5% przy éredniej aryt-
:.0,4 Jor @ Wiec gra- metyecznej m Wylllls()“ n pomiarow

nice dopuszezalnych (7y= 0,3%. 01=0,4%, a=0).

bledow szersze, a po-

szezegélne wyniki trzech pomiarow jok w praykladzie poprzedza-
jaeym  mg=0,19%, m,=0,4%, my= —0,2%, to odpowiednie iar-
toei P bylyby 0,90, 0,90 i 0,96, a gdyby z dziesieciu pomiarow
wyniklo m = 0,189, czyh M=1,8%, to byloby P=0,983.

Rysunek 5 przedstawia prawdopodobienstwo P nieprzekro-
ozenia btedu dopuszezalnego ¢=4-0,6% (przy ¢,=0,3 %, 01=0,4%,
a=0) w zaleznodci od wartodei sredniej arvtmetyeznej m otrzy-
manej przy roznych liczbach n pomiaréw ©).

%) Rozpatrywanic tej zaleznoSei pray wigkszych wartosciach a1 przy wa-
lyeh wartodciach P ma znaczenie iylko dla zbhadania charakteru funkeji przed-
stawionej przez wzory (9), (10) i (20).
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Mamy tu dwie grupy krzywych: 1) dla m/g<1, kiedy P-»1,
gdy n—>o0, oraz 2) dla uni/qg>1, kiedy P—0, gdy n—>oco. Obie te
grupy dzieli krzywa graniczna dla #i/g=1, dla ktorej lim P=1/2,
gdy n->oco.

Gdy m/¢>1, to przy wzroscie n zmmniejsza sie prawdopodobien-
stwo nieprzekroczenia bledu ¢ i to tym szybciej, im 7 /q jest wieksze.
W razie ofrzymania prazy
dwé6ch pomiarach #w=1,0%,
prawdopodobieftstwo to wy- w| 1 | 2 | 5 | 10 | 20 | 100
nosi jeszeze P=0,44; jesli ta
sama  wartodé m wypadnie
przy pieciu pomiarach, to P
zmniejszy sie do 0,06. Inaczej jest dla krzywych pierwszej grupy:
a wiec np. w razie otrzymania przy dwoch pomiarach #i=0,19,

TABLICA 1

P { 0,927 ) 0,917 J[ 0,908

0,916 0,939 0,997

p mamy P=0,981; gdyv
0 . te samg wartosé o-
mel—T L] i trzymamy przy pieciu
09 A0 T pomiarach, P pod-
08 - » :,/ - A niesie sie do 0,997,
A g ,—,%/ Na uwage zashu-
07 AT 0% | guje jednak osobliwy
a6 =San) %{7\{;: —| przlebieg klrlzngrch,
115\1~\L 22T — awlaszeza dla m w
§ ~1_| poblizu wartosci gra-
N L nicznej: przy waro-
04 : AN Nl .
N T seie n poczatkowo P
| NGO3% ‘

03 — " ] P TpIege a .
T \ ’ zmniejsza  si¢, a do-
ol N piero powyzej pewnej
o \\ wartosei (tym wiek-
) i e ’ N } szej, im m blizsze
P me_ K wartosei  granieznej
« 35 79 20 4060 {00 rhosel  granieanej)
2 46 81 0 50 80m=m TOZPOCZYNASi¢ Wirost.

Tak wiee np. dla

Rye. 6. Prawdopodobienstwo P nieprzekroczenia _ .
3 p P m=0,4Y%, otraymuje-

dopuszezalnego bledu ¢=0,29, przy éredniej o y
arytmetyeznej m wynikéw n pomiaréw (g,:=0,39,, MY wartosei P przed-
o= 0,4%,. a=0), stawione w ablicy 1.

Zatem wynik m -

=0,19%, przy jednorazowym pomiarze daje wiekszg gwarancje. nio-
przekroczenia bledu ¢-=0,3% niz w praypadkn, gdy ta wartosé m
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Rys. 7. Prawdopodobieiistwo P nieprzekroczenia dopuszezalnego bledu ¢=1,09%
przy fredniej arytmetycznej m wynikéw n pomiaréw (g,=0, 39%,0,=0.4%, a=0).

IAJ
R =il
|
o e
i L
Iy R TR
\\\ |

06PN T Tl %

05Y vﬂx .
N 1
a4r T \\ e
i N L
L e AT
w2k 4
o |
ob- 4 N
l 1 i | L
f 3 100

579 2 0 60
2 4 6 810 0 0 80 ws
Rys. 8. Prawdopodobienstwo I’ nieprzekroczenia dopuszezalnego biedu ¢-=1,09%
przy fredniej arytmetycznej m wynikéw n pomiaréw (o,— 0,8%, a - 0,49,
a=0).
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jest srednig arytmetyczng otrzymang z dwdch, pieciu lub nawet
dziesigcin pomiaréw, jednak ta sama wartosé jako srednia aryt-
metyeczna wzrastajacej w dalszym ciggu liczby pomiaréw daje

wrzrastajaca gwarancje. '
Rysunek 6 przedstawia analogiczny wykres krzywych prawdopo-
dobienistwa dla tyeh samych wartofci o,=0,3%, o,=0,4%, =0,
lecz dla zwezonych

P , granic dopuszczalnych
10 . bledéw q=0,29%,. Krzy-
29 R 022 il wa graniczna odpo-
BRI N} wiada tutaj wartosei

a8 ERERTAN m=q=02% i wy-
a7 — i ' y N ka,zuj e poczgtkowy
,‘,‘-,'.,Vf‘% wzrost P ze wzrostem

06— n, & nastepnie zmniej-
05— szanie sie P az do
N warbosci granicznej 0,5.

a4 \\ Jest jasne, ze wobec
03k - swezonych granie ¢
N dla malych wartosei »

02p—-- T otrzymuje sie¢ w tym
o1 przypadku  zZnacznie
| , 'mmiejsze wartosel P

p 3 0 60 0 "z W poprzednim

5 789
? 4 6810 X 50 80 przykladzie.
Na rysunku 7 poda-
no krzywe P tez dla

Rys. % Prawdopodobienstwo {” nieprzekroczenia

dopuszezalnego bledu ¢==1,09;, przy Ssredniej aryt-

métycznej 7—:1, Wyeuikdgv 7; {foxﬂia;‘()w (aoj ().4“"/(,. 0 =0,3%, o01=0,4%,

5= 0.89%, a=0). a==0, lecz dla znacznie

rozszerzonych  granie

dopuszczaluych bledéw ¢=1,0%. W tym prazypadku dla malych

wartodci » otrzymuje sie wigksze wartosei I’ niz w przaykladaie
% rysunku 5.

Przyklad na rysuuku 8 odpowiada praykladowi poprzedniemu
(rys. 7), jednak z ta réznica, ze o,=0,8%. Dla malych wartosci »
i wartosci M bliskich bledu granicznego otrzymujomy wskutek
tego znacznie mniejsze wartofei I’, pomimo malej wartosei o
(rozrzutn wskazan poszezegolnych egzemplarzy przyrzagdu.) W od-
rdoznienin od przypadkéw zilustrowanyeh vysunkami 5, 6 i 7
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zmiana wartosei m o 0,1¢ powoduje juz dla jednorazowego po-
miaru dogé znaczng zmiane wartosei P.

Wreszeie przyklad na rysunku 9 odpowiada przykladowi z ry-
sunku 8, jednak zamieniono tu z sobg wartosci g,1¢,. W danym
przypadku, pomimo znacznej stosunkowo wartosci o,, nawet pray
wartosciach 7 Dbliskich bledu granicznego, juz przy n=1 otrzymuje
sie znaczne wartosei P. Widaé stad, Ze znaczenie wartosci o, i o,
jest rozue.

Maly rozrzut o, bledéw systematycznych zbiorowosei ogolne)
przyrzadow pozwala na osiagniecie duzego stopnia pewnosei po-
mimo duzej wartosci rozrzutu wskazan o, poszczegélnych przy-
vzgdow, ale odwrothy wniosek nie jest stuszny. Wnioski te z lat-
wokeig mozna wyprowadzié ogélnie na podstawie wzoréw (9) i (10)
lub (20) (przy zalozeniu, ze |a|<<q, jak to zachodzi w praktyce).

5. Zalety nowej metody. Podana wyzej metoda obliczen umo-
zliwia nzasadniong decyzje co do stopnia pewnoscl wyniku jedio-
razowego sprawdzania. Bez uprzednich danych o rozrzucie wskazan
w ogéle nie mozna byloby méwié o dokladnosei narzedzia mierni-
czego na podstawie jednorazowego pomiaru. Jezeli jednak w do-
tychezasowej codziennej praktyce decyzje taka podejmujemy, to
dzieje sie to zazwyczaj na podstawie podswiadomego przekonania,
7e vozrzut wskazan sprawdzanego nharzedzia mierniczego jest maly
w poréwnaniu z dopuszczalnym bledem.

Gdy jest kilka pomiardw (n>1), mozna: by watpié, czy wol-
N0 oceniaé¢ rozrzut pomiaréw danego egzemplarza opierajac si¢
jedynie na wartosciach ¢, i o, wyznaczonych poprzednio dla cale]
produkeji. Sprawe te rozwazyliSmy juz w punkeie tb. Dodamy
tlltaj, ze 7z punktu widzenia nowoczesnej produkeji obawa ta nic
jest istotna. Dazenie do wysokiej jednorodnosei wyrobdw wymaga
bowiem utrzymania mozliwie ustabilizowanych warunkéw pro-
dukeji, a wiee 1 malo zmiennych wartosei rozrzutéw i wartosci a.
Nadzor produkeji powinien dbaé o systematyvezng kontrole sta-
tystyczng vozrzutur).

) Nalezaloby rozwazy¢, czy w pewnych przypadkach, awlaszeza przy
Glg<l i 0,/q-<1, systematyvezne kontrolowanie stalodel rozrzutéow 1 wartosci
@ nie powinno zastepowaé sprawdzania dokladnosei wszystkich egzemplarzy
narzedzia mierniczego. Wigze si¢ to ze sprawa mozliwosei wyrywkowego spraw-
dzania tych narzedzi przez urzedy miar.
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Dane te mogg byé cenniejsze niz w duzym stopniu przypadkowe
wartosei rozrzutow s, wyznaczone przy kilkakrotnym sprawdzaniu
poszezegolnego egzemplarza.

(Praca wplynela dnia 8. 10. 1952 r.)

H. ObAJBCHKH (Bapnrasa)
0 HAJEXHOCTHU PE3YJBTATOB ITPOBEPKH
H3MEPHUHTEJIBHBIX IIPUEOPOB

PESIOME

Ecan omndra 10dy4eHHAA B PEe3yJbTATE HPOBEPKU TOYMOCTH HIMEPUTEID-
Horo npudopa GaH3KaA JOMYcKaeMOro Ipeaend, TO BOSHHKAET BO3MOMKHOCTE YTV
npudop OymeT HenpaBUILHO 3a6paKOBAH MJM JIPHHAT, B OCOGEHHOCTH KOI'a
paccesHNe MokasaHuii npuGopa cpaBHUTeJdBHO Goupmioe.

Haa mamepureabHHX NpuUGOPOB MACCOBOTO IIPOUBBOJCTBA IHOJAH METON
pacaera CcTeneHNM YBEPEHHOCTH B TOM, YTO CHCTOMATHYecKAA nmulKa MprGopa e
TpeBOCXOUT TOIIYCKAeMOro Ipejea.

‘ MeTtox 0cHOBAH Ha JAHHLIX O PE3yJbTATAX MBMCPEHUI, & TALME pacHpe-

A€IeHNH CHCTEMATHYeCKUX olIt00K B MAPTUAX LPOBEPAEMBX TPUGOPOR M pacHpe-
AeJeHUH NOKA3AHNE OTAEABHOro HRIEMILIAPA., MeToR MPUMEHUM K OIUOKPATHLIM
I MHOT'OKPATHBIM H3MCPCHHUAM.

J. OBALSKI (Warszawa)
ON THFE RELIABILITY OF TESTING MEASURING
INSTRUMENTS

SUMMARY

When, in testing the aceuracy of a measuring instrument, we obtain an
error which is near the admissible limit, it is possible to make a wrong deci-
sion as to the rejection or acceptance of the instrument, especially if it shows
a comparatively wide spread of readings. With regard to mass produced meas-
uring instruments, the author gives a method of calculating the probability
that the limit is not exceeded. The method is hased on the results of niea-
surements and on data concerning the distribution of systematical errors
in lots of instruments delivered for testing after regulation, and the distribution
of readings in a single specimen. The method muay be applied both to single
and to repeated measurements.



