ZASTOSOWANIA MATEMATYRL
VI (1963)

J. WOJTOWICZ (Warszawa)

0 CZYNNIKU ANAMORFOZUJACYM, SPROWADZAJACYM
ROWNANIE F(z,y,2,w)=0 DO POSTACI KANONICZNEJ
CAUCHY'EGO 7 CZTEREMA ZMIENNYMI

Pojecie czynnika anamorfozujgcego zostalo okre§lone w .pracach
[11, [2]. W pracy tej zajmiemy si¢ czynnikami anamorfozujyeymi,
zaleznymi od trzech zmiennych, sprowadzajgcymi réwnanie F(z,y,
z,w) = 0 do jednej z mnastepujgcych postaci:

(1) f@)+g(@)h(y, w)+k(y, w) =0,
(2) fle, w)+g(@)h(y)+E(y) = 0,
(3) f(2)+g(=, w)k(y)+k(y) = 0.

L. Czynnik anamorfozujacy, sprowadzajacy réwnanie F(z,y,
z, w) = 0 do postaci (1). | ,

1. Czynnik postaei ¢(z,y,2). W tym przypadku réwnanie ma
postaé

(4) F=PF(w,y,s, w) = [F(2)+9(@)h(y, w)+k(y, w)} = 0.

oz, 9,?)

Udowodnimy

TWIERDZENIE 1. Jedeli w kostce K, okredlonej nierdwnosciams:
TSSO < Byy Yo <Y SY1y 2 S <2y W <W KWy, funkeja Fojest
okreslona i ciagla wraz z pochodnymi czqsthowymi ai do rzedu pigiego,
oras F, #0, P, #0 i R, #0, gdzic P =F|F,, a R =P|P,, to na to,
by funkcja F miala postaé (4) potrzeba i wystarcza, zeby spelnione byly toz-
samosées

92 | L.
68) 5o B =0, Bb) 5o In|B =0,
' & Bd P m
Go) gl =0, (6 o In[R =0,

02 ’
Bo) g5y I =0,

prey ozym oynnik anamorfozujacy ma positaé (9).
Zestosowanin Matematyki VI 25
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Dowdéd koniecznofei. Z istnienia pigtych pochodnych ezgstko-
wych funkeji F oraz z twierdzenia o rézniczkowalnoéei uogédlnionych
wielomianéw nomograficznych [3] wynika, ze funkeje ¢(z,y,z?), f(2),
g(x), h(y,w), k(y,w) sa pieciokrotnie rézniczkowalne. Yatwo zatem
sprawdzié, ze warunki (5) sg konieczne.

Dowéd dostatecznodei. Z (ba) otrzymujemy F, = A(z, y, w) X
XB(w,y,2) oraz

(6) F =B(2,9,2) [A(e,y, 0)dw+0(a,y,2).
Z (bb) i (bc) mamy

¢
(7) 5 = D@ E(@, y)+G@, ).

7 (5d) i (Be) wynika, ze |
8) G, 9+ [A@,y,w)dw = Bz, y)[H (@) L(y, 0)+ M (y, w)].

Z tozsamosei (6), (7 ) i (8) wynika, ze funkeja # ma postad

P = B(s,y,2)8(2,y)[D()+H (@) L(y, w)+ M (y, w)].

Podstawiajac: ¢(@, y,2) = 1/B(@, y, 2) E(w, y), f(z) = D(2), g(2) = H(),
h(y, wy = L(y, w), k(y,w) E'M(yy w), otrzymujemy funkeje F w po-
staci (4). Warunki istnienia czynnika postaci ¢(x, 2, w) otrzymujemy za-
mieniajge miejscami zmienne y i w w twierdzeniu 1.

Z postaci funkeji F wynika tozsamodé

Fy(w,y,2,w)P,(2,y,{,w) =

[g(m)hw (y, w)+ Ky (y, w)] f (£)

“ol@,9,9) T 9@y, W)+ Ry, 0)

gdzie ¢ jest dowolng Iiezb@ z przedzialu <z;,, 2. Wstawiajge f'({) = C
i przeksztalcajae otrzymujemy

. - ¢
Fy(z,y,2, w)P,(2,y, , w) .

(9) ¢®@,Y,2) =

Stad wynika

TWIERDZENIE 2. Jeseli funkeja F(x,y, 2, w) spelnia zalosenia twier-
dzenia 1 ¢ jezeli istniejq czynniki anamorfozujqce postaci ¢(x,y,2), spro-
wadzajgce réwnanie F = 0 do postacs (1), to. réiniq si¢ one co najwyiej sta-
Wm czynnikiem.
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2. Czynnik postaci ¢(y,?s,w). W tym przypadku réwnanie ma
postaé

(10) F =F(z,y,z ) smmzwg(m)h(y, w0) 1y, )] = 0.

Udowodnimy

TWIERDZENIE 3. Jeseli w kosice K, okreslonej jak w twierdzentu 1,
Junkeja F jest okreslona i ciggla wraz z pochodnymi czgstkowyms ai do rzedu
czwartego, oraz F, # 0 ¢ P, # 0, gdzie P = F[F,, to na to, by funkcja
F miata postaé (10) potrzeba i wystarcza, seby spetnione byly toisamoses

(12) o mip =0, ) S mm =0,
. 92 92
g pemiE =0, (110) G ImiP] =0,
62
(1)  ———M|P]| =0,

przy czym czynnik anamorfozujgcy ma postaé (14).
Dowdéd konieeznogei jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.

Dowéd dostatecznofei. Z (11a), (11b) i (110) otrzymujemy
F, = A(x)B(y, 2, w) oraz

(12) F =By, w) [A@)dz+C(y, 2, w).
7 (114d) i (11e) mamy
(13) O(y,z, w) = B(y, 2, w)[D()E(y, w)+G(y, w)].

Witawiajae (13) w (12) otrzymujemy

S 1 Gy,
F = B(y,2, w)E(y,w) [D(z’+f*’1(w)d””'E(y ) +E’§Z :vv))]

4
dia oy, 2, %) = g s 9(0) = [ A(0)do, By, w) =
G(y, w)
By, w)

Z postaci funkeji F wynika tozsamosé

B(y,w)’
k(@/’ w) =

otrzymujemy funkcje F w postaci (10).

F ()
g (@) h(y,w)’

Fo{w,y,2,w)Py(2,9, L, w) = g (@)h(y, w)-

oy, #, w)
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gdzie [ jest dowolng liczbg z przedziatu (z,,2,>. f () = O i przeksztal-
eajgce otrzymujemy

(14) Py, 2, 1) = O

By(z,y, 2, w)P,(2,y, {,w) -

PrzyKrAD. Dane jest réwnanie
(a) F = y3awd+ oy2ow -+ y2w + syw2 + y22 42w = 0.

Nalezy sprawdzié, czy istnieje czynnik anamorfozujgey postaci
o(¥, 2, w), sprowadzajacy réwnanie (a) do postaci (1).
Obliczamy kolejno

(b) F, = y%w+yw? = yw[yz+ w],
y32w -+ py2ew -+ y2w’ 4 syw? 4 y2* + 2w
(e) P = : -
yw[yz+w]

@) p Y2242y +wt 1
T ywlyztwlr T yw

Z (b) wynika spelienie fozsamogei (11a), (11b) i (1le).

Z (d) wynika, ze sy spelnione tozsamosei (11d) i (11e).

Widaé zatem, Ze istnieje czynnik anamorfozujacy zadanej postaci.
Z tozsamodei (14) wynika, ze ma on postad

(y,2,w) = ¢
vy, 2, = yetw
Gdy € = 1, otrzymujemy ezynnik anamorfozujacy w najprostszej postaci
L1
?7(?!7 7, w) = vitw

Z tozsamosei (9) wynika , ;

TWIERDZENIE 4. Jezeli funkeja F(w,y, 2, w) spelnia zatosenis twier-
dzenia 3 i jeteli istnieja czymmiki anamorfozujace posiaci ¢(y,z, w),
sprowadzajgoe réwnanie F = 0 do postaci (1), to réiniq sig one co najwysej
stalym ozynmikiem. _ '

3. Ozynnik postaci ¢(z,y,w). W tym przypadkn mamy

(18) P =2F(w,9,2,uw) = [f(2)+9(2)h(y, w)+k(y, w)].

’P(@’:"J’w)
Udowodnimy
TWIERDZENIE B. Jesteli w kostoe K, okreflonej jak w twierdzeniu 1,
funkoja F jest okreslona i ciqgla wraz z pochodnymi ezasthowymi as do
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rzedu czwartego, oraz F, + 0 4 P, # 0, gdeie P = F|F,, to na to, by funk-
cja F miala postaé (15) potrzeba i wystarcza, seby spelnione byly toisamodoi

16a : In|F,| = 16b | 0% In|F,l =0
16e s In|F,| = 164 . In|P,| =
1 5 In|P,| =

pray czym ozynnik anamorfozujacy ma postaé (19).
Dowéd konieczno§ci jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.

- Dowéd dostatecznofei. Z (16a), (16b) i (16¢c) otrzymujemy
F, = A(?)B(z,y, w) oraz

(17) F = B(a,y,w) [A(d+ 0@, y,w).
Z (16d) i (16e) mamy
18  O(@,y,1) =By, 0)[DEBW, v+ 6, 0]
Z (1’3 ) i (18) otrzymujemy
F = B(a,y, )| [A()de+ D(@)B(y, ©)+6(y, »)|.

 Podstawisjac ¢(s,y,w) =1/B(®,y,v), () = [A(s)dz, 9(a) = D(a),
by, w) = E(y, w), k(y,w)=6(y,w), otriymujemy funkeje F w po-
staci (15). ‘

Z postaci funkeji F wynika tozsamosé
J(€)
. p(@,y,w)’
gdzie { jest dowolng liczbg z przedzialu (z,, #,). Podstawiajae f' ({) = C
i przeksztalcajac, otrzymujemy

Folw,y,{,w) =

0 .
Fo(z,y,, w) .

(19 C euw =

Stad wynika

- TWIERDZENIE 6. Jedeli funkeja F(®,y,2,w) spelnia zalotenia

twierdzenia B i jeseli isiniejg czymmiki anamorfozujqoe postaci ¢(z,y,w),

8prowadzajqece réwnanie F = 0 do postaci (1), to roiniq sig one oo najwyiej
sialym ezynnikiom.
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II. Czynnik anamorfozujaey, sprowadzancy réwnanie F(z,y,
2, w) = 0 do postaci (2).

1. Czynnik postaci ¢(z,y,2). W tym przypadku mamy

20) P =F@,y,50) = ———[f(z, v)+9@hy)+ k@)1
' (@, 9,2)

TWIERDZENIE 7. Jezelt w kostce K, okreSlonej jak w twierdzeniuw 1,
funkecja F jest okreslona i ciagla wraz z pochodnymsi ozastkowymi az do rzedu
czwartego, oraz F,, # 0 ¢ P, # 0, gdzie P = F[F,,, to na to, by funksja F
miate postaé (20), potrzeba ¢ wystarcza, zeby spelnione byly toisamoéet

2 2
- =0 21b ===
@) o mIF=0, @) iR =0,
21 o 21d 0% -
( C) amaymipxl =~'09 ( 1 ) ordz mIPml :0.7
02 0 (P,
1 P.| = ‘ 2 =
(21e) Oy 0z 152 1By e 0y ( 1f), Y] (P ) 0

prey cxym cxynnik anamorfozujqey ma postaé
o, y,2) =0[Fy(a,y, 2y w)Py(&, 7,2, w), _

gdeie & jest dowolng liccbg 2 preedeiatu (xy, x>, n dowolng liczbg z prae-
dziatu <{y,, y,>, a C jest stalq.

Stagd wynika

TWIERDZENIE 8. Jeteli funkoja F(z,y,z,w) spelnia zaloienia twier-
deenia T i jeteli istniejq czynniks amamorfozujoce postaci o(x,y, 2), spro-
wadzajqce rowname B = 0 do posmoz (2), to réémia sig one co najwyiej sta-
ym czynnikiem. :

2. Czynnik postaci ¢(x,2,w). W tym przypadku mamy

. _ 1 | v _
(22) F=F(,y,2,w) - e [f(z, 0)+9(@)h(y)+kiy)] = 0.

TWIERDZENIE 9. Jeseli w kostce K, okreslonej jak w twierdzeniu 1,
funkeja F jest okreSlona ¢ ciagla wraz z pochodnymi czastkowymi aé do reedn
pigtego i Fy #0, P, £0, R, # 0, gdzie P = F|F, i R = P|P,, to.na to,
by F miata postaé (22), potrzeba i wystarczea, aby spelnione byly toisamosei

02 02
—F— In|F,| = - (23b) =
(2%2) 5 o lnlFy| =0, (230) 5oL =0,
. 3 o In 3d >
(2 0) Bxdz I-Pul =0, (2 ) awa lel =0’
—_ 9 [Py | Xia .
(23e) = )_0 (23£) = aylanw| =0,
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prey ezym czynnik anamorforujgey ma postad <p'(w 2, w)=C/F,(2,y,2,w)X
XPy{x,y, L, w), gdzie { jest dowolng liczbq 2 pmedzmlu <y z1>, ) dowolnq
liczbg = przedaigtu {wy, wy>, a C jest statq. :

Stad wynika

TWIERDZENIE 10. Jezeli funkcjo F(x,y, 2z, w) spelnia zalotenia twier-
dzenia 9 © jezeli istniejq czynniki anamorfozujace postaci ¢(z, 2, w), spro-
wadzajgce réwnante F = 0 do postact (2), to réénig sie one co nagwyzej sta-
tym caynnikiem.

3. Czynnik postaci ¢(y,2,w). W tym przypadku réwnanie ma
postaé

(24) F=Fn,y,2w) =———[flz,w)+g@h{y+kHy]=0.

@ (y,2,w) .
TWIERDZENIE 11. Jeseli w kostce K, okreslonej jak w twierdzeniu 1,

Junkeja F jest okreslona i ciagla wraz 2 pochodnymi czastkowymi aé do reedu

czwartego, oraz F, # 0 i P, 54 0, gdzie P = F|F,, to na to, by funkcja F

miale postadé (24) potrzeba i wystarcza, 2eby spelnione byly tossamodos

02
@3) o ij| —0, (28b)
25 o 95d O P =0
( C) awaw]anw! =0, ( ) 920y I e =0,
9 [P
95 1P, =0 95 ——(—‘”)_Eo
(25e) Gyow 2IEd =0, (251) oy \ P, ’

przy ceym ceynnik anemorfozujocy ma postaé (Y, z,w) = C[F.(x,y,
2, w)P,(x,y,,, w), gdzie  jest dowolng liczbg 2z preedzialu <z, 2,>, ®
dowolng liczba z przedziotu (w,, w.>, o O jest stalq.

Stad wynika

TWIERDZENIE 12. Jezeli funkcje F(x,y, 2, w) spelnia zatoienia twier-
dzenia 11 ¢ jeseli istniejq czynniki anamorfozujqoe postaci ¢(y, 2, w), spro-
wad’zamoe rownenie F = 0 do postam (2), to rdéniq sie one ¢o najwyzej
statym ozynnikiem.

IIl. Czynnik anamorfozujacy, sprowadzajaey réwnanie F(z,y,
Z,w) = 0 do postaci (3).

1. Czynnik postaci ¢(x,y,2). W tym przypadku réwnanie ma
postaé

L 1 .
(26) . F;:F_(m,y,z,w) =WU(5)+g(w’w)h(y)+k(ZI)]_O
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TWIERDZENIE 13. Jezeli w kostoe K, okreslonej jak w twierdzeniu 1,
funkeja F jest okreslona ¢ ciqgla wraz z pochednymi czastkowymi az do
reedu piqtego oraz Fy, # 0, P, #01i R, # 0, gdzie P = F|F, a R =P|P,,
to na to, by funkeja F miala postaé (26) potrzeba ¢ wystarcza, 2eby spelnione
byly toisamosei

02 02

@78)  —In|F| =0, (2) S IP =0,

2  mip, ” mir

@10 5o miPl =0, (014)  ZooInlR =0,
—_— =0 2 — =

(27e) awaylanxl =0, (271) 3 (Ra:) 0,

pray ozym czynnik anamorfozujacy ma postaé g(z,y,2) = C|Fy(w,y,2, w) X
X P, (@, y, L, w), gdzie { jest dowolng liczbq 2 przedziatu {2y, ,>, C jest stalq.

Stad wynika

TWIERDZENIE 14. Jeieli funkeja F(z, y, z, w) spelnia zalozenta twier-
wadzajgoe réwnanie F = 0 do postaci (3), to rdiniq si¢ ome oo najwyiej
statym ezynnikiem.

2. Czynnik postaei ¢(x,y,w). W tym przypadku réwnanie ma
postaé

(28) P =F@,y,2w) = ml;f(z)—kg(w, W) h(e)+ k)] = 0.

TWIERDZENIE 15. Jedeli w kostce K, okreslonej jak w twierdzeniu 1,
funkeja F jest okreSlona 4 ¢iqgla wraz z pochodnymi czgstkowymi aé do
rzedu ezwartego, oraz F, + 0 4 P, # 0, gdzie P = F[F,, to na to, by funkeja
F miala postaé (28) potrzeba i wysiarcza, seby spelnione byly toisamodet

0% 02

(29a) 000 In|7,| =0, (29b) 3y da In|F,| =0,

29 i In o

(29¢) P |F,| =0, (294) Pudy In |P,] =.0,
2 0 [P

2 = —|==)=

(29e) Gwdy In|P,| =0, (29f£) oy (P$) 0,

pray ezym oxynnik anamorfozujqey ma postaé g(x,y, w) = O[F,(z,y, ¢, w),
gdate  jest dowolng liczbq z przedziatu <2y, 2,>, @ C jest stalq.

Stad wynika

TWIERDZENIE 16. Jeieli funkeja F(x,y, 2z, w) spelnia zaloienia twier-
deenia 15 & jeteli distniejq czynniki amamorfozujace postaci @(w,y,w),
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sprowadzajqee réwnanie F = 0 do postaci (3), 1o rééniq si¢ one ¢o najwyzej
stalym czynnikiem.

- 3. Czynnik postaci ¢(w,2, w). W tym przypadku réwnanie ma
postad

(80) F =F(a,y,zw0) = [f(2)+ g(@, w)h(y)-+*(y)] = 0.

(wzw)

TWIERDZENIE 17. Jeseli w kostce K, okreSlonej jak w twierdzeniu 1,
funkeja F jest okreSlona i ciagla wraz z pochodnymi czqstkowymi az do
rzedu piqtego, oraz F, 0, P, #+0 ¢ R, # 0, gdzie P =F|F,, a B =
= P|[P,, to na to, by funkcja F miala postaé (30), potrzeba ¢ wystarcza, teby
spetnione byly tossamoéei '

az a2

(1a) 5o InlFy| =0, (816)  ——In|Py =0,
o d v In|R 0

(8le) I[P =0, (1d) oo TR =0,
03 - 0 [R,

(Ble) 7 In|R,| =0, (31£) ay( R) 0.

pray ozym czynnik anamorforujaey ma postaé @(®,2,w) = C[F, (2, ¥y,
2, w)P,(x,y, L, w), gdzie { jest dowolng liczbg 2 przedzwlu {Zpy 21>, a C jest
stalcg. : ‘

Stad wynika

TWIERDZENIE 18. Jeseli fumkcja F(w,y,z,w) spelnia zaloienta
twierdzenia 17 i jeéeli istniejq czynniki amamorforujqee postaci (v, 2, w),
sprowadzajace réwnanie F = 0 do postaci (3), to réémiq sig one co najwysej
statym czynnikiem. ’ :

Dowody twierdzenn 7-18 przebiegaja analog10zn1e do dowodéw
twierdzer. poprzednich. :
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f. BOATOBH Y (Bapwasa)

O AHAMOPOHBHPYROIEM ®AKTOPE, CBOAAIIEM YPABHEHHE
F®,y,2,w) =0 K KAHOHHYECKOM ®OPME KOIN C YETBIPbMA
HEPEMEHHBIMHU

PEBIOME

B pa6ore mpeACTaBAeHH HeQOXORUMEIE M [LOCTATOYHEIE YCIOBHA CYIEeCTBOBAHMA
anamoptbnanpy:omero $axrTopa, BaBHCHMOrO OT TPEX NEPEMEHHHX, NPUBOJAIIEr0
ypasmerune F(x,y,2,w) = 0 K BUpy

& J(2)+g@)h(y, w)+k(y, w) = 0 - (rosmmecra (5) mmm (11), mam (16)),
6. f(z, w)+g@)h(y)+k(y) =10 (rompecrBa (21) nam (23), nar (25)),
B. f(2)+ gz, wh(y)+Ek(y) =0 (Tosrpmecrsa (27) nam (29), mam (31)),

B 3aBUCUMOSTH OT TOr0, OT KOTOPHX TpPeX IepeMeNHLX BaBucaT (akrTop.

B KagoM U3 3THX CcayuaeB pmaerca GopMyna nas weunmciaeHus anamopdusum-
pyoimero ¢axropa. Kpome »sToro [okasamo, 4To aHamMopdmsmpyomme GarTopH
ONMPEEeIEHHE ¢ TOYHOCTHIO [0 IOCTOAHHOM.

J. WOITTOWICZ (Warszaws)

ON THE ANAMORPHOSING FACOTOR REDUCING THE EQUATION
F(z,y,2,w) =0 TO THE COANONIOAL OAUCHY FORM WITH FOUR
VARIABLES

SUMMARY

The present paper gives the sufficient and necessary conditions of the existence
of an anamorphosing factor, which depends on three variables and reduces the equa-
tion F(x,y,2,w) = 0 to the following forms:

a. f()+g@)h(y, w)+k(y, w) =0 (identities (5) or (11) or (16), according to
the set of three variables on which the factor depends);

b. f(z, w)+g(x)h(y)+k(y) = O (identities (21) or (23) or (25), according to the
set of three variables on which the factor depends);

e. f(z)+g{x, w)h(y)+ k(y) = 0 (identities (27) or (29) or (31), according to the
set of three variables on which the factor depends).

In each case the formula necessary for computbing the anamorphosing fa.ctor
is given. Besides, it is proved that each of the a.namorphosmg factors differs from any
other at most by a constant.



