S.PASZKOWS KT (Wroctaw)

ZAGADNIENIA NUMERYCZNE APROKSYMACJI
JEDNOSTAJNEJ (11)
(O szacowaniu bledu aproksymacji optymalnej)

1. Wstep. Podstawowe pojecia aproksymacji i oznaczenia uzywane
w niniejszym artykule podane sg w pracy [2]. Jedli (jak w [2]) y, jest
wielomianem optymalnym dla funkeji £ w klasie W, i w przedziale
{—=1,1) to oznaczamy

eu(£) = l}6— pa]| = minilé —y)).
veWy,

Liczba ¢&,(&) jest wiee bledem optymalnej (ezyli najdokladniejszej)
aproksymacji funkeji & wielomianami stopnia najwyzej n-tego. W wielu
zadaniach trzeba znaé te liczbe lub przynajmniej jej mozliwie dobre
oszacowanie. Jest tak np. wtedy, gdy przy aproksymacji danej funkeji &
ustala si¢ z gory liczbe, ktérej nie moze przewyzszaé blad aproksymacji.
Wtedy, majae oszacowania liezb &,(£) przy réinych » od géry, moina
rozstrzygnaé, jaki duzy stopien wielomiandéw aproksymujacych wystar-
¢zy, a majgc oszacowania tych liczb od doli — jaki maly stopieri nie
wystarezy.

Znane 83 nastepujace dwa twierdzenia:

A (de la Vallée Poussin, [1], str. 20). Jesli dla funkeji ciqglej & i wie-

lomianu yeW, istniejg takie punkty t4,t,...,1,., (—1 < to <t < ..
s <ty K1), Ze liccby ciggu .
(1) E(tn) - w(to)7 E(tl)"‘ 'P(tl)y ey E(tn+l) - "P(tfu.H)

8q na przemian dedatnie i ujemne, to zachodzi nierdwnosé

g.(§) 2 min |&(t)— (k).

oksny1 :

B (S. Bernstein [1], str.47). Jefli (n+1)-sza pochodna funkcji &
18tnieje i ma staly, réiny od zera znak w przedziale (—13 1), to

1
. ~ . n 1)
en(é) = S (n i) ‘{?}23‘5( ().
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Waszystkie oszacowania liezb ¢,(£) od dolu, podane w § 2 i wyprowa-
dzone w § 3 tej pracy, sa latwymi wnioskami z twierdzenia A; wnioski te
warto bylo chyba jednak podaé¢ ze wzgledu na ich prostote.

2. Oszacowania liczb ¢,($) od dolu. TWIERDZENIE 1. Jeéli funk-
cja & jest ciqgta, to zachodzi nieréwnosé

(2) (b=

1 1 n (—l)n-H ‘
= n+1 E 5(0n+1,o)—5(0n+1,1)+-.. +(—1) E(Cn+1,n)+ - 3 E(CnJﬁl,n_}_l)!,
gdzie

(n+1— k)=
(3) 0n+1,k=cos——m_—i— (k=0,1,...,n+1).

12-cyfrowe wartofci liczb ¢pp .y dla n = 2,3, ..., 8 podano w tabli-
¢y 1 umieszczonej na koncu pracy.

TWIERDZENIE 2. Jedli & = 3 mt' w preedziale {—1,1), to zachodzi
nierdwnoéé 1=0

(4) en(£) 2 IZ B Ty gm41 "
m=0
gdzie
_ 1 n+2m-+1
(6) Bum = onyIm ( | ) (m =0,1,...).
2 ocaZmin 1) m—g(n--1)

Wartoéei liczb a,, (W postaci ulamkéw zwyklych i dziesietnych)
dlan=2,3,...,8im=0,1,..., 5 podano w tablicy 2.
~ TWIERDZENIE 3. Niech w przedziale (—1,1) zachodei réwnoéé

r—1

&= 2 wltl+ Ertry

=0
gdzie &, jest funkecja ciqglq zmiennej t. Niech

©) PR < (—1)HTE() < 7P dla ted—1,0),
ZRIn < £ (1) < Fmex dla te(0,1>,

) g 1 ( +c' 1) 7 1 +
nr = E, nt+l,n-20+1" 5 | ny = 2 Cny1,n—-2l)
n+1 \& 2 n+1 -

gdzie symbol X't oznacza, e sumuje sig potegi tylko dodatnich liczb spo-
1

érod Cni2,09 Cngddy o0y Cnglongs
min __ (fmin _ “max + -
ape” = (@7 — 2" )gm_(m’pmx__m:nin)hﬂ”

A = (T — T) gy — (P — TP) Ry,

(8)
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Jedli liczby

min ___ min
nr — E , Ay T 2m1 1 + Qpr
OCMG (P ) /21
(9 ) max max
Cny = B P am 11 Cnr

o< (r—n)/2--1

majq ten sam znak, lo
(10) en(§) = min {|e3"], g52"]] .

Liczby gny 1 kb, dla n= 2,3, ..., 8 i niektérych r podano (z o§mioma
cyframi znaczacymi) w tablicy 3.

3. Dowody twierdzeit 1-3. Podane wyzej twierdzenia wynikaja
z twierdzenia A. Twierdzenie 2 mozna uznaé za szczegélny przypadek
twierdzenia 3, ale ze wzgle@déw praktyeznych jego wyodrebnienie bylo
celowe.

Dowéd twierdzenia 1. Na wstepie, w zwigzku z twierdzeniem A,
przypomnijmy jeszeze jeden znany fakt: Dla dowolnych punktéw
boybiy eeny tuyy (gdzie —1 <ty <t <...<1,,, <1) istnieje taki wie-
lomian yeW,, ze liczby (1) sa na przemian dodatnie i ujemne oraz maja
te samg warto§é bezwzgledny. Wielomian y, tj. jego »-+1 wsp6lezynni-
kéw przy #,t,...,1" wyznacza si¢ z ukladu n-+2 réwnanh liniowych

(11) Et)—pt) = (—fe,  (k=0,1,...,n+1),

w ktérym e, jest (n+2)-ga niewiadoms. Z twierdzenia A wynika, ze
en(§) = l6,| przy dowolnym wyborze punktéw .

Przyjmijmy # = e,y dla k¥ =0,1,...,2+1. Wybér ten uzasa-
dniajg nastepujace wzgledy: ,

- 1° je§li (n+1)-sza pochodna funkeji & ma staty znak w przedziale
C—1,1)>, & Ugy Uyy ..., Upny1 83 (¢)-punktami wielomianu ¢, (ich okre-
Slenie jest podane w pracy (2], § 1), to zachodza zwiazki ¥, = ¢,,, , = —1,
Unil = Cpyimyr = 1 oraz

(12) Uk € (Cp k—1s ) (B=1,2, e n)
([1], str.83), a jednocze$nie, jak latwo sprawdzié, ¢, +1,5€ (Cn k—1y Cak)3

2° istnieje liczba dodatnia d, taka, ze dla wszystkich funkeji ciagtych &,
dla ktérych e,,,(&)/e.(8) < d,, zachodza zwiazki (12) (rezultat autora
tej pracy, jeszeze nie opublikowany).

Oznaecza to, ze punkty Cat1,k: 83 dJa pewnych waznych klas funkeji &
bliskie (e)-punktom u, wielomianéw optymalnych. Pozwala to przypusz-
czad, ze liczba e, wyznaczona z ukladu (11) dla #, = a1,k Dedzie bliska
liczby &,(£), ktéra spelnia tenze uklad dla b = u, (gdy v = v,).
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Uklad (11) dla #. = ¢,,; » mozna napisa¢ w postaci
(13) (—Dfentyla) = &) (k=0,1,...,n+1)

(dla prostoty tu i w dalszym ciggu opuszezamy pierwszy wskaznik w sym-
bolu ¢, &).

W Z-tym réwnanin (13) wspélezynnikami przy kolejnych niewiado-
mych sg liezby (—1), 1, ¢, ..., ¢, a wyrazem wolnym jest £(e;). Dlatego

E(eg) 1 ¢ ... c},"’“ e 1 1 ¢ ...61' e !

) 1e ...t e | —1 1e ...o8'¢ |
b= o i | ...............

Ee 16, ..t <( 0 16 ..t

: ) |
; n-1 _n n+1 e !
E(Gn+l) % Cugi +or Cng1 Cnya ' (_1) 1 Cnyl <+ c‘r|.+1 0ﬂ+1?

Oznaczajac przez v, Wwyznacznik Vandermonde’a liczb ¢, ...,
Ck13Chki1y -y Cayy Otrzymamy réwnosé

005(60)—':”1 Ee))+...+(—1)"¢ (Gn)+(“‘1)”+15(0n+1)
Vot V14 oo+ Vp+Vpyy
Zauwazmy jeszcze, ze jefli v jest wyznacznikiem Vandermonde’a liczb
€03 Cry -+oy CpyCpygy GO
= (ck—co)("k—‘01) A — 1 )(Chpr— k) - (Cnyr — k) g,
czyli na mocy nieréwnofei ¢, < ¢; < ... < €,
v = [(ex—Co)(Ck—0C1) ... (Cx—€x_1)(Cx—Cryy) - (C1— Cu1)| Ok

Dlatego, dzielge licznik i mianownik wyrazenia (14) przez v, otrzymamy

(14) 6=

(15) e, = u/w,
gdzie
| (o) - i
l [(00“01)(00"—0g) ( 0n+1)‘ [(01—00)(01‘-0’2) Aty —ep. 1)7| +
o £(ca) .
(€ —€o) .- (€ —Cu_1)(Cn— Cnyiy)l
e ) _}
+( 1) |(0,,,_L1--00) (Gn+l Cp_. 1)(cn+l cn)i ’
=y r — d e _
“ _{ {eo—e1)(eo—ey) ... (Co— Cni)l " f(cl"_co)(cl"‘cz) ('1 Cus1)l i
1 '
LR (cn—co) ( “on 1)(0n“'cn+1)| T

. 1
* Hns1—€0) -+ (Cur1— On_1)(Cnr 1 — On)l }
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Aby obliczy¢ iloczyny wystepujace w tym wzorze, wezmy pod uwage
(n-+1)-szy wielomian Czebyszewa T),,,(t) = cos(n+1)arceost. Wiadomo,
ze jest to wielomian (n+-1)-szego stopnia ze wspélezynnikiem 2" przy "1,
a wiec wielomian

1 ,
16 g 1 oy 1
(16) 2"(n+1) +1() onl/ sin(n-+1)arccost
ma stopien n i wspélezynnik 1 przy ¢". Pierwiastkami wielomianu (16)
83 liczby ¢, = cos(n+1—k)n/n+1 dla -k =1,32,...,n, poniewaz dla
tych % jest V1— ¢ # 0, sin(n+1)arccose, = sm(n-l-l k)m = 0. Uwzgle-
dniajgc jeszcze, ze co = —1, ¢,,; = 1, otrzymujemy réwnosé

n+l

o |[fumol=ner Teol= 5y

= 2"'I/(1-—t2)(1—cos*(n+1)a.rccost) = 2"‘1/(1-—t*)(1—1'f,+l(t)).

- |sin(n+ 1)arccost| =

Obliczymy teraz iloczyn [(co—¢;)(Co— €3) ... (Cp—€ynyy)] (W ktérym
¢, = —1). Na mocy (17) jest on réwny

]Nr-l-].

F TS e O At =
Bm %= —92-"lim ———1 2 @) =21/ 2lim
!—»Ic.i). !t_co' t— -1 1 ( +1( )) [ A | 1+t ?

wige z reguly de PHdépitala i latwych do sprawdzenia wzoréw T, ,,(—1) =
= (=)™, T),,(—1) = (=1)*(n+1)* wynika, Ze

(18)  f(eo—€1)(€o—€s) ... (Go—Cay1)l =

=9 V2lim(— 27, o() Tui(®) = (n+1)/2"".
. -1 '

Analogicznie mozna sprawdzié, ze
(19) -|(cn+1_co) wee (Cas1— Cu ) (Cpi1— )l = ('”'—1-1)/2”_1. .

Uwzg'lgdnia.ja,c réwnodé T,,.(¢) = (—1)"*'~7, obliczamy nastepnie,
ze dla 0 <j<nil ’ ‘
n4-1

l(€; — ¢q) - .. (¢;—€;_1)(6j—C11) - - 7(0,.—0,,“)] = ,Im:’(l n (t—c,,)l/lt-——o,|) =
PAF I

_ 1-T5,.(2) l/ niye Tapalt) _
= (1— c‘)gngj oy 2y == -1) ‘1‘3 e

- 2—“1/(1—0;»1’,’:,,; (e)l-
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7 wzorn (16) wynika, ze
(1“‘t2)T;52+1(t) = ('n‘|‘1)2(1 _sz+1(t))§

rézniczkujgc te tozsamosé i dz1eladc ja stronami przez 27, .,(f) otrzymu-
jemy wzér

(A=) Ty () — T pa(?) = — (0 +1)Ty (1),

stuszny — poniewaz T,,, jest wielomianem - takze dla tych ¢, dla kto-
rych T,,,(t) = 0. Stad [Ty,1(e) = (n+1)*/(1—¢f),

(20) l(6;— o) - - (€j—6;_1)(6;— €j11) - (6;— €n )| = (n+1)[2"
(0 <j <m41).

Podstawiajac réwnodei (18)-(20) do (15) otrzymujemy

(21) e, =
71 2% . n 2“—-1
b0 = o B e (21 g ) (= )
= 1 on on—T
i TV e Tt
1 (—1y1

—-—————E(Gn+1)).

4 ,
T..._(Es(ao)—5(cl)+---+(~1)"§(°n>+ 3

n+1
Stad i z oszacowania &,(&) > le,| wynika twierdzenie 1.

Dowéd twierdzenia 2. Jefli funkeja & jest sumg szeregu Y z;t,

=0
to liczba e, okre§lona wzorem (21) wyraza si¢ liniowo przez wspdlezynniki
tego szeregu, a mianowicie

i
Cp = — *"(b'now0+ bn1w1+ +bnnwn+ bn n+1$n+1+ )

n+1
gdzie
1 )n+l
bpp = '2‘0(1)1 g+ ...+ (—1)"G+ ——'__"cn+1 dla p=0,1,...
Dlaf]mkcji §=tkma)my w,c=1, w0=...=wk_1=mk+l=_,_x0,

wige dla niej e, = by /(n-+1). Poniewaz t* dla k =0,1,...,n jest wielo-
mianem klasy W,, to &, () =0 i na mocy nieréwnokci e,(&) > |6,
musi byé e, = 0. Dlatego by, = bpy = ... = by, = 0.
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Rowne zeru s takze liczby b,, dla p > n i parzystej réznicy p— n.
Istotnie,

(22) by = HAE— (—1)" e ) —(ef = (—1)" &)+ (F— (—1)"&_,) —...

Waszystkie skladniki tej sumy sg przy parzystym p —n réwne zeru,
poniewaz na moey okreflenia ¢, = cos(n+1—k)r/(n-+1) mamy e, k=
= —6, (—1)"Q.1 & = (—1)"""f =} (przy = nieparzystym ostatni
skladnik sumy (22) jest réwny (—1)"*D2ef .. tj. zeru, bo Cn 2 =
= co8n[2).

‘Nalezy wiec jeszcze znalezé liezby b,, dla p > n i dla nieparzystej
réznicy p—n. W tym celu zauwazmy najpierw, ze z podanych w pracy [3]
(str. 39-40) wzoréw

r-1 2r
. 1 2r 2ry) . 1 2r
cos™t = —2-—,”{2( ; )cos2(r—l_)t+ ( , )} = 2—2;2( ! )cosZ(r—l)t,
=0 1=0
cos™ 't =
r-1 r—1
1 2r—1 1 2r—1 .
= "2?—‘2"2 ] eos(2r—21—1)t = ?"—‘TZ . co8(2r— 21— 1)t
1=0 =0
wynika wzoér
cos”1 =~1—- y P cos(p — 21)¢
op Ly \1) P T =
i=0
Zauwazmy nastepnie, ze poniewaz ¢, = —1, ¢, a=11p—n jest
. -1y ’
hieparzyste, to —4e) -+ ( 2) Ghi1 =0 i

- e kr
_ 1\ — (1" 1)k »_T
bnp_—§< D4k = ( 1),;0( ¥ os’ —T

| 1 p\ ¢ e (=2

=0 k=0

_ (1Y p - T (p—n—-1-21) \
’“( 2)§(l),§( b cOS(]er Tl k)_
_{_ v (p) v, e—n—1-2n

-*( 2) g(l)g cos | k.

Zastosowania, Matematyki 1V, 5
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Wiadomo ([3], wzér 1.341.3), Ze jesli sin((p —n—1-2l)=/2 (n—}—l)) #* 0,

to
- (p—n—1—2)=
AL, AT e
(23) g;cos —
—n—1—291 n—1—91 p—1—2l)r\!
e N
2(n+1) 2 2(n-+1)

ostatnia réwnos$é wynika stad, ze }(p—n»n—1—21) jest liczby calkowits.
Réwnosé (23) zachodzi wiee dla (p—n—1—21)/2(n+1) # 8 (s — liczba
catkowita). Natomiast dla (p—n—1—20)/2(n+1) =s, tj. dla [ =
= }(p— (2s+1)(n+1)), mamy

n n N
—n—1—21 C

E cos (p—n )13 k= ? co82skn = ?1 =n+1.
n+1 : e

k=0 k=0
Dlatego przy nieparzystym p—n zachodzi rownosé

p
bp— (2s+1)(n+1)))’

w ktérej suma jest rozciagnieta na te catkowite wartoéei s, dla ktérych
0<l=13}p—2s+1)(n+1) <n, tj. —p/(r+1)<25+1<<p/(n+1).
Podstawienie w powyzszym wzorze —(s+1) w miejsce s nie zmienia wsp6t-
czynnikéw dwumiennych, a zatem laczac réwne sobie skladniki parami
otrzymujemy

bop = (4117 Y

D N
np 210—1 %(p—(28+1)('n/+1)))

1<26+1<p/(n+1)

Zatem dla p = n+2m+-1, gdzie m =0, 1,..., mamy

b (n+1)(—1)"" ( n+2m+1 )
nnp2mel T T TR T g T ,
2 . m— 8(n-+1)
1 [+ ¢]
Qn == : 2 b”',n+2M+lwn+2m 1 —
n-+1 o]
N S [ nt2m+l
— ( '—1)“+1 Z n+2m— 3 ( )wn+2n;+1 .
dad 2 N m—8(n-+1)

Poréwnujge ostatni wzoér z okrefleniem (5) liczb @, i uwzgledniajgce nie-
ré6wnofé e,(¢) = |e,|, otrzymujemy oszacowanie (4).
Dowéd twierdzenia 3. Zakladamy, ze

E = w0+wlt+ ...+wr_1tr_l+ Sftrr
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gdzie &, jest ciggly funkeja zmiennej t. W tym przypadku wzér (21)
mozna napisa¢ w postaci

1 .
0 = g (Bt i+ ook by )+

1
+ - _}_1 ( sr(co)co fr(01)0{+ cee
(—1)++
+ (—1)'"‘51‘(0“) c;;._}" E'(c”+l)0:b+l) =
— ( o 1)n+1 Z anmmn+2m+l +
ogmg(r—n)/2—1
1)n+1
+ n41 ( & (e n+1)cn+1 Er(cn)ﬁz;—i—...
(_ )n+l
+( 1)"’67 (01)01+ 5"(00)6;) ,

gdzie liezby bpug, bpyy- .-y b sty Gum Majg to samo znaczenie, co w dowodzie
twierdzenia 2. Czesé powyiszej sumy zalezng od funkeji £, szacujemy za
pomocg nieréwnofci (6). Niech liczba & bedzie taka, ze ¢, < 0. Wtedy
mamy ¢,,, ;=—6>0i (=1 & (a6} = (—1)" (= 1) () oyars
wige dla parzystych k

— e, e < (—1 )"Jrl “e (o) o < —aP0
i dla nieparzystych k

a0k < (1) E () o< B

Mamy réwniez dla parzystych %

+ +

2 1 < (=18 (1) hior < TPy s
i dla nieparzystych k&

+ma +

— cn-}-l < (— 1) Er("n-{-l k)cn,+1 A mrmmc:a+1_k-

Z otrzymanyech nieréwnoéci wynika, Ze wyrazenie
(_ )n+1

1
('Egr(cnﬂ)";-{-l Elen)en+...+(—1)*E(e)e] + Er("o)%)

n+41
mozna oszacowaé z dolu i z géry odpowiednio przez réznice

1 -
n;f-l {(+mm 2 8%) (2+ A E) —($:'°”— x> ) 12+,0;_:1=7

. ﬁ{‘-’”m“ wm)(2+0§_21+1—_;-)_(+m1n_m, DAL }

1
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w ktérych symbol }'* oznacza sumowanie poteg tylko dodatnich liczb
i

SpoSrod egy €1y ...y Cpyy-
Wprowadzajac oznaczenia z twierdzen 2 i 3, mozna napisaé udowo-
dniong nier6wnoéé w postaci

: min __
Opin Ty gy 1 1 Oy =
p<m< (rmn) /21

_ n ni-1 ax __ max
= et < (—1)"e, < ptx = Gum Ty gm 41+ Ty
I<mg(r—n) /21

Jesli liczby ¢&™ i %% maja wspdlny znak, to z powyzszej nieréwno-
§ci wynika, ze liczba le,| (a zatem i liezba ¢,(£)) jest niemniejsza od
min{|e2®|, |em®¥|}, co nalezate udowodnié.

4. Zastosowanie twierdzen 1-3. Podamy teraz przyklady wyko-
rzystania udowodnionych twierdzen.

Twierdzenie 1 stosujemy wtedy, gdy wartoéei funkeji & w punktach
Cni1,x MOZna latwo obliezyé, a takze wtedy, gdy praktycznie niemozliwe
jest zastosowanie pozostalych twierdzen.

PrzYKLAD 1. Niech & = arccost. Wtedy

('n+1—k)11:) _ (n41—k)m
n+1 T a4l

§(Cny1,x) = arccos (cos

da k=0,1,...,n+1,
1 7 (=1)** |

1
ren nf1it T2 0

Dla n parzystego wyrazenie pod znakiem wartoci bezwzglednej jest
réwne w/2—nn/2(n+1) = n/2(n+1), wiec

(24) ¢,(arccost) >

(25) g, (arceost) = n/2(n+1)2  (n parzyste).

Dla n nieparzystego to samo wyrazenie jest réwne zeru i z nieréwnogci (24)
wynika tylko, ze e,(arccost) > 0, a to jest oczywiste. Poniewaz jednak
dla dowolnej funkeji ¢ zachodzi nier6wnosé &,(&) > &,,,(£) wynikajaca
Z okreélema bledu optymalnej aproksymacji &,(£), wige na moey ( 25) mamy

(26) en(arceost) = w/2(n+2)* ' (n nieparzyste).

Uwage takg nalezy zawsze wykorzystad, jeli prawa strona nierd-
wnofei (2) jest rowna zeru, a wiee w szczegélnosei dla parzystej funkeji &
i parzystego n oraz dla nieparzystej funkeji ¢ i nieparzystego n.

Z nier6wnodei (25) 1 (26) wynika, ze aby przyblizyé funkeje arccost
wielomianami z dokladnodcia do 0,001, nalezy wzigé wielomian stopnia
co najmniej 38-go.
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PRZYKLAD 2. Niech £ = |t|. Wtedy przy.n nieparzystym (n = 2p—1)
otrzymujemy na mocy twierdzenia 1 nieréwnoé

2 1 ™ 27 pT |

en(lt]) = ——| -- co80— o8 ---- + cos — (=1 cos——, =
412 2p 2p i

1 4 1 T

wtl B4p ~ nrl Eomid)

([3], wzér 1.341.1). To oszacowanie jest znacznie slabsze od znanego z teorii
aproksymacji oszacowania &,(jt|) > 1/2x(2n+1). Wiaze sie to z niere-
gularnodcia funkeji |t].

Twierdzenie 2 stosujemy wtedy, gdy liczby =, +am1 Majy dla wszyst-
kich m = 0,1, ... (lub przynajmniej dla dostatecznie duzych m) wspélny
znak. W przeciwnym razie oszacowanie z doha prawej strony nieréwnosci (4)
moze by¢ trudne i nalezy skorzystaé z twierdzenia 3 lub — w razie jego
nieprzydatnogei — obliczy¢ wartodei funkeji & w punktach ¢, +1% 1 sko-
rzysta¢ z twierdzenia 1.

PR2VKLAD 3. Niech & = ¢' = 1+ /214 £/3!+... i n = 4. Mamy
W tym przypadku , = 1/k'. Z twierdzenia 2 wynika, ze

54(et) Z Qg L5+ Qg B+ g+ |
Wazystkie skladniki sumy po prawe]j stronie tej nieréwnosei sa dodatnie.
Ograniczajgce sie do pierwszych dwéch z nich i korzystajac z tablicy 2
otrzymujemy
1 1 7 1

>_~__.,_,, Rt 0000 42-
16 5!+64 7 9216> ,0005

34(31)

Mozna obliezyd, ze &,(¢') < 0,000557, wiee oszacowanie to jest bardzo
dobre. Twierdzenie B gwarantuje tylko, ze

1 1 1

R 10906 > 0,000191.

84(8‘!) =

PRZYXLAD 4. Niech & = —B5+t—38+T648—¢ i n = 3. Mamy

W tym przypadku o, — 0, 4 = 1, @ = ... =0, Wiec (&) > @3, %) = 3/16.
Poniewaz #, — 7o = —1, 3, = ... =0, wiec dla tej funkeji dla n = 4
mamy
1 9 17 3
' > = | —" —_—{— T —— —
ea(§) = |agp s+ ay 2, 16 T+ 64 (—1) 61 > 16

Ok.a.za,lo 8i¢ wige, ze dla funkeji okrelonej w tym przykladzie uwzgle-
dnienie nieréwnoei &,(&) > £(&) polepsza oszacowanie liczby ey(¢)
(z 3/16 na 17/64).
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PrzykrAD 5. Niech £(f) = cost, » = 3. Poniewaz cost = 1—¢*/2!4-
+t*/41—..., to zastosowanie twierdzenia 2 (a takze twierdzenia 1) jest
tu niewygodne. Przyjmijmy wiec na przyklad » = 7 i zastosujmy twier-
dzenie 3. Mamy cost = 1—#2/2! - ¢*/4! —1°/6! 4 (£ /7")sinu(t), gdzie —1 <
Lt<u) <0 albo 0 < u(f) <t <1, wiee &(8) = (sinu(2))/7! i

— i1/ < (1)) <0 dla te(—1,0),
< &) < (sin1)7!  dla  te0, 1D,

Poniewaz sinl < 1—1/314+1/5! = 101/120 < 6/7 i (6/7)/7! = 1/5880, to
zgodnie z (6) mozna przyjaé

. - + 1
min __ e O, m;{nin __ O, max __

—_— .’I) 7 —_— T .
5880
Zgodnie z twierdzeniem 3 nalezy nast¢pnie obliczy¢ wyrazenia

Ay Pppamp1l = O3ply + 5% =
em(r—nyi2—1

1t 31 19 > 0,0049479,
T8 41 16 6! 3840
(27)
: 0, 02209709
af® = 0- g5 — 2040 hy; = — 2940 > —0,0000076,

1
a.f,,’?,“=2—@(—)g37—0-h37 > 0.

Znajomosé wartofei aly** nie jest potrzebna, poniewaz z wielkoSei liczb (27)
i z twierdzenia 3 wynika, Ze e,(cost) jest niemniejsze od liezby eB®, tj.

gs(cost) > 0,0049479 —0,0000076 > 0,00494.
Z twierdzenia B wynika tylko, ze

(c08t) > —~— mineost] — 2 < _1_ < 000260
&4 = = = .
24! <t 28-41 7 384 ’

Mozna sie¢ spodziewaé, ze na ogél przy danym = zwiekszanie r po-
lepsza oszacowanie liczby e,(£). W tym jednak przykladzie, przy przej-
§ciu od r = 7 do r = 8, polepszenie to jest bardzo nieznaczne (o okolo 107?%).

Jesli moduly wspélezynnikéw rozwiniecia funkeji & w szereg wolno
maleja, to praktycznie mozna nie znalezé takiej liczby r, dla ktérej liczby
emin j omax miatyby wsp6lny znak. Wtedy trzeba zastosowaé twierdzenie 1.
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TABLICA 1. Liczby ¢ty k

71

u —On41,0 —On+1,1 —0n41,2 —6ni1,3 —0n41,4
Cni1,n41 Cntl,n Cni1,0-1 ‘niln—2 Cni1,n-3
2| 1 Jos
3] 1 |0,707106781187|0
4] 1  |0,809016994375 | 0,309016994375
5/ 1 |0,866025403784|0,5 0
6| 1  [0,900968861181]0,623489799533 | 0,222520932573
7] 1 |0,9238795325110,707106781187 | 0,382683 432366 | 0
8| 1 0939692620786 0,766044443119 0,5 0,173 648177667
TABLICA 2. LiCZby Anin
nm 0 1 2
2 I =025 5 = 0.3125 Z =0,328125
3 + =0,125 % = 01875 = = 021875
‘3 = = 0,0625 % = 0,109375 & = 0,140625
5 5 = 0,03125 & = 0,0625 <15 ~ 0,08780063
1 9 85
6 & = 0,015625 35 = 0,03515625 o5 ~ 0,063710938
7 a5 = 0,0078125 5 = 0,01053125 o3 ~ 0,032226563
Hi 1 11 39
g . s = 0,00390625 i~ 0.010742188 | = & 0,019042969
TABLICA 2 (ed.). Liozby anm
nm 3 4 5
85 - 341 1365
3 3. = 0234375 < = 0,2421875 o = 0,24609375
" . l . \ -
4 T & 0,16113281 | D5 017456055 | % ~ 0,18334961
i 1001 273
3 a0 1365 1547
8 o6 ~ 0,000824219 | oo ~ 0,083312088 | o ~ 0,094421387
T s~ 0,044433504 | 3 055541002 | N & 0,065368652
8 | T~ 0027770008 | 3o o 0,086315918 | 20T o 0,044357300
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2

5

4

166 666 67
083 333 33
166 666 67
041 666 67
166 666 67
020 833 33
166 666 67
010 416 67
166 666 67
005 208 33
166 666 67
002 604 17
166 666 67
001 302 08
166 666 67
000 651 04

125 000 00

125 000 00

088 388 35
125 000 00
062 500 00
125 000 00
044 194 17
125 000 00
031 250 00
125 000 00
022 097 09
125 000 00
015 625 00

011 048 54
125 000 00
007 812 50

101 823 73
085 676 27
100 563 56
069 313 56
100174 15
056 075 85
100 053 82
045 366 32
100 016 63
036 702 12
100 005 14
029 692 64
100 001 59
024 021 85
100 000 49
019 434 08
100 000 15
015 722 50
100 000 05
012719 77
100 000 01
010 290 51
100 000 00
008 325 20

088 541 667
081 189 882
085 937 500
070 312 500
084 635 417
060 892 411
083 984 375
052 734 5756
083 6568 854
045 669 308
083 496 004
039 550 781
083 414 714
034 251 981
083 374 023
029 663 086
083 353 678
025 688 986
083 343 508
022 247 314
083 338 420
019 266 739
083 335 876
016 685 486
083 334 605
014 450 0556
083 333 969
012514 114
083 333 651
010 837 541
083 333 492
009 385 586
083 333 413
008 128 156

|
|

079 820 815
076 429 181
076 661 050
068 848 546
074 690 968
062 027 778
073 319 785
056 884 514
072 696 794
050 350 077
072 219 295
045 363 823
071 921 580
040 871 385
071 735 957
036 823 844
071 626 223
033 177 137
- 071 548 064
029 891 567
071 503 074
026 931 371
071 475 023
024 264 327
071 467 534
021 861 403
071 4486 629
019 696 443
071 439 830
017 745 882
071 435 591
015 988 487
071 432 948
014 405 129
071 431 300
012 978 573
071 430 273
011 693 200
071 429 632
010 535 290
071 429 233
009 491 968
071 428 984
008 551 988
071 428 829
007 705 057
071 428 732
006 942 016

TABLICA 3. Liczhy gur i hur (*)

073 548 543
071 965 616
070 312 500
066 406 250
068 024 272
061 320 259
066 408 250
056 640 625
065 262 136
052 324 557
064 453 125
048 339 844
063 881 068
044 659 525
063 476 563
041 259 768
063 190 534
038 118 955
062 988 281
035 217 285
062 845 267
032 536 515
062 744 141
030 059 814
062 672 633
027 771 645
062 622 070
025 657 654
062 586 317
023 704 581
062 561 035
021 900 177
062 543 158
020 233 125
062 530 518
018 692 970
062 521 579
017 270 053
062 515 250
015 955 448
062 510 790
014 740 912
062 507 620
013 618 827
062 505 395

012 582 165

068 731 818
067 986 932
065 649 104
063 695 979
063 287 653
059 759 222
081 478 684
056 107 590
060 092 936
052 700 034
059 031 390
049 509 905
058 218 199
046 518 129
067 595 259
043 709 761
057 118 059
041 072 249
066 752 503
038 594 544
056 472 470
036 266 635
056 257 953
034 079 303
056 093 623
032 023 976
055 967 739
030 002 648
055 871 807
028 277 816
055 797 435
026 572 443
055 740 846
024 969 923
055 697 496
023 464 049
055 664 288
022 048 993
055 638 850
020 719 275
055 619 363
019 469 749
065 804 435
018 205 580

(*) Liozby gny podano w gérnych wierszéch, hny — w dolnych wierszach; prze-
cinek lesy bezpodrednio przed pierwsza cyfry dana w tablicy.
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C. TAMKXOBUCKHA (Bponnas}
YHCJAEHHKIE BOIIPOCE PABHOMEPRHOHA AINNIIPOKCHMALNHUHA (11)

(06 oyerxazr ocwubru mausywuieli annpokcumMayuu)
PESIOME

B sToit pafore npemcTaBaeHN OLHEHKN CHH3Y 4HCeN £x(£) = min max|&(t)—y (),
veWy, <1
rae & — QyHKOMA HenmpepHBHAA B 3AMKHYTOM HHTepBade {—1, 1>, a W, — kaacc

BCeX anre6paHueCcKHMX MOJMUHOMOB CTemeHm He BHmE n. TawkuMm o0pasom, &n(E) ecrs
omrbra mamayymeit PaBHOMEpPHOK annpom:nmannn PyHxkun & OpU TOMOMM IOJIM-
HOMOB CTelleH¥ He BHIOE n.

Hoxyuyenw onenxn: 1° onenxa (2), B xo'ropon HUCHA €p. 1 k ONpeaeneHs GopMynoit

(3), 20 ouenka (4) AnA HempepHBHOk PyHuUUM £ = Zant' rae Yucaa dpm ONPEIeNeHE
I=

by
dopmyaont (5), 3° onenxa (10) xan dynknum & — Z‘m;t‘+ &', roe r — HATYpaabHoe

Yncio, &y — HempepHBHaA (HYHHKOHA OT apryueu'ra t, a wHCaa er:'ln’ eglrﬂx, ... ompe-
Aenenn Gopmynamm (6)-(9). Bce sTH ONeHKM BHITEKAOT U3 M3BEeCTHO! Teopemn Bamie
INyccena.

Hpowme Toro B paGore naxonAarcAa npuMepH M TabaMnu yucea ey i (Tabnuua l),
9am (Tabanna 2) B guy, Ane (Tabauna 3), BCTPEYAWIMUXCHA B MOJYYEHHHX OIEHKAX.

8. PASZKOWSKI (Wroclaw)

NUMERICAL PROBLEMS OF UNIFORM APPROXIMATION (11)
{On estimating the error of best approximation)

SUMMARY

The paper gives the lower bounds of the numbers e,(&) = min max|&(¢)— w(i)!,
veWq |l
where the function ¢ is continuous in the closed interval < —1, 1> and Wy is the class
of all algebraical polynomials of degroe not greater than n. en(#) is thus the error
of the best uniform approximation of the function ¢ by polynomials of degree at
most n. .
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The estimates are as follows: 1° estimate (2), where the numbers €ni1k 8re

o0
defined by formula (3), 2° estimate (4) for the continuous function & = Y 'u;#¥, where
=0
the numbers anm are defined by formula (5), 3° estimate (10) for the funetion
r—1
& = Z‘x,tl-{— &', where r is a natural number, & is a continuous function of the
1=0
variable ¢ and the numbers elin, ¢Max | are defined by formulas (6)-(9). All the
estimates are conclusions from a known theorem of de la Vallée Poussin.
The paper contains also examples and tables of the numbers ¢nyy x (table 1),

anm (table 2) and ggy, hny (table 3) occurring in the estimates.



