ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
V (1960)

CZEN PINiDZAN DZO-1 (Wroctaw)

O DZIELENIU LICZBY OBSERWACJI PRZY METODZIE
MIGAWKOWEJ

1. W produkeji. przemystowej wykorzystanie czasu przez robotni-
kéw gra powazng role. Na caly czas roboczy skladaja sie: czas pracy i czas
Przerw. Stosunek czasu pracy do catkowitego czasu roboczego oznaczamy
Przez p i nazywamy wykorzystaniem czasu przez robotnikéw.

Aby uproscié¢ objasnienia, bedziemy uwazali wszystkich robotni-
kéw za jednego robotnika i bedziemy méwili o wykorzystaniu czasu
Przez robotnika. Konkretnie mozemy to tak zrobi¢: Mamy np. 10 ro-
botnikéw, kazdy z nich pracuje 8 godzin; woéwezas bedziemy to tak
traktowali, jak gdyby 1 robotnik pracowal 80 godzin.

Mamy kilka metod, zeby odpowiedzieé na pytanie, jakie jest wyko-
rzystanie czasu przez robotnika.

Pierwsza metoda jest taka, ze obserWUJemy robotnika przez caly
jego czas roboezy i zapisujemy, ile jest w tym czasu pracy. Podzieliwszy
czas pracy przez catkowity czas roboezy otrzymamy wykorzystanie czasu
Przez robotnika. Metoda ta jest dokladna, ale w praktyce trudno ja sto-
Sowaé, bo koszt cigglej obserwacji jest bardzo' duzy.

Drugg metods jest metoda migawkowa. Metoda migawkowa polega
Da tym, ze zamiast ciaglego badania, stosowanego w pierwszej metodzie,
obserwujemy robotnika tylko w pewnych chwilach, np. obserwujemy go
losowo n razy i na podstawie wynikéw tych » obserwacji estymujemy
Prawdziwe wykorzystanie przez niego czasu roboczego.

Metoda migawkowa dawno juz zostata opracowana przez L. H. C.
Tippetta [2]. W Polsce zastosowah ja H. Biatek i S. Baumann [1].
BEstymujg oni wykorzystanie czasu przez robotnika p za pomocg wzoru
H. Rubina

m—l—%ﬁ
’n—l—l/’;’b— ’

gdzie n jest ilodcia wszystkich obserwacji, m jest ilodcia obserwacji pozy-
tywnych. Estymator ten jest najlepszy z punkbtu widzenia teorii gier [3].

p:
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Strate § spowodowang bledem estymacji p obliczamy ze wzoru
8 = (p—p)?ec, gdzie ¢ jest stata, a p jest prawdziwym wykorzystaniem
czasu przez robotnika. Oczekiwana strata wynikajaca ze stosowania
wzoru Rubina jako estymatora jest

c

E S R er——————

*) 4(Vn+1p’

wzér ten pozwala obliezyé liczbe potrzebnych obserwacji, gdy dana jest
dopuszezalna strata F(S).

Profesor H. Steinhaus postawil zagadnienie nastepujace. Caly czas
roboczy fabryki dzieli si¢ na trzy zmiany. W kazdej zmianie pracuje
r6zna liczba robotnikéw. Wartosé wiec produkeji kazdej z tych trzech
zmian jest inna. Mamy obserwowaé n razy robotnikéw w tych wszystkich
trzech zmianach, aby zbadaé¢ wykorzystanie czasu przez robotnika (tutaj,
jak poprzednio, uwazamy wszystkich robotnikéw pracujacych w jednej
zmianie za jednego robotnika). Jak nalezy rozdzielié tych n obserwacji
pomiedzy trzy ziniany, zeby strata byla minimalna?

Przyjmujemy, ze ogélna strata réwna sie sumie strat tych trzech
zmian. Oznaczmy wykorzystanie czasu przez robotnika w i-tej zmianie

3
(4 = 1,2,3) przez p;. W i-tej zmianie bedzie n; ( Y n; = n) obserwacji,
i=1
a p; estymujemy wielko§ciami

mi+%l/—7;i—
”H-l/’n_i

D =

(i=1,2,3).

Strate w i-tej zmianie spowodowang bledem estymacji obliczamy jako

(Ps —pi)?e; (1 =1,2,3).
Oczekiwana ogélna strata jest zatem (por. [3])

g(ny, gy Ng) 2 .
1y '¥2y 798 2 4(_'/%z+1)2 H
gdzie n,+ n,+ny; = n.

Zagadnienie sprowadza sie do znalezienia takich =,, n,, ng, Zeby
bylo n;+n,+n; = n i zeby g(ny, n,, n;) osiggalo minimum.

2. Rozpatrujemy ogélny przypadek, mianowicie gdy caty czas robo-
czy fabryki podzieli si¢ na % zmian. Mamy przeprowadzié n obserwacji
dla wszystkich tych %k zmian, aby zbadaé¢ wykorzystanie czasu przez
robotnika w kazdej zmianie. Strata w ¢-tej zmianie spowodowana bledem
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estymacji p; jest

¢ (Di—Di)%
gdzie
k
i—mt—'—%@a Znizn (t=1,2, , k)
YRS 7Y i=1

Zupelie tak samo jak w poprzednim paragrafie zagadnienie pro-
Wadzi do znalezienia taklego ukladu liczb catkowityeh n,,n,..., 0,

speliajgcego warunek 2 n; = n, zeby strata ogdlna

k
(1) G(Myy Mgy vuny My) = — Z l/n+l)2

Osiggata ‘minimum. Obliczamy to w sposéb nastepujacy.
Uwazamy n,,...,n_; za zmienne ciggle i oznaczamy je przez
LTyy oy Tx_y. Mamy

1 C; e
(2) 1y Wy cevyg dp} = —' ———k~— .
Y

R(')Zm'czkujaec flxy, ..y mk_l)' wzgledem «; (¢ =1,...,k—1) i przyréw-
Nujac pochodne czgstkowe do zera otrzymujemy uklad réwnat

(3) aa’; 1[Vw”/_wj+1 l/ Zw( ~k§mj+1)3]:°
i=1

(6=1,2,..,k=1).

Po uproszczeniu mamy
k-1

(4) (%)1/ (23 4 2306) ( 2‘171)2/3 (n mj)l/(,

7 i=1
(6=1,2,...,k—1).
Doktadne rozwigzanie tego ukladu réwnan jest bardzo trudne i po-
Przestaniemy na przyblizeniu. Jak pézniej pokazemy, uzyskane przybli-

Zenie jest wystarczajaco dokladne dla praktyki.
Niech rozwigzaniami ukladu (4) beds |

(5) B =binty (i=1,2,.., k1),
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gdzie ‘
E
bi=]/ci/j§1/07' (i=1,2,...,k),

Uwaga. Postaé¢ wzoru (5) tlumaczy si¢ tym, ze af = b;n jest do-
kladnym rozwigzaniem z lekka uproszczonego zagadnienia, w ktérym
po prawej stronie (1) pomijamy jedynki w mianownikach.

Nie tracgce ogélnosei mozemy przyjat¢ ¢, =6y = ... =0, czyli

by > by >... > b,. Podstawiajac af, b; do (4) i rozwijajac W szereg
k-1

lewe strony réwnari (4) otrzymujemy (przy zatozeniu |3 y; /nbk|'< 1,
i=1

[ys/ndl <1 (6 =1,2,...,k—1)):

b.\2/3 | k-1 L S
(6) (-,—,—"—) [(Bsm+ 3 + Bun+ 31— (an— 3 5y — (ben— 3 9" =
i j=1 i=1
_ bk /3 2 % 2 Yi \* 1/6 - z ¥ Y
B (b_z) [(bin) l3§(:)(bi%) +(bin) ;(;)(bz%)]—-
k-:‘l : kz—‘l
X gay 1 2 Yiv, * 1 Yiv»
. 2/3 3)[7=1 1y 1/6 5)[7=1 1Y
(bn) Z()( = )( 17— (byn) 2()( =S )( 1y —

b2
= (Bem) [(3’1) —1] +E 0B (b7 4 b ) g+ 305 0P Y g Ry = 0

T J£t,k

gdzie
k—1
® 2 R 2 Yi
R; = (Bun)™ [2 (E)l(byn) - (_._ . ) H +
" 1 k-1
® s X 41 2?/1 v
(] 2 1/6 3 Y ’ 1 6 i=1
+( ) "’*’”’2( )(bin)'"(b"”) IZ()(_ bim )

(6=1,2,..., k—1).
Pomijajac R; w (6) otrzymujemy uklad réwnan

b, \12 ‘
<b:.m)"6-[(7)-"—) —1] BT BT b g 30T Yy = 0

5 j2ik
('i _— 1’ 2, teny k_l),



O dzieleniu liczby obserwacji przy metodzie migawkowe] 183

ezyli
b b 1/2
(1+ 7}) ” ot U =3 B [1.__ (-;}‘-) ]
1 . 1
b | b \12
Y1+ (1+b—k) Ya+-... + Y1 = ‘32‘ (bk”)ll2 [1“ (?k‘) ]’
2 2
(7) ' ‘
| | b b, \Y?
A "|‘?Iz‘|‘---"|‘(1+bk )yk—1=%(bkn)llz{1—(bk ) ]
k—1 k1
Rozwigzaniem ukladu (7) jest
3 = by \ 2 .
®) 7=3Gn” D) [1— (2" | 1annar 6 =125,
=1 A
gdzie
- b, -
1+ 5 1 1
b
1 1+-2... 1
4= by = (a);
1 1 ... 1+ L
5 br—1

|4, oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a; w wyznaczniku |4|.

Niech

_bl(l—bl) _ b1b2 _ b1bk-1 ,_
i o 5
_baby by(1—0y) _ baby,y
B = by, by by
o beaby beabe br—1(1—bg_1)
B bz by b 3

Napiszmy



184 Czen Pin i Dzan Dzo-i

jest widoczne, ze

k—1
b,b; b\ bibs | b (1—1by)
Res == == — 11 _— ==
i Z b ( + bi) by + by
sy
__ (A—bk—be—by)by (by+ by) b n bi(1—b;) 0
bk bk bk Y
gdy ¢ 43§, 4,5 =1,2,..., k—1; mamy takze
_ 2 bi(1—b;)
b, b, -

v;&'&

byt by) (1—b; — b;— b,
(bitbe) A—b)  A—b—bb _ 0y o k1),

bk bk
a wiec
| "1 0 ... 0]
01..0
AB =1 = ,
|0 0 ... 1]
czyli
B=A*1=(|A""l)_
|4]
Stad otrzymamy
|45 b;b C
iRl b,;’ (6 # 5,15 =1,2, .00y k—1),
®) |4l b;(1—b;)
Vﬁ = — ™ o (i=1,2,...,k—1)

Z (8) i (9) otrzymujemy zatem
-1

(10) y‘i=§(bkn)‘“{[1—(2—’:)m] Z[ ( ) ] ;if}=

:,e

—1 n/{z B b (b)) =

9#%

?r

k

=3 llz(bem bi“) =an'? (i=1,2,..,k—1),

i=1
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gdzie ,
k
(11) a; = 3 (b; S‘b‘/ﬂ'—b;ﬂ) (6 =1,2,...,k—1).

Tak otrzymujemy rozwigzanie przyblizone ukladu (6).
Rozwigzaniem zagadnienia postawionego na poczatku niniejszego
paragrafu jest zatem
;h_’b =5 [b,‘,n"l— ai’nllz
(12) k-1 (1=1,2,..., k—1),

'Tbk = ’n~—2 ﬁ,‘;
i=1 ~

przy

2 ay
gdzie [1] oznacza czeié calkowitaJ liczby I, liczby a; nalezy wyrazi¢ przez b;
wedlug (11), a liczby b; znowu przez ¢; wedlug (5).

3. W niniejszym paragrafie zajmiemy si¢ bledami wzoru (12). Zro-
bimy to tylko dla przypadkéw %k =2 i k =3, gdyz oszacowanie dla

k > 4 jest bardzo trudne.
Wzér (6) w przypadku k¥ = 2 ma postacé

a,;l/;
b‘i "

<1,

<1 (i=1,2,..,k=1),

1/2
(13) (bzn)”"[(-z—a—) __1] +2b,7 0BT by )y +R(y)= 0,
1

gdzie
W) B =" ) (){b —(nm (L) +
s SR
m(bzn)”ag (f) {bz"—(—=b)~ }( )
-I-bg“"n”“j (i) (b " — b (1Y) (%)

y=1

gdy |y/nb,| < 1.



186 Czen Pin i Dzan Dzo-i

Latwo zauwazyé, ze dla y > 0 R(y) ]est nieujemng funkcm niemale-

jaca. Stad wynika R(aVn)> 0 (gdy <

< 1), gdzie a = 3(b, b} —
: no, o
—byb1?) > 0 przy b, > b;. Rozpatrujemy teraz nastepujace réwnanie:

‘ 1/2 _
(bzn)”"[(%) = 1] + 30 B (b7 4+ b )y +R(aVn ) = 0.
1

Rozwigzaniem tego‘ réwnania jest
yy = 2(b, DY — b} by) ' — b, Y n P R (aVn) =
= aVn —3b,b*n**R(aVn) < aVn;
podstawiajac y; do (13) otrzymﬁjemy
—R(aVn)+R(#) <0

Stad wynika, Ze prawdziwe rozwigzanie (13) znajduje sig 'W"prz;e-
dziale (y;, aVn) i e aVn —y; = 3b,b1*n'*R(aVn). Zeby pokazaé, jaki
jest blad wzoru (10) w przypadku k = 2, wystarczy zatem oszacowaé

réznice a¥n —y;. Przy- zalozeniu bl/'n < 1 mamy
] ™
J(aVn 3\|[aVn -2 a1 @ |
o) <o (S S| () oo 5 55 -
4 ( a \3 | | [2\ ][ aVn -t
I L BUS U6 § )
Sl(bll/n)]+ l/'n;()(ba'"' +

1 b2)2/3 I
+ = |==] (byn)Y <
] ( ( 1 ) bll/;

bﬂws—m[”\_@_JLYH_EE—E—M_iiCJij_
9 byn 81 p,Vn 63 \byVn

_5 usf_ @ )2
g1 (2 (blﬁ +

7 a \' 7 a 1/ a |\?
+b; an™? [—— — (1 - —::) et (-—-—) ]+
* 6 bV ! T2 bVn T2 \pVn
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-I-%bfg"zbgﬁ’an"”s <

< by 43 g2~ 13 [— — s " _"Tbl 2b2’3a2n“”3+
+-b; S qn 13 o 72]-1- < b7 32203 gy~ 13
b_4’3a,2n_”3 s ) —1/3_|_ b—sre nl 4
+_;_b§/3 b1—3/2 cm—z/a _

= by b, (B — BIPY — 55 b B (BY — )+

—I—%b}/z(b}ﬁ 1/2)+ ba/zb 1(b1/2 b;ﬂ)].
Mamy wiegc

aVn —yl = >nPplBh R(al/n) <

187

< 3 by (01— By — 5 B3 (BY — b3*)2 + 5 B3 (b} — ) +

BRI —b?) <
< (B2 — b [3 b, + by + 5 (B —BE)BY* <
< (B} — B by 503 < 4
(bo b, < 3).

Wynik ten pokazuje, ze bez wzgledu na n i ¢, ¢, blad wzoru (12),
w przypadku % = 2, nie przekracza 4. Gdy n jest do§¢ duze, co w prak-

tyce czesto sie zdarza, blad wzoru (12) mozna zaniedbaé.

Rozpatrzmy teraz przypadek % == 3. Trudno byloby w tym przy-
pPadku zbadaé dokladnos$é rozwigzania (12) tak jak w przypadkn k = 2.
Ale mozemy dowie§é, ze gdy » jest dostatecznie duze, to rozwigzanie
réwnan (6) znajduje sie w pewnych obszarach. W ten sposéb. oszacu-

jemy blad rozwiazania (12) dla dostatecznie duzyeh .

Gdy b, =b, =0b, =3, to dokladne rozwigzanie jest n1 = Ny =

Ny = In, Zakladamy wiec b; # i.
Dla % = 3 mamy rozwigzaé ukiad réwnan

by \*13 6 ' 2/3 .
(IT) [(Bim+ 4 )+ (Bsn+ 9:) 61— (bam— Y1 — Yo" —

— (bgn—y,— f’/z)ll6 =0

('i =1’2)7
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czyli uklad

f 2/3
Fin(@, y) = (Z—) (Bt )+ (byn+ @) 9] — (g — )5 —

1
(15) —(bgn—z—y)* =0,
b 2/3
Fop(z,y) = (b_z) [(bln+w)2l3+(bln+$)l(6}“‘
1
— (ban+-y)*P — (ban+y)* = 0.
Zalozmy, ze

&

<1, <1, <1.

Y
bin byn byn
Rozwijajac F.,(z,vy), Fy,(x,y) W szereg dtrzymujemy '

ba\l/2 |
Funto,9) = | (52) = 1]+ Somemp o 40 0t

1
+R1n(w’ :’!)7

by

172
Fanloy ) = (5] 1]+ 307P0805 015700 4 Bunte, ),
1

gdzie
. 2/3 Nt A
By, (w’ Y) = (byn) % ( )[( 1'n) ( byn )]+
x - —2—Y\. _ip
) (bln)bI - ( bgn )b31 ]’
2/3 G I A
Rzn(wy?/) (b2m) ( ) bl'n) (’ba’n)]_{_

s S e

r=1

1
b2/3 1/6 (
V4

Podstawiajac do wzoru (15) a,Vn, a,Vn, gdzie a, = + (b Zb‘” b””)
t=1,2,3, zamiast &,y otrzymujemy
Fin (a0, agn'®) = Ry (0,012, ayn'?) = gin~ ' 4 0(n=5),

(16)
Fon(ayn'?y ayn*?) = Ry (a;n'?, a,0'?) = B0~ "2+ O (n =56y,
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gdzie

3
B = B (05— b — 25PN 01 (05— 01,
j=1

Jest

Rip(a,n'?+dy,
Bo (a0 + dyy ayn'®+dy) = Bn™' B4 0(n™%F)

3
Bo = (05— b7 — 4B 3 b1 (B BT ).
‘ i=1

az'"/”2+d2) = ﬁin—lla‘]‘ 0(”_5/6)’

189

dla statych d,, d, (niezaleinych od n). Aby w (16) znikal skladmk n 13,
‘Wystarczy zatem wzigé przyblizone rozwigzanie

tak, zeby bylo

czyli

di=

m, = al]_l/; +dl7

y = aVn +d,

BP0+ a4 b5 ] = — 6y,
303° (0 A — b7 dy) = — B,

(3b;,—1) %Z 1l2(b Zbuz b1/2

Mamy wiee inne rozwigzanie przyblizone. Bedzie

Frp(an'lP 4 dy, agn'®+ dy) = 0 (n™%°),
Fon (a0 P+ dyy ayn'®+ dy) = O (n™5%).

Ocenimy teraz rozwigzania (12), gdy k¥ = 3. Najpierw udowodnimy
LeMAT. Niech @, (z,y) bedste funkeja rosnaeq zmiennych = i vy,
@ Gy(x,y) dla ustalonego y funkejq rosnacq x i dla ustalonego « funkejg

Malejacq y.

Jeteli G, (%os Yo) = 0, Gy(20y Yo) = 0 © isinteja (w1, G1)y (@29 2)y (T2, Y1),

(@,, y,) takie, ze

to

G1(®, 1) =0,
G, (x,, ¥3) <O,
G (Zyy 41) =0,
G (%y,9,) <0,
Ty < Ty < Wy,

Gy (21, 5,1) = 0,
Go(®3, ¥2) < 0,
G2 (%1, Y1) <0,
Ge(Zs, ¥2) =0,

Yo < Yo S Y-
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Dowdd. Jezeli x, > =, to z zalozenia latwo wynika, ze @, (x,, 7,) > 0,
Gy (xy, 7,) > 0, & wiec zachodzg nastepujace -nieréwnodei: 7, < yo < ¥
To jest sprzeczne. A zatem x, < x,. Zupelnie w ten sam sposéb mozemy
dowiesé, ze

Ty K Loy Yo <Y 1 Yo <y,
czyli ,
Ty STy STy Y2 S Yo Sy

czego nalezalo dowiesé.
Fra(an'®, ayn'dy) = (8,4 4b; P d)n™ P+ 0O (n™%°) =
= — 350+ b7 P4 0 (n ),
.an(alnll'a” a2n112+ dz) — (ﬁz_%bé—l/.?.dz)n—l/?,_’_O(n_slé) —_
— _%b§/3b;1d1n~—1/3+ O(n_slﬁ),

b
Fln(al’)’bll2+ dl—_ b3, a2%1/2+d2) _— —%bgla (1 _+__b_3)n—l/3+ 0(%_5/6)
. 1

Pon (a4 dy— by, aynPt &) = — 3037807 07+ O (n™5F).
Jezeli d, #% 0, to
Pralan?+d,, ayn'®) = [f,+$b23 (b7 + b3—1)d1]n_1/3+0(n_5,ﬁ) _
= —§b; Pd,n™ P4 O (0",
Fon(@, 0+ dy, ayn'®) = (Bo+ 353707 d) 0 P4 O (n~50%) =
= b P dynT P4 O (075,
P (a0 +d,, a;n'?4 dg—l;_ebs) = $eb2Pn 8L O (000",

Fon(a, 0+ dyy agn'? 4 dy+-ebg) = —§eby *byn™ "4 0 (n "),
gdzie : '
1 da d;>0,
—1 dla 4,112 <0,

& =

Dla dy = 0 jest
Fra(@yn'?+ dy, 63074 b)) = §°n74 0 (n~%),
| Fon(@gn o dy, agnt+by) = — 5P bgn T 0 (05,
Fia(yn*+ dy, 0,0 —by) = —§53P0P 0 (n™),

Fo(ayn'*+ dy,y agn'l®—by) = %bz—ll-sbs’n__l/a—i: 0(n™%®).
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Poniewaz

3 3
ay = 3(b, 3 BP -6 =1 3 0P 01— b)) > 0,
: i=1

Fe=1
3
dy = —3(3b,—1)—3 ) bj*a; <0,
fﬂl

wige gdy » jest dosyé duze, to F,,(z,y), Fy,(x, y) spelniaja warunki le-
matu, jak latwo zobaczyé. Z lematu wiemy, ze dokladne rozwigzanie
(@4, y,) réwnan (15), gdy » jest dosyé duze, znagdme gie w obszarze

{(z, ¥): a0 +d,—b; <o < a,n'?, ayn'*+d, —b <y < an'?,
gdy d; <0,
{@y): an'P+d,— by <@ < ayn'?) apn'® <y < agn'*+dy+ b)),
| gdy d, > 0,
{@,9): anPtd—b, <o < a4 —by <y < azn'®+ by},
gdy d, = 0.
Wobec tego, gdy n jest dosyé duze, blad rozwigzania (12) dla %, nie
Przekracza 3, bo
—dy+ by = 3(30,—1)+ + Zb"z ZW bi/2)+ba <

< (35, —1)5V3 (V3 —1)b,+ by < 3;

dla m,, gdy d, + 0, nie przekracza 3, bo
3 3
1t |dyt eby| = 1+[3Bh— 1)+ 3 52 (b, 3 b} —b}") +eby| <
=1 7=1

< 1+%+§ <3 (bo b, < })

8dy d, =0 nie przekracza 1+ 2b, <1,7.

Dla ﬂustracp proponowanej metody przybhzonego wyznaczania
liezb n,,m,,...,n; rozpatrsymy przyklad &k =3, n =100, ¢ = 0,5,
% = 0,3, ¢; = 0,2. Mamy wiec znaleZé podzial stu obserwacji na trzy
Zmaa,ny, gdy strata spowodowana niedokladnofcig estymacji p; wyzy-
Sxania cza.su p;, na ¢-tej zmianie (¢ =1,2,3) jest proporcjonalna do
(B~ py)t



192 Czen Pin i Dzan Dzo-i

W tym celn znajdujemy najpierw z wzoru (5) wieltkosei

0,5 , 0,3
b, = —=—— 1/; — = 0,4155, b, = —— ‘/?JE — = 0,3218,
¥0,5 +70,3 +70,2 V0,5 +V0,3+70,2
0,1
by = —— '/O; —— = 0,2627.
V0,6 +V0,3 +V0,2

Nastepnie z wzoru (11) obliczamy
a; = 3[0,4155(0,4155"* 4 0,3218'72 -+ 0,2627"%*)— 0,4155"*] = 0,1077,
a, = —0,0186, a; = —0,0891
i z wzoru (12) otrzymujemy 7, = 52, n, = 30, n; = 18,

Aby przekonaé si¢ o dokladnos$ci proponowanej metody przyblizonej,
obliczyliSmy jeszecze kilka przykladéw, w ktérych liczby =#,, %,, 7, mozna
bylo poréwnaé z dokladnymi rozwigzaniami n,,n,,n,. Aby uzyskaé
takie przyklady, rozpoczynaliémy rachunek od dogodnie obranych liczb
Ny, Mgy Ny (OP. 7 = 16, ny, = 9, n; = 1). Nastepnie rozwiazujae uklad
réwnan (4) obliczyliémy stale ¢, ¢y, ¢; (z dokladnodeia do statego wspol-
czynnika), & z nich liczby b,, b,, b;. Dalej postepujac¢ jak w powyzszym
przykladzie, obliczaliSmy przyblizone ilofci obserwacji %, %,, 7;. Wyniki
"szes$ciu takich poréwnan, przedstawione w ponizszej tablicy, wykazujg
duzg zgodno§é liezb %, n,, 7, z dokladnymi n,, n,, n,.

= ns = ilo&é obserwa- o
- . . n; = dokladna ilosé
ogélna ‘ ¢ji dla i-tej zmiany .. L
o6 b; obliczona 7 wzoru obserwac;].la dla ¢-tej
zmian

obserwa- (14) v
L "R b3 my ng | ng ng | my n3
26 | 0,573 0,355 0,072 16 9 1 16 9 1
51 | 0,493 0,493 0,014 25 25 1 25 25 1
105 | 0,9187 | 0,0585 | 0,0228 101 3 1 100 4 | 1

677 | 0,3766 | 0,3324 | 0,2910 256 224 | 197 256 225 | 196
1010 | 0,7108 | 0,2588 | 0,0304 729 255 26 729 256 25
10000 | 0,82878 | 0,12496 | 0,04625| 8334 | 1224 | 442 | 8334 | 1225 | 441
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEF AKADEMII NAUK

I UNIWERSYTET WROCLAWSKI

Praca wplynela 5. 6. 1959

9YEHb-IHHD u JSAH HA3Q-U (Bpomaas)

O PABOEJIEHHHA KOJHYECTBA HABJIIO,ZIEHPIH 1P ITPHMEHEHHH
MIHOBEHHOI'O METOHA

PESIOME
MrroBenHEI!t METOX CIYMUT OLEHKEe BPEMeHHM, MCIONb3YeMOro Ha paloTy Io
(IJOpMy.ne Py6nua
m-- 5V n
—_—
n+yn
The n — umemo HabmomeHMit, m — 4mcio Tex HAGHIOAeHWA, B KOTOPHX paboumit

IPynuacsa. MaTeMarHdecKoe OMKUAAHME KBAAPATA OMMOKM IPH INOJAB30BAKAE BTHM
MeTomoM paBHAETCH

5:

1

- o _ -
B = 0 Yay

IIycrs Teneps zapopn paboraer B k CMex npw pasHoM 4mcie paGoumx B Kammolt

3 mwx. [pumeHss MTHOBEHHHIX MeTOJ, RexaeM n; HaGulofeHWR B 4-0ft cmeme. Ipern-

Donmaraercs, uro o0mas IOTepsA, BHBBAHHAS OMMOKAMEA ONEHKM HEWSBECTHHX Napa-

MeTpoB p; BHparkaeTcA CyMMONM KBaJpaToB OTKIOHEHMIL ﬁi—pi, YMHOMeHHHX Ha

H3BecTHEE KODPPHUIUEHTH C;. Taxum ob6pasom oxumannas morepa K (S) Buumcaaerca

To dopmyaae
k

B(S) = 2’—6‘--_—
i=1 4(1— l/n’l )2

ABTOPH PaCCMATPHBANT B3afayy ONTMMAJIBHOr0 paspgeieHMsa oGmero Ko.d-
qecrng RaOmofeHMi n Mo cMeHAM (B = M-+ ngt...+ ng), npH KOTOPHX OMMHAAHHAA
Toreps F(S) mocTHraeT cBOBT0 MHHHMYMA.

Apropst Hamau Popmyay, (12), xoTopasA Hgaer NpUGIMHEHHOE DelleHNMe HOCTA.-
BleHHO# sapaum. Ommbka oTore npmbumsmeHus omeHeRa B pabore maa k = 2, 3.
HPHMepH BHYHCHCEMIN M CPDABHEENS HPUOIHKEHHHX PesyldbrTaToB ¢ TOYHHME YKaza-
HH B valaume, mpmBeMeHHOR B KOHIe pPaGOTHL.

Zastosowania Matematyki V. ?
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CZEN PIN and DZAN DZO-I (Wroclaw)

ON THE DIVISION OF THE NUMBER OF OBSERVATIONS BY USING
THE RATIO-DELAY METHOD

SUMMARY

The Ratio-Delay method estimates the working time of workers with the aid
of Rubin’s formula
- m—}—?ﬁ/;
p T e 9
n +‘l//n,
where n is the number of observations, m is the number of positive observations.
The expected value of the square error of this estimation is

1

Ep—pP = ——————.
= 4(14Vn)?

Let us assume now that the factory works in k shifts and there are different numbers
of workors in each ghift, Using the Ratio-Dolay method we mako n; observations
during the ¢-th shift. 'We suppose that the total loss caused by the random errors
of the ostimations of unknown parameters p; is equal to the sum of the squares of
differences p;— p; with the given coefficients ¢;. The expected loss H(S) is then

k

0L
B ‘g 4(1— Vg2
The authors discuss the problom of optimal division of the total number of obser-
vations # into %k shifts (n = n;+ ny+...4 mg) in order to minimize the expected loss
E(8). The formula (12) gives the approximation of tho solution of this problem.
The error of this approximation is estimated for ¥ = 2, 3. Some examples are cal-
culated and compared with the exact solutions.



