J. PERKAL (Wroclaw)

GEOMETRYCZNE WSKAZNIKI LAK

1. Wstep. Nowe warunki, w jakich znalazly si¢ 1akie nauki rolnicze,
jak hodowla zwierzat, uprawa lak i pastwisk oraz uprawa roflin struk-
turotwoérezyeh, spowodowaly dazenie do latwej i obiektywnej oceny
zarognigeia Igki, pastwiska czy gleby przez trawy, inne rofliny pastewne
lub strukturotwoéreze. Xigkarze, lub ogdiniej botanicy, uzywaja do tego
celu jednego tylko obiektywnego wskaZnika, mianowicie pokrycia lgki
przez rofliny badanej odmiany, to jest stosunku pola pokrytego przez
te rodliny do pola catej lgki.

Rodliny rosng na lace pojedynczo, kepkami lub wiekszymi platami
(w spos6b ciagly). Pojedyncze roéliny Iub kepki mogg rosnaé gesciej lub
rzadziej; kepki moga byé wieksze lub mniejsze; wielkodci kepek moga
byé bardziej lub mniej zréznicowane. Wszystkie te cechy laki okresla
sig na oko, a co za tym idzie — bardzo subiektywnie. A wlagnie na takich
cechach opiera si¢ klasyfikacje lak, ocene ich stanu i rozwoju, poréwnuje
sie laki lub odmiany roélin. Warte wigc opracowaé obiektywne metody
pomiaru lak i wkaZnikéw charakteryzujacych opisane cechy.

Niniejsza praca jest préba charakteryzowania lak za pomocs pieciu
wskasnikow:

1. Pierwszy z nich, oznaczmy go przez n, ma okreslaé ilodé kepek
(platéw) na jednostce pola.

2. Znany lakarzom wskaznik pokrycia oznaczamy literg p. Srednia
wielkodé pola kepki jest stosunkiem p/n.

3. Trzeci wskaznik, §redni obwéd L, kepki lub suma L obwodéw
kepek na jednostce pola (L,=L/n) charakteryzuje wraz ze $rednim polem
kepki jej ksztalt. Jedli przy tym samym polu obwéd kepki jest mniejszy,
kepka ma ksztalt blizszy kota; duze obwody §wiadeza, e linia brzegowa
jest rozwinieta.

4. Stosunek pola do dlugodei linii brzegowej oznaczmy przez H.
Jest to wskaznik charakteryzujacy ksztalt kepek. Opiszemy réwniez
inny wskaznik ksztaltu, F, bedacy stosunkiem pola kepki do kwadratu
jej obwodu. Wskaznik F zalezy od ksztaltu i od zréznicowania wielkodei
kepek.

Zastosowania, Matematyki II 2
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5. Inne informacje o ksztalcie i zréznicowaniu wielkodei kepek daje
wskaznik V bedacy wspélezynnikiem wariacji pewnych mierzonych
odcinkéw (cigeiw).

W niniejszej pracy podamy kilka sposobéw oeeny tych 5 wskazni-
kéw za pomoeg prostych pomiaréw punktowyeh, liniowych i powierzeh-
niowych. Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w statystyce estymator
wskaznika # bedziemy oznaczali przez a.

2. Geometryzacja zagadnienia. Biake uwazamy za poziomy obszar
plaski Z. Rzut pionowy na plaszezyzne lgki roflin badanej odmiany
(np. kostrzewy Igkowej) lub badanej grupy odmian (np. motylko-
wych) uwazamy za zbiér Z’ lezgcy w obszarze Z. .

Do kazdej odmiany (grupy odmian) mozna dobraé takie &, zeby rzut
pionowy pojedynczej rofliny, rzut kepki lub rzut cigglego pokrycia sta-
nowit zbiér e-spéjny, natemiast rzut
dwéeh roélin oddzielnie rosngcych lub
rzut dwéch oddzielnych kepek stanowil
zbilr e-niespéjny o dwich s-komponen-
tach. (Precyzyjne okreslenie &-spéj-
no$ei mozna znalezé na przyklad
£, w [1], str. 298. Rysunek 1 wyjasnia
to pojecie w speséb popularny.)

Przez Z oznaczmy e-uwypuklenie
zbioru Z':

Rys. 1. Zbiér zlozony z czefci A,
Bji C nie jest &-spéjny i sklada
sie z trzech ¢,-komponent. Ten
sam zbiér nie jest e;-8p6jny, lecz
sklada sie tylko z dwéch ¢;-kompo-
nent, poniewaz e¢zeéci A i B stano-

Z =W, (2"

Jest to zbiér, ktorego dopelnienie

wig jedng e-komponente (to jest
zbibr g,-8p6jny). Ten sam zbidr jest
£5-8pojny

L—W,(Z') jest sumg wszystkich két
(bez obwodéw) o Srednicy e, lezgcych
w obszarze Z a nie majgcych punk-

t6w wspélnyeh ze zbiorem Z'. Opera-

¢ja e-uwypuklania nie zmienia s-sp6jnosei; to znaczy jesli jaki§ pod-
zbiér E'CZ’ jest e-spéjny, to zbior E=W,(E') jest tei e-spdjny i na
odwrét, jedli zbior E=W,(B’) jest espéjny, to i zbiér B’ musi byé
e-3pbjny. Operacja s-uwypuklania nie rozrywa ani zlepia s-komponent.
Naszym zadaniem jest scharakferyzowaé nastepujace wlasnosei
zbioru Z: 1. ilo§é e-komponent zbioru Z na jednostke pola obszaru Z,
2. wzgledng miare, tj. stosunek miary zbioru Z do miary obszaru Z i §red-
nig wielko§é e-komponent, 3. fredni obwéd e-komponenty lub diugosé
brzegu zbioru Z na jednostke pola, 4. stosunek pola zbioru Z do dilugosci
jego linii brzegowej i 5. wspélezynnik wariacji tego stosunku. Ostatnie
dwie wlasnodei méwig zarazem o wielkodei e-komponent, o zréznico-
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waniu ich wielkosci i o kszfalcie, przy czym przez ksztalt nalezy tu ro-
zumieé rozwinieeie linii brzegowej s-komponent, tj. dtugosé linii brzegowej
przy ustalonym polu e-komponenty.

Wszystkie te charakterystyki bedziemy szacowali na podstawie
najprostszych pomiaréw prébkowych stosowanych w lgkarstwie. Beda
to mianowicie pomiary: punkiowy prébki 0-wymiarowej, taémowy prébki
1-wymiarowej i trdjkqtowy prébki 2-wymiarowej.

3. Pomiar punktowy, Idealny pomiar punkiowy polega na losowaniu
punktéw obszaru Z (np. niezaleznym losowaniem rzednych i odcigtych)
i Hezeniu frakeji punktéw trafia-

jacyeh w zbiér Z. Ta liezba
punktéw podlega rozkladowi dwu-
mianowemu o Sredniej réwnej /

wzglednej mierze zbioru Z. Pomiar c >
taki nie pozwala na oszacowanie u “ “ U “
zadnej innej interesujaeej nas

cechy zbioru Z prbez jege wzgle-
dnej miary, tzw. pokrycia zbio-
rem Z obgzaru Z. (@8]

Tgkarze uizywaja innego po- Rys. 2. Linijka Lévy’ego. Na lace widaé
miaru punkioegn, o misnowigi 8K Tle Mo viminy | ik
Pomiaru linijkq Lévy’ego [2]. Jest i dziyevfiq;;y zab (xz;zem cztei'y’r lz)Qil!)yy)’ przysi
to grzebien o daziesigciu zgbach tykaja do roélin badanej odmiany
odleglyeh o 10 em jeden od dru- .
giego; dlugodé grzebienia wynosi okolo 1 m. Grzebien ten ustawia si¢ zg-
bami ku ziemi (rys. 2)iliezy sigilo§é zebéw przytykajacych do roslin bada-
nej odmiany, czyli trafiajacych w zbiér Z. Zmienna p oznacza frakecje
punktéw jednej dziesigtki trafiajacych w zbiér Z. Wartosé oczekiwana
tej zmiennej losowej réwna jest pokryeciu p(Z). Jefli przez 7P ozna-
czymy $rednig arybtmetyczng zmierzonych wartodei zmiennej p, to P
jest estymatorem pokrycia p(Z):

(1) P(Z)=7.

Wariancja ¢* zmiennej p moze si¢ okazaé normalna, podnormalna lub
badnormalna, odpowiednio do tego, czy niezalezne, ujemnie Iub dodatnio
skorelowane s3 nastepujace zdarzenia [3]:

a) punkt A nalezy do zbioru Z;

b) punkt B, losowe wybrany spodréd odlegiych od 4 o 10 om, nalezy
do zbioru Z.

Zdarzenia a) i b) sg skorelowane dodatnio w wigkszodei odmian
rodlin lgkowych przeze mnie zbadanych. Powoduje to nadnormalnosé

2%
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wariancji, a ¢o za tym idzie mniejsza pewnodé szacowanego tg metoda
pokrycia p(Z). W celu zmniejszenia tej nadnormalnogei racjonalne byloby
dla szacowania p(Z) powiekszy¢ w linijee Lévy’ego odleglo§é miedzy
zebami z dziesieciu do kilkunastu cm (zaleznie od badanyeh odmian).

Dodatnia korelacja zdarzer a)i b) moze byé wynikiem wielkodei
e-komponent zbioru Z i odleglosei miedzy nimi. Mozna wiee miare nad-
normalnogci warianeji zmiennej p uzyé za wskaznik charakteryzujacy
wielko$é e-komponent i odleglodei migdzy nimi. Wskaznik ten nazwijmy s:

0_2

Tl @ - p(@)]

Nastepujaca tablica zawiera wartodei tego wskaznika dla zbioréw Z
zlozonych z ko6t o promieniu 7 i o $rodkach lezgcych w wezlach siatki
kwadratowej o boku g. Wariancje obliczylem z 10 obserwacyj po 10
punktéw rozstawionych na linijee Lévy’ego co 10 em.

TABLICA 1
Wartosei wskaznika s w zaleznosei od g/r i 7
]T f ! f .
SIT 20l a5 ] 30 35| 40| 48] 50| 60 | srednio
S Y RO AR L i —

50 19| 30| 54 ' 38| 46 33| 39 131 49

20 06| 1,8 1,3 1,2 | 1,9 25| 20 11 1,6
10 L2l oe7|l L2, 17! 1,5 1,8 1,0 21 1,4
6,7 04| 07| 08 13| 06 04| L2 09 0,8
érednio 1,0 1,6 22 20| 21 20| 20 43 2,2

Jak widaé, wielkodé wskaznika s zalezy bardziej od wielkosei kot
niz od ich rozmieszczania. Dalej opiszemy inne wskazniki nadajace sig
lepiej do okreslania wielkofci e-komponent. Wskaznik s mozna wiee
w praktyee pomingé.

4. Pomiar tasmowy [4]. Pomiar tasmowy polega na N-krotnym
losowym rozeiggnieciu na Iace taSmy mierniczej o dlugosei I, (gdzie
k=1,2,...,N jest numerem rozciagniecia) i na zanotowaniu wspélrzed-
nych, to jest odleglodei od poezatku tasmy wszystkich punktéw, w kto-
rych ta$ma przecina brzeg zbioru Z. Odejmujac kazdg wspéirzedng
punktu wejdcia ta$my na zbiér Z od wspélrzednej nastepnego punktu
zejdeia tadmy ze zbioru Z, znajdujemy diugosé cigeiwy zbioru Z. Otrzy-
mujemy wigce statystyczny szereg dlugosei cigeiw zbioru Z. Cigeiwy te
oznaczamy przez dy, gdzie k=1,2,...,N jest numerem rozcigghigcia
tamy a {=1,2,...,m, numerem cigciwy ha tafmie; m;, oznacza ilosé
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cigeiw zbioru Z na ta$mie przy jej k-tym rozclaygme_om ‘Przez losowe
rozeiggnigcie taémy rozumiemy rozeiagniecie jej wzdiuz prostej o losowo
wybranych wspélrzednych Croftona [5] » i & (—oo<r<Loo, 0<KI<n).
Réwniez poczatek tadmy i zwrot na proste] wybieramy losowo.

. Przez m(Z,r,d) oznaczmy miarg liniowg na prostej o wspélrzednych
r,9 przecigcia tej prostej ze zbiorem Z. Wiadomo ([6], str. 284), ze dla
kazdego ustalonego & plaska miare zbioru Z mozna okreslié wzorem

m(Z)= [ m(Z,r,9)ar,
skad
17 %
" Z _= ‘ Z . |
m(Z) - of _{om( o, B)drdd
Pokrycie, ‘czyli wzgledna miara plaska zbioru Z, wyraza sie wige Wzorem
/""y‘(Z) of f /’n([’l"fﬁ)drdﬁ

p(Z)ZZ'_"("‘L': ;: .
W) T, 8)drds

0 —o0

Wprowadzmy estymator pokryecia
‘V

Zm(d )k,ﬁk)

Przy szalozeniu ekwipartyeji réznyeh rozeiggnieé tasmy estymator 7
jest zgodny i meobcla,zony

Licznik wyrazenia na p jest sumg wszystkich cigciw zbioru Z przy
wszystkich N rozciggnigeiach tasmy. Mianownik jest sumg dlugosei
tasm. Wynika stad praktyczna metoda szacowania pokrycia p(Z). Nalezy
mianowicie sume dhlgoexm cigeiw zbioru Z podz1ehé przez sume dlugosci
tagm:

.".Ms

Llc
SR 2
U

N
2
(3) = £l

S

k

—

Bstymacja wyrazona ostatnim wzorem jest tym dokladniejsza, im wie-
ksze jest N.

Mozna by badaé rozklad estymatora p i w szczego].noém ]ego War-
riancje. Uwazam to jednak za zbedne. Wariancja teoretyczna estymatora
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P jest znacznie mniejsza od wartosci jego wariancji empiryeznej, wyniklej
z niedokladnosci odezytan punktéw przecigcia tasmy z brzegiem zbioru Z.
Szybkosdé zbieznodei estymatora p nalesy szacowaé wylficznie na pod-
stawie wariancji empiryeznej.

Przez n(Z,r,d) oznaczmy liczbe punkiéw, w ktérych prosta o wsp6l-
rzg¢dnych r,d przecina brzeg zbioru Z. W mysl twierdzenia Croftona [7]
dlugosé A brzegu zbioru Z wyraza si¢ wzorem

1800
=§6ffmné? Fardd.

Wrrowadzamy wskaznik H(Z) réwny stosunkowi pola (miary plas-
kiej) zbioru Z do dlugosci jego brzegu. Bedzie on mial wymiar diugosei;
gdy zbiér Z powigksza sig homotetycznie, wskaznik H(Z) wzrasta pro-
porcjonalnie do liniowych wymiaréw zbioru Z; zalezy on wreszeie od
tego, czy linia brzegowa zbioru Z jest bardziej czy mniej rozwinieta
{(moze si¢ ona skladaé z wielu krzywych zamnkigtych).

1%

m(Z) ;f fm(z"",ﬁ)drdﬁ
M EEE:
2f f” Z”,'ﬁ)dwdﬁ

[

H(Z)=

Estymatorem wskaznika H moze byé d/x:

N
2 2 . i(2)

(4) Iz == Fg)=

"
k:l

Wielkosé d(Z) jest to érednia cigeiwa zbioru Z. Ze wzgledu na znaczne
bledy pomiarowe, wartodci empirycznej wariancji redniej cigeiwy prze-
wyiszaja teoretyczng i dlatego empiryczna wariancja stanowi o dokladno-
Sei estymatora.

Srednie kwadratowe odchylenie cieciw (o;) jest niezalezne od d.
Moze wige ono shuzyé za nowy wskaznik dajacy nowe informacje 6 ksztal-
cie zbioru Z. Zwlaszcza nadaje sie do tego wspdlezynnik wariacji cieciw
czyli stosunek kwadratowego odchylenia dredniego do fredniej cigeiwy

() V(%) = %@.

Wskaznik V(Z) nie ulega zmianie przy przeksztalcaniu hometetycznym
zbioru Z. Wskaznik ten nie zalezy wige od wielkodei zbioru Z i jego
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e-komponent, zalezy natomiast od ksztalbu s-komponent i zréznicowania
ich wielkogei.

5. Wskazniki' H i V dla kél i elips. Niech Z bedzie plaszczyzng
a zbiér Z=K (r) rodzing két o promieniu r i 0 §rodkach w wezlach siatki
kwadratowej o boku g>2r. Z definicji wskasnik H jako stosunek pola
do obwodu kola réwna sig 7/2, a zatem d(K)=nr[2. Aby znalezé wspél-
ezynnik wariacji cigciw, obliczamy

-2 : 2,3 — 4 T S 2
F= , d2=—f(r2—w2)dm=—rz, a2=(§—7—t—) 2
4 ry 3 4
o V8/3—at/d
V=== 0,286
d %/2 .

A zatem wskaznik V nie zalezy ani od 7, ani od ¢; jest on wige dla két
stalg, niezalezng od wielkodei i rozmieszezenia tych jednakowych kol

Niech Z bedzie plaszezyzng a zbiér Z=A (+*,b) rodzing elips o pol-
osiach a>b i parametrze »*=1-—b%/a®. Srodki elips lezg w punktach
wezlowych siatki kwadratowej o boku ¢g>2a, duze osie 83 réwnolegle
do prostej statej. Podobnie jak w poprzednim przykladzie mozna obli-
czyé '

o L IBEAED)
“gmoy WV T

Funkcje E(») i K(») sa pelnymi calkami eliptycznymi. Dalej podano
dwie tablice. Z tablicy 2 widad, jak zmieniaja si¢ wskazniki d i V w za-
lezmofci od b/a u elips o stalym polu mab=352 mm®.

d(A) 1.

TABLICA 2
a| 10 | o7 [ o5 | 03 | o2 | o1 | oot | oot | oom
4 166 | 164 | 153 | 130 | 19 ! 82 | 52 | 26 | 14
" v | o | o030 E 030 | 052 | 063 08l | 101 121 | 14

7 tablicy 3 widaé, jak zmieniajg si¢ wskazniki V i pola elips o stalej
fredniej cigeciwie d=16,6 mm.

TABLICA 3
bla 10 | o7 o5 | o3 ! o2 o 0,01
v 0,28 0,30 0,39 ; 062 | 063 081 ' 1,27
pole 112 118 134 ’ 18 252 475 ] 4560




140 J. Perkal

Na to, by wskaznik V byt staly, musi byé staly stosunek b/a. Zachodzi
to tylko przy homotetycznym powigkszaniu lub zmniejszaniu zbioru A.

Niech Z bedzie plaszczyzna, a zbiér Z=B(q) rodzing két o réinych
promieniach 7;,=10 /2% (4=1,2,...,q) réwnomiernie rozlozonych na plasz-
czﬁnie, przy ~czym w prostokatach o wymiarach nieograniczenie
wzrastajaeych stosunek liczby k6l o promieniu 7; do liczby kél o promieniu
10 dazy do 2°. W tym przypadku mamy

- 1
d=102(1— 2|,
q 27

s T3 2 P T
32 by 32 g 1
¥(B) q n ¢ ( 7 )

Tai-1p Vo F T EE et

W tablicy 4 podano wartodei d i V dla zbioréw B(gq) przy réinych g.

TABLICA 4
q 1 3 ’5 10 20 50 100 1000
d 15,7 9,2 6,1 3,1 1,6 0,62 0,31 0,03
[ 4 0,286 ‘ 0,62 0,93 1,62 2,36 4,13 6,05 19,1

Z przykladéw tutaj przytoczonych wynika, ze. do kazdej z gory
danej pary liezb d>01 V (0,286 <V <1,5) mozna dobraé zbidr Z o éredniej
cigciwie d i o wspélezynniku wariacji V; przy tym mozna to zrobié
co najmniej w dwa sposoby: dobierajac albo zbiér Z; zlozony z przy-
stajaeych elips, albo zbidr Z, zlozony z ko6l o réznych promieniach. Na-
lezy przy tym zauwazyé, ze przez homotetyczne powiekszanie lub zmniej-
szanie zbiordi Z powodujemy zmiang $redniej cigeiwy d, ale wskaznik
wariacji V pozostaje bez zmiany. _

Ksztalt prawdziwych kepek traw (e-komponent zbioru Z) badanych
przeze mnie nie powoduje na ogél powiekszenia sie wskaznika V po-
wyzej 0,4, a zatem wigksze wartoei na V nalezy przypisywaé raczej
zréznicowaniu wielkogci kepek.

.6, Pomiar tréjkatowy. Sposréd réznyech siatek najlepiej do pomiaru
probek plaskich stuzy siatka tréjkatowa [8]. Pomiar tréjkatowy polega
na losowym umieszezeniu w obszarze £ tréjkata réwnobocznego, podzie-
lonego na 100 réwnych tréjkacikéw réwnobocznych o boku b. Liczbe
tréjkacikéw zawartych catkowicie w zbiorze Z oznaczamy przez k,,
a liczbe tréjkacikéw zawierajgoych punkty zbioru Z i punkty uzupel-
nienia £ —Z przez k,. Liczba k, rosnie, gdy rosnie pokrycie p(Z); roénie,
gdy zbiér Z powigksza si¢ homotetyeznie, a maleje, gdy powigksza sig
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diugodé linii brzegowej zbioru Z. Liczba k., jako liezba trojkacikéw prze-
cigbych linig brzegowsa zbioru Z, jest w przyblizeniu réwna liczbie punktéw
przecigcia linii brzegowej przez trzy rodziny prostych réwnoleglych two-
rzacych siatke tréjkatows. Zastrzezenie ,,w przyblizeniu” wynika- stad,
ze niektére trdéjkaciki moga byé wigcej niz dwukrotnie przecigte linig
brzegowsy zbioru Z. Z twierdzenia Croftona [7] wynika, ze liczba %, jest
proporcjonalna do dlugosei linii brzegowej zbioru Z.

Dla zbioré6w Z spéjnych istnieje silna korelacja miedzy polem (wy-
razonym przez p(Z)) a liczby t(Z)=Fk,+k,/2. Korelacja ta jest postaci
p(Z)=ct(Z)+c,, gdzie ¢; jest bliskie jednosei, a ¢,<0 zalezy od wielkosei
tréjkacikow siatki. Dla zbioréw Z niespéjnych, liczba ¢, zalezy od ilosei
komponent zbioru Z. Wynika sfad, ze nie mozna szacowadé pokryeia p(Z)
za pomocy estymatora i(Z), jakkolwiek estymator ten mdglby sig wydaé
nieztym.

Lepszym estymatorem pokrycia p(Z) niz t(Z) méglby si¢ okazaé
estymator t'(Z)=ec, k,+ ¢ ks, przy odpowiednio dobranych stalyeh ¢, i ¢,.
Korzystajac z tego, ze k, jest z duzg dokladnegeig proporcjonalne do
diugodei linii brzegowej zbioru. Z, mozemy wskaznik H(Z) (rozdz. 4)
szacowaé jako stosunek ¢'(Z) do k, (z dokladnoscia do pewnego czynnika
stalego). Estymatorem tym jest o,k,/k,+c,. Wynika stad, ze wskaznik
k=Fk, [k, powinien by byé silnie skorelowany z innymi estymatorami
H(Z), np. z d(Z). Jedliby natomiast okazalo sig, ze wskazniki k i d nie sg
dogé silnie skorelowane, to nalezaloby wnosié, ze Zaden estymator 1" nie
daje dobrych oszacowan pokrycia p(Z). Tak si¢ wlasnie zdarzylo przy
pomiarze lak w Osobowicach (rozdz. 9).

Znana lgkarzom metode Webera [9] szacowania pokryecia polega na
liczeniu tréjkacikéw (w oryginalnej metodzie Webera — kwadraeikéw),
ktére co najmniej polowg swego pola tkwig w zbiorze Z. Metoda ta jest
bPoprawna tylko wtedy, gdy wymiary tréjkgcikéw siatki sg male w porow-
naniu ze $rednicami es-komponent zbioru Z lub w poréwnaniu z jego
Srednig cieciwg. Latwo bowiem spostrzec, ze jesli na przyklad pole kazdej
e-komponenty zbioru Z jest mniejsze niz 1/2 pola tréjkacika, a e-kompo-
nenty sg rozmieszezone dosé luzno, tak zeby jeden tréjkacik nie zawieral
punktéw réznych e komponent, to pokrycie metoda Webera zostanie
oszacowane na zero. W oryginalnej metodzie Webera uzywa si¢ kwadra-
cikéw o boku 10 cm. Okazuje sig, ze kwadraciki te sg za duze. W zapro-
Ponowane] przeze mnie metodzie tréojkatowej bok trojkacika b=T em.
Pole tréjkacika réwne 21,2 em® stanowi w przyblizeniu 1/5 pola kwadra-
cika Webera 2).

') Badaniom nad szacowaniem pokryeia lak zamierzam posdwiecié inng, szezegd-
Owgza prace.
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Przy pomiarze tréjkatowym latwo oszacowaé liczbg n(Z) s-komgponent
zbioru Z na jednostee pola. Estymatorem jest srednia liczba e-komponent
w tréjkacie podzielonym przez pole trojkata. Za e-komponenty lezace
w tréjkacie nalezy uwazaé te, ktére co najmniej polowsg swego pola leig
wewnatrz trojkacika.

Gdyby kepki byly rozrzucone po lace w sposéb zupelnie przypadkowy,
mozna by oczekiwaé, ze estymator @ liczby »(Z) bedzie mial rozklad
Poissona i, eo za tym idzie, wariancja éego estymatora bedzie réwna
oczekiwanej wartosei, tj. »(Z). Tak jednak nie jest, rozmieszczenie kepek
na lace jest do pewnego stopnia jednostajne w tym sensie, ze mozna dla
kazdej odmiany traw ustalié taks liczbe e, ze W kazdym kwadracie
o polu co najmniej a liczba kepek na jednostce pola bedzie réznila sie
od n(Z) z zadanym prawdopodobienistwem (np. 95°/,) mniej niz o zadang
z gory mala liczbe (np. 0,01). Podobnie zachowujg si¢ kepki traw nie
tylko pod wzgledem ich iloéci, lecz na przykiad pod wzgledem pola.
Zjawisko 1o znane jest w biologii pod nazwa des Minimiarealproblem
([10], str. 146). Rozklad estymatora 7% jest wigec pewng kombinacjg roz-
kladéw jednostajnego i Poissona. Wariancja estymatora # w pordwnaniu
z jego oczekiwang wartodcia moze charakteryzowaé wielkosé pola a.
Badania rozkladu estymatora % moga byé ciekawym tematem oddzielnej
pracy.

7. Wskazniki i ich estymatory. a. Liczbg n(Z) e-komponent zbioru Z
na jednostce pola szacujemy za pomoca pomiaru tréjkatowego w sposéb
opisany w koneu poprzedniego rozdziatu. .

Liczbe n(Z) wyznaczamy w sztukach na ar, liczbe n,(Z) w sztukach
na pole tréjkata.

h. Pokrycie p(Z) mozna oceniaé za pomocy linijki Lévy’ego (rozdz. 3)
lub metods tas§mowg (rozdz. 4). Pierwsza z tych metod daje, przy dosta-
tecznyeh odstepach miedzy drutami linijki, esbymator o rozkladzie dwu-
mianowym ec¢zyli o §rednim kwadratowymbledzie wzglednym

1— 1
l/p( p . = 0,158.
10 ]/ /40

Na to, zeby blad dredniej nie przekraczal 3% z prawdopodobien-
stwem 95 9, wystarczy 10 pomiaréw linijkg Lévy’ego. Praktyczne pomiary
przeprowadzone (przez autora z pomocg magistrantéow lgkarstwa) je-
sienig 1952 r. na lagkach majatku do§wiadczalnego w Czechnicy pod
Wroclawiem — potwierdzily te wywody.

Drugi estymator ma wigkszg wariancj¢ empiryezng. Dla 11 pomla,-
réw tasma o dlugodei 50 cm (w Czechnicy) otrzymaliémy gredni biad
kwadratowy stanowiacy okolo 49, pokrycia. Bgkarze estymuija pokrycie
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réwniez metoda Webera (analogiczng do ftréjkatowej). Ta metoda moze
jednak daé¢ blad systematyezny, jak to opisaliSmy w rozdziale 6.

Pokryecie okre§lamy przez stosunek pola pokrytege do catego, czyli

frakeje pokryta. Iloczyn pola tréjkata przez pokrycie, czyli frednie pole
, pokryte w tréjkacie oznaczamy przez p,(Z) i wyrazamy w cm?’

Srednia wielko$é kepki p,(Z) jest stosunkiem $redniego pola pokry-
tego w tréjkacie do liczby kepek w tréjkacie: p,(Z)=p,(Z)[n,(Z); mie-
rzymy ja w em?

¢. Dlugosdé L (w metrach) linii brzegowej zbioru Z (na 1 ar) oceniamy
metodsy tréjkatows za pomocy estymatora k,z/3b (b — bok tréjkacika).
Teoretyczne wlasnosei tego estymatora wynikaja z teorii Croftona [7].
W opraktyce wspélezynnik wariacji liezb %k, (z pojedyneczych rzufow)
wynesi okolo 109%, czyli blad §redniej z 10 pomiaréw wynosi okolo 39%,.

Przez L,(Z) .mozna oznaczyé dtugosé linii brzegowej zbioru Z §red-
nio w tréjkacie. Przez L;(Z)=L,(Z)[n,(Z) oznaczamy sSredni obwoéd
kepki. Bedziemy go mierzyli w cm.

d. Ksztalt H(Z) zbioru Z mozna scharakteryzowaé stosunkiem jego
pela do dlugodei linii brzegowej. Dla oceny tego wskaznika opisaliSmy
trzy estymatory: d/ax (punkt 4), p,(Z2)/L,(Z) i k(Z)=Fk [k, (punkt 6).
Wiskaznik H(Z) ma te wade,-ze zalezy od wielkodci kepek, czyli nie jest
niezmiennikiem przeksztalcen homotetycznych. Mierzy sie w jednost-
kach dlugodei.

Niezmiennikiem tych przeksztalcenn bylby inny wskaznik ksztattu,
wekaznik F(Z) réwny stosunkowi éredniej wielkodei kepki do kwadratu
§redniego obwodu kepki. Mozna go ocenié jednym z nastgpujacych trzech
estymatorow:

w4 (Z) p4(Z) . d(Z) n,(2) @

1 %) ) 2 ’ O3—.
ks ks Y4

Litery ¢;,¢, i ¢y ‘0znaczajg stale tak dobrane, zeby wskaznik H(Z)
moégl dla zbioru Z zlozonego z réwnych k6t ppzyjaé wartodé 1; ¢;=124,5
¢,=12,55 ¢;=1,27. Pierwszy z tych estymatoréw wymaga oszacowania
#(Z) (np. metodg Lévy’ego) oraz n(Z) i k, — metodg tréjkatows. Mozna
go wiee obliczyé bez uzycia metody tasmowej. Drugi estymator wymaga
metody tasmowej i tréjkatowej, a nie wymaga metody Lévy’ego. Trzeci
estymator wymaga metody tas§inowej (réwniez dla oszacowania p(Z))
i tréjkatowej. Wskaznik F(Z) zalezy od ksztalbu i od zréznicowania
wielkodei kepek.

Innym wskaznikiem zaleznym réwniez od tych dwoch cech zbioru Z
jest wspélezynnik wariacji cigeiw zbioru Z: V(Z)=od/d. Jest on réwniez
niezmiennikiem przeksztalcenn homotetycznych.
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8. Pomiar 1agk modelowyeh. W trakecie badan narysowalem i pomie-
rzylem 18 lak modelowych zlozonych z réznych figur geometrycznych
i innyeh. Opisze tu 7 sposréd nich:

Ky, — laka zloiona z k6! o promieniu 10 ¢m, o srodkach w punk-
tach wezlowych siatki kwadratowej o boku oczka réwnym 30 em;

K, — laka zlozona w réwnej ilogei z k6 o promieniach 20 cm, 10 cm,
5 em, 2,5 6m i 1,25 cm rozmieszezonych mniej wiecej réwnomiernie;

E — Igka zlozona z elips o osiach a=54 ¢cm i 5=32 ¢m rozmieszezo-
nych mniej wiecej réwnomiernie;

T — taka zlozona z tréjkatéw réwnoboeznych o boku 32 em roz-
mieszezonych mniej wigeej réwnomiernie;

8; — laka zlozona z sierpéw ksiezycowych powstatyeh z dwdéeh
k6l o promieniu 36 em o §rodkach odleglych o 8 em; sierpy byly roz-
mieszczone mniej wigcej réwnomiernie;

8, — laka zlozona z sierpéw powstatych z takich samyeh két o drod-
kach odlegiych o 18 em.

R — Iaka zlozona z figur rysowanych przypadkowo od reki (nie-
wypuklych), réznych wielkosei i ksztaltdw, rozmieszezonyeh mniej wigcej
réwnomiernie;

Dla kazdej z tych lak obliczylem wartodci wskaznikéw opisanych
w rozdziale 7 albo ezysto teoretycznie, albo, gdy to nie bylo mozliwe,
z pomiaru -bezpesredniego (planimetrowaniem p6l, mierzeniem obwodéw
itd.). Na kazdej z tych lak powtérzylem 10 razy pomiar Lévy’ego, tasmowy
i tréjkatowy, znalazlem wartodci estymatoréw (dla wskaZnikow) i ich
srednie odehylenia kwadratowe. Wszystkie te liczby sg zawarte w tablicy 5.
Tablica ta sklada sie z czesci 1,2, 3, 4, 4%, 5,2’13" oddzielonych jedna
od drugiej wolnym wierszem. W pierwszym wierszu kazdej czedci jest
podany wskaznik i jego prawdziwe wartodei (obliczone teoretycznie lub
bezposrednio pomierzone) dla 7 modelowych lak. W nastepnych wier-
szach podano oceny tego wskaZnika dokonane réznymi estymatorami
i1 w 6 przypadkach kwadsatowe odchylenia frednie tyeh estymatorow.

9. Pomiar rzeczywistych gk, Dnia 25. IV. 1953 r. przeprowadzilem
wraz z pracownikami naukowymi Katedry lakarstwa i magistrantami
studiujagcymi przy tej katedrze pomiary 7 poletek na lgkach ma-
jatku doswiadezalnego Wyizszej Szkoly Rolniczej we Wroclawiu po-
tozonych w Osobowicach kolo Wroclawia. Nd kazdym poletku doko-
naliémy pomiaru ta§mowego (okolo 20 m) i tréjkatowego (4 lub 5 losowych
rzutéw tréjkatem). Nie szacowali§my liczby kepek w tréjkacie i dlatego
zamiast tej liczby uzylem w obliczeniach liczby otrzymanej w nastepu-
jacy sposéb: Zalozylem, ze wszystkie kepki maja ksztatt kol o §redniej
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‘ TABLICA 5
. i : i
iJ(?dn. Wsl'mﬁ- Esty- ‘,a esty K, | E» B P s, S | R
|miary] nik mator ;matora, R
1 sat. | mg(2) 236 | 244 099 | 191 102|121 57
n 22 130 {09 |16 09 |14 49
. on |02 |03 101 02 o1 |01 o4
2 2(2) 0,349 | 0400 0,65 | 040 030 | 0275, 043
P, 033 | 042 | 061 | 043 038 | 034 038
© | opr | 0045 0037 0048 0,041 0,052 0075 0,049
Pt 034  027] 050 040 027 | 033 . 025
opt | 0,032] 0,052 0,048 0054 0,028 0038 0,029
3 | em | L2) 148 |119 [139 183 118 140 ‘143
L, 151 (129 |124 169 139 (140 11,7
o, 1035 | 038] 079 041 048] 054 073
4 | em | H@Z 050 | 070 | 099 046 055 | 042 03+
1. djn 1 040 © 041 069 053 039 | 042 030
o, 004  007] 007 005 005! 005 004
2. p/L © 1047 057! 095 052 050 051 0,57
3.k 020 | 042 | 091 . 032 046 023 025
o5 0,020, 0,106/ 0,084 0030° 0,042 0,018 0,040
4 F(Z) 1,00 ' 172 | 0,88 060 060 046 172
1. djn 087 1,70 | 0,86 0,62 . 040 | 063 3,00
2. p/L 073 120! 062 063 032 053 157
3. & 061 ' 111 | 051 067 030 045 106
5 V(Z) 0286 0594 033 — — | —  _
v 047 ' 083 | 050 047 | 057 | 055 | 0,72
2 | em? | py(2) 3,14 | 348 (138 ' 442 | 637 | 4,80 | 085
” 328 | 191|118 530 636 500 | 108
3 | em | L(2) 6,28 f 487 [14,05 , 96 |115 115 | 247
Ly 69 | 43 138 !105 |154 100 | 24

cigeiwie d; zalozylem dalej (co jest tylko grubym przyblizeniem), ze
$rednim polem kepki jest pole kola o fredniej cieciwie d czyli 4d®/=; po-
niewaz na jednostce pola jest p jednostek pola szacowanej rodliny, wiee
jest jej ap/4d® kepek. Pokrycie szacowali§my metoda tasmows. Linijki
Lévy’ego nie uzywali§my. Tablica 6 zawiera liczbowe wartosei oszacowan
wskaznikéw pomierzonych Ilak.

Opis 13k

czalnym. Porost réwny, czysty, malo pustych platéw.

czalnym. Porost rzadkimi kepkami, duzo pustych platéw.

I. Kostrzewsa lgkowa, monokultura na irygacyjnym poletku doswiad-

II. Kostrzews lagkowa, monokultura na irygacyjnym poletku do§wiad-
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IIT. Kostrzewa lakowa, monokultura na irygacyjnym poletku do-
swiadezalnym. Porost rzadkimi kepkami i oddzielnymi ro§linami. Zaros-
nieta gwiazdnicy.

IV. Kostrzewa lakowa, monokultura na irygacyjnym poletku do-
swiadczalnym. Porost jednolity dosé gesty.

V. Wyezyniec lgkowy, monokultura na irygacyjnym polefku do-
dwiadezalnym. Porost kepkowy, rzadki, zachwaszczony przez mniszka,
jasnote i inne.

VI. Kupkéwka i rajgras angielski, bikulbura na irygacyjnej lace.
Eaka zalozona w 1949 r., dobra, bardzo wydajna. Porost kepkami, troche
pustych miejse.

TABLICA 6
i i
Nr lgki } I 1 111 | v v VIK } VIR
Dlugoéé pomiaru . I
taémowego | 18,0 18,0 21,0 17,0 160 i 300 | 300
Liczba rzutéw ?
tréjkatem L5 5 5 4 4 5 5
w(Z) | 38 26 82 84 5 16 . 26
p(2) | 033 0,10 0,15 0,30 0,29 024 | 017
x| 2.6 1,7 1,2 1,7 20 | 35 23
H(Z) { 5| 057 0,10 0,01 0,19 044 | 028 . 013
(2) ' 0,53 0,65 0,77 0,73 103 | 065 | 069
p@em: | 85 37 18 36 49 150 | 66
Iy(Zyem | 137 23,0 8,9 10,1 137 ' 318 20,8
i i

Jak widaé z powyzszej tablicy, proponowane wskaZniki moga stuzyé
do charakteryzowania lgk. Na przyklad dobre laki (I i VI) odznaezaja
sig duzym wskagnikiem H, to jest duzg frednia cieciwa, duzymi §rednimi
polami kepek (p,) i malymi wskaZnikami wariacji cieeiw (V). Wskazniki
te moga shuzyé do poréwnywania stanu jednej rosliny na dwéeh réznych
Iakach; na przyklad kostrzewa lgkowa na lakach I IL, IIT i IV ma
bardzo r6zne wskazniki. Mozna ich uzywaé do poréwnywania dwéch
réznych roflin na tej samej lace; na przyklad na lace VI kupkéwka rézni
si¢ od rajgrasu angielskiego szezegélnie wielkodcig kepek. Wreszcie mogg
te wskainiki przydaé sie do badania rozwoju poszczegélnych odmian,
czyli do poréwnywania porostu roslinami jednej odmiany na jednej
lgce w réznych momehtach.
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Rozwazania zawarte w tej pracy dotyczg lak, ale mozna je przeniesé
i do innych zagadnieri. Mozna uzyé proponowanych wskaznikéw do ba-
dania pokrycia skéry plamami lub plyty zelaznej rdza, pokrycia plytki
szklanej koloniami bakterii i pokryeia kraju. lasami.

Prace eytowane

{1] F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914.

[2] E. B. Lévy and E. A. Madden, The point method of pasture analysis, The
New Zealand Journal of Agriculture 46 (1933).

[3] 8t. Zubrzycki, Les inégalités entre les moments des variables aléatoires
équivalentes, Studia Mathematica 14 (1954), str. 232-242.

{4]1 Th. C. E. Fries, Den synekologiska linjelaxeringsmetoden, Flora och Fauna 6,
Uppsala 1919.

(6] H. Steinhaus, O dlugoéci krzywych empirycznych i jej pomiarze, zwlaszeza
w geografii, Sprawozdania Wroclawskiege Towarzystwa Naukowego 4 (1949), do-
datek 5.

[6] U. II. Harancon, Teopun Pynryuii ecugecmeennoti nepemernnot, Mockpa-
Jlenunurpagy 1950.

[7] H. Fast et A. Gotz, Sur Vintégrabilité riemannienne de la fonetion de Orof-
ton, Annales de la Société Polonaise de Mathematique 25 (1952), str. 309-322.

(8] M. Warmus, O obliczaniu p6l obszaréw plaskich za pomocq siatek réwno-
leglobocznych, Sprawozdanie z wspélnego VII zjazdu polskich matematykéw i II1 zjaz-
du czechoslowackich matematykéw, Praga 1949, str. 309-310.

[9] C. A. Weber und B. D, Weber, Beitrag zur EKenninis der Dauerweiden
Bayerns und threr naturgemdssen Ansaat, Berlin 1926.

[10] G. Einar du Rietz, Zu methodologischen Qrundlagen der modernen Pflan-
zensoziologie, Uppsala 1921.

KATEDRA STATYSTYKI MATEMATYCZNEJ WYZSZEJ SZKOLY ROLNICZEJ we WROCLAWIU

Praca wplynela dnia 23. 12. 1963 r.

I0.M9PHAJDL Bpounan)
TEOMETPHUYECKHE HHJFEKCHI JYIOR

PE3IOME

KagectBo ayra ompeeigeTcA onucareapHo. B peayaprare spurelbHoro xabmio-
AeHUS roBOpMM O rycrolt Mau pegwoit, paBHOMEpHOit UJIM HepaBHOMepHO{ pacTH-
TENLHOCTY, O GOMbUIMX MM MANHX KouYKaX. VckiloueAdeM ABIAETCA OZHO KAueCTBO
Iyra: NPONEHT NOBEPXHOCTH 3apocimeli mccaeayeMol pacTUTENBHOCTHIO. TOT MPOLEHT
HCYMCHAETCA PAsHEIMH Merofgamu: JleBu, BeGepa umaum ®pnsa.

B mpepnaaraemolt paore aTH TpH MeTOXa HOLBEPraioTca McciejjoBaHuw. Oxa-
3EBAETCA, YTO MeToJ JleBU ABIAETCH METONOM H3MepeHHA ToueyHo# (HyJabMepHOIL)
BhGopku ayra. Meroxg ®pusa ABaAeTCA MeTOAOM HBMepPeHNA auHeitHol (oAHOMEPHOH)
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BuGopuu ayra. Haxosen, meron BeGepa, B KOTOpOM HpeAjaraio 3aMeHHTb KBAaAPATH
TPEYroAbHUKAMH, ABJAETCH MeTOROM W3MepeHHMsA TJIOCKOE (nByMepHoii) BHGOPKHU.

‘WsmepeHHMe STHMH TPeMS METONAMH JaeT HE TONLKG OGBEHTHBHYI0 ONEHKY
OpOIEeHTa MeBepXHOCTH 3apociuell mcclexyeMoil PacTHTENILHOCTHIO, HO M JPyrHe WH-
AeKCH Xapakrepusmpylomue jgyr. Kpome nokposa p(Z), T.e. mpoueHTa Jayra mopoc-
[IEr0 PACTHTENbLHOCTHIO Z, ONpeHeidlo 4HciIo #(Z) KOUeK HA eAMHNUIE IIOIALM, CPOX-
Hiolo Beamuury W (Z) wkouex, cpexumit nepumers L,(Z), uagexc popmu F(Z) wouex
HaK COOTHOIIeHHe IVIOI(AAM K KBAApaTy HepUMETPa KOYKM (YMHOMEHHOe HA HOCTO-
ARAYI0) u nuperc dopMu K (Z) ouKM KaK COOTHOUIGHHE NJIOmMAAU K NepUMeTPy.

OxasuBaercsa, uro 9T0T HocaepnHuii MHENEKC QopMH K (Z) MOKHO OLEHHTH HpH
HOMOIE CPefHelt XopaAw d(Z) wouer u 4To xoad@unuent Bapuanuu v(Z) Xopx KoUer
TAKe XapaKTepH3yeT BeAMYHHY u POPMY KOUYeH.

Jnf KaKAOTo U3 9THX UHIOEKCOB A NPHBEN OJHY MIM HECKOJAbHKO OHEHOK M MOJ-
Bepr BKCHEPHMEHTANIBHOMY HCCJIefOBAHMIO HMX J[UCHEPCHIO HA NpHMepe MOMEIAbHBIX
ayroB. VimeHnHo, A W3Mepua MoReabHHN Jayr I,,, HA KOTOPOM PONbL KOYEK MIPATH
KPYPH OZUHAKOBO! BeJNMYMHH H KOTOPHIX LEHTPH HAXOAMJNCH B y3JaX HPAMOYIob-
HOM ceru. NI, 0603HAYaeT MOJEJNBHEI Jyr COCTOAM{MN M3 KPYroB PasHofl BeJWuYMHBHL.
E oGosnavaer Ayr COCTOAIUN M3 OXMHAKOBHIX »yauncoB, T — u3 TPeyroAbHUKOB.
8; u 8; — Ayru cocroAu[de M3 JYHOYEK, S; — Gompmux, 8§, — mexpmux. Haxoney R
o0oaHauaer Jyr, B KOTOPOM POJb KOYEK UTrpajy PUryPH HAPLICOBAHHEE IPOUBBOIBHO.

Tabnuna 5 COREPIKUT TeopeTHyecKue 3HAYEHHA (BLIYMCIHEHHEIE MIN Hemocpes-
CTBEHHO HM3MEpEeHHHE) BHIe YKASaHHHX WHIEKCOB AAA MOJEIBHHX JYrOoB H 3MIH-
pAvecKHe 3HAYEHNA 9TUX MHACKCOB, IOJIy4eHHEe P IIOMOIY NPeoKeHHKX B pafoTe
MeTOLOB; NPUBEREHH TaM TaKkKe CPejfHHe KBAaZpPaTHYECKUE OTKIOHEHHA IMIUpPHUUEC-
KAX 3HayeHuii.

MeTonH mnpenioMeHH B padore ObLIM MHOK HPOBEPEHH HAa [AelCTBUTEABHBIX
Jyrax ¥ pesyibTaTH M3MepeHUit npuBefenn B Tafmung 6. MNTIOCTHPYIOT OHU CIO-
BeCHHE ONMHCAHUA HCCAEOBAHHHIX JYroB.

OxasniBaercd, 4TO NPEAJNOMEHHHE HHAEKCH AT HeKOTOPOodl O0GBEeKTHBHEIN
oGpas ayra. Ilpu momMomu sTHX HHAEKCOB MOKHO CPAaBHHBATH PACTUTENLHOCTH OFHON
PasHOBHAHOCTH HA PAasHHX Jyrax, PacTHTeJbHOCTh PAa3AMYHHX PasHOBMAHOCTEH Ha
TOM-#ke JYry MAM HA PasHHX JYyrax, HAKOHEI] — PAaCTUTEIHbHOCTH OZHON pasHOBH-
KHOCTH HA TOM-3Ke JAYry B pasHoe BpeMdA. OT0 HMeeT (0JbHIOe 3HAaYEHUS NPH HCCIe-
ROBAHMM PaSBATUA NYroB.

Ilpu moMomy NpejJIoseHHEIX B 5Toli paboTe MeTONOB MOMHO TaKMe HCCIEZ0BATH
MATHA HA HOMKe, PIMABUMHLL HA JKEJNEBHON NIACTHHKE M T. I

J. PE RK AL (Wroclaw)
GEOMETRIOAL MEADOW INDICES

SUMMARY

The quality of a meadow is defined in a rather descriptive way. As a result
of visual observation we say that the overgrowth is dense or sparse, uniform or not
uniform, with large or small patches, ete. One feature of the meadow is an exception
here: the fraction of the surface covered with the kind of vegatation that is being
investigated. Those fractions are estimated quailitatively by various methods, e.g.
the methods of Lévy, of Weber and of Fries.
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In this paper the above-mentioned three methods of measurement are discus-
sed. Lévy’s method consists in measuring a point (zero-dimensional) meadow samples.
Fries’ method consists in measuring linear (one-dimensional) meadow sample. Weber’s
method, in which I suggest the use of triangles instead of squares, consists in meas-
uring plane (two-dimensional) samples.

By means of the above three methods we obtain an objective estimate net
only of the fraction of the surface covered with the plants under consideration but
also of other indices that characterize the meadow in question. Besides the covering
p(Z), i.e. the fraction covered with plants Z, we determine the number n(Z) of pa-
tches, the mean size W (Z) of the patches, their mean perimeter L,(Z), the index
of the form F(Z) taken as the ratio of the area of a patch to the square of its peri-
meter (multiplied by a constant) and the index of form K (Z) taken as the ratio of
the area to the perimeter. We find that the index of form K (Z) can be estimated by
means of the mean chord d (Z) of the patches and that the coefficient of variation
v(Z) of the chords also determines the size and the form of the patches.

One or more estimators are given for each of those indices and their variations
are examined empirically on the example of a few dummy meadows. The author
has measured a dummy meadow K,,, in which the part of patches is played by cir-
cles of equal size with centres located at lattice points. Kp denotes a dummy meadow
consisting of circles of different size. E denotes a meadow consisting of identical
eliipses, T — of triangles, §, and 8; — of crescents (8, — larger. crescents, 8y —
smaller ones). Finally, E denotes a meadow in which the part of patches is played
by various figures drawn off-hand. Table 5 contains the theoretical values (caleu-
lated or measured directly) of the above-mentioned indices for the dummy meadows
and the empirical values of those indices obtained by the methods suggested in this
paper; standard deviations of the empirical values are also given.

The author has also tried the methods deseribed in the paper on
real meadows; the results of measurements are given in Table 6. They illustrate
the descriptions of the measured meadows. The indices suggested are found to give
a certain objective image of the meadow. With their aid it is possible to compare
plants of the same variety in different meadows, plants of different varieties in the
same meadow, and also plants of one variety in the same meadow at different times.
This is of particular impertance for investigating the development of meadows.

The methods described here can also be used to investigate spets covering
the skin, rust stains covering an iron plate, ete.

Zestosowanla Matematyki I{
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