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YCIOBHUA CTAITMOHAPHOCTHU
B OJJHOKAHAJBHOI CHUCTEME MACCOBOI'O OBCIYXHNBAHHA

1. Beeaenme. JT1a paGora OcHOBHBaercA Ha pabore [1]. Paccematpm-
BaeM OJHOKAHAJBHYI0 CHCTEMY MAaCCOBOTO OOGCIYKMBaHHMA, B KOTOpPOH
BHI30BHI IOCTYNAIOT OOXMHOYHO U OGCIy;KMBAIOTCA B MOPANKE MX IOCTY-
mienus. 0603HaYNM MOMEHTHI IOCTYIUIEHMA k-0r0 BEI30BA B CHCTEMY 4Yepes iy,
(k =1,2,...), a Bpema ero obcuy:xuBanna depes S,. Beemem dyHrumio
K (t), HasbiBaeMyl0 3a2pY3KOl cucmembl, KOTOpas ABIAETCA CYMMO
BCEX BPEMEH OGCIY:KUBaHUS BHI30BOB, MOCTYILIIOIIMX B CHCTEMY HA MHTEP-
Bazne [0,%) (cm. [1], cTp. 2-3). Tarum oGpasom

K(t) = D S$i+EK(0), ecnn t, <t<ty,,,.
k=1

XapaKTEePUCTUKON CHCTEMbI ABJIAETCA TAK HA3BIBAEMOE 6UDPMYAJIbHOE
epemsa oncudanus W (t): OHO ompeQensAeTca KaK BpeMsd, HeoGXOTUMMOE NIl
0CBOGOKIEHNA CUCTEMBI OT BHI30BOB IPHINENIIMX O MOMEHTA BpeMEHH i.
Honeuno, nano momoxuts W(0) = K(0).

B. Benein moay4uil clelyOIKA Pe3yIbTaT O PaclpeneIeHI BUPTYaib-
HOTO BPEMEHW OKUIAHUA:

Teoeema 1.1. Pacnpedeaenue W (i) ydosiemeopsem yJpasHeHUIO

¢
0
P(W(t) < w) = P(K(t) < ’W-l't)— %—f R(t7 U, ’w)P(W(u) = O)d’tl/

npu w> 0
U YpABHEHUI0
t+w
(1) Mmax(O,t-{—w—K(t)) = f E(t, u, w)P(W(u) = 0)du
0
npu —t<w<0,
20e
(2) R(t,u,w) =P(E(t)—K(u) <w+t—u| W(u) =0).

2 — Zastosow. Matem. 15.1
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IIpuMem cnepylomue IIPERNOI0KEHNA, KOTOPhle OYAYT MCIOJIb30BaHbI
Bo Bceil pa6oTe, kKpome TeopeMul 5.1 u ciaeacrBud 5.1 (cm. [1], cTp. 49):
— MK(t
fim 22

{—o00

ImP(K(t)—K(0)<w) =0 pmua Bcex w

t—o00

ypaBHeHHe
(3) T—8 = a(s)

mpu 7 > 0 UMeeT TOJIO}KATEIbHOE pelleHue, rae a(s) ABaAeTcA aGcuuccoit
CXOUMOCTH

[ exp[ —wt]Mexp|—s[K (1) — K (0)]]dt
1}

M (2) 3aBUCUT He TOJIBKO OT {—u, a TaKHe OT W, a MMEeHHO R (¢, u, w) =
= R(t—u,w).
Hano 3ametutsb, 4To ycioBue (3) BHIOIHAETCA, eciau (cM. [1], cTp. 55)

tim DEO =0

{—o00

O6o3HaunMm yepe3 §(7) HaMMeHbIllee MOJIOKUTEIbHOE PellleHle ypaBHe-
HUA (3). VIHTEHCUBHOCTP CHCTEMBl MaCCOBOTO OOCIYKUBAHUA ¢ oOlpefe-

JfeTcAd Kak IIpefjen:
: ( a(s) )
o =lim|— .

8—0 $

OnpeneneHue BeIMYUHBI 0 CIIPaBeIJINBO, TAK KaK 3TOT IpPefesl CyLiecT-
Byer. Hpome Toro nam monamo6Aarca cBoiictBa PyHRUMIA a(s) U s(7).
Jlemwa 1.1. @yukyua a(s) npu s > 0 HenpepvieHa, Ybwlearwowjas U 6bl-
nykaan. Qynryus s(r) npu > 0 HenpepvieHa u Heybvlearowas.
HoxasartenbcTBo cM. [1], cTp. 53-55.

2. Ilpeobpa3oBanne Jlaniaca AnA BepOATHOCTH P(W(t) = 0) H pacipefesieHne
NepBOro nepHoja 3aHATOCTH. PaccMOTpUM IIpPefIoJIOMeHue, 4YTo

(4) K()—K(0) m W(0) me3aBucuMbl npu ¢t > 0.

Teorema 2.1. Ecau (4) ewtnoamsemcs, mo

o e]

MW O
f e"‘P(W(t) = 0)dt = = npu T> 0.
J 8(7)
B. Benem pokasan 3ty Teopemy 0e3 IpennojioxieHUA (4), a IIpH
npenmnooxeHny, 4yro W(0) =0 (cm. [1], cTtp. 58, Teopemnl 4.4). Ilorasa-
TeJIbCTBO AHAJIOTMYHO MTOKAa3aTelabCTBY Teopems 4.3 B [1], cTp. 57-58.
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IlycTe Z mepBHiii IepHoJ 3aHATOCTH. PaccMOTpUM Tenephb NMPeRoIIo:e-
Hye MCcNoib30BaHo Benemem (cm. [1], crp. 81). Cucrema maccoBoro oGeay-
JKUBaHMA HUCHONIHAET ciaboe ycimoBue MaproBa

(5) M(exp[—s[K(t)—t]]1Z =u) =
= M(exp|—s[K(¢)—K(u)—(t—u)]] | W(u) =0}, Res>0.

ITomryuaem ciexyiomuit pe3ybTaT O pacupeieJleHMd ePBOTo Meproa
3aHATHOCTN :

Trorema 2.2, ITpu esinoanenuu ycaoeuii (4) u (5) noayuaem Me % =

— Ee—s(t)W(O).
dokaszaTenbcTBO cpasy cienyer u3 TeopeMsl 2.1 u u3 Teopemul 6.1
B [1], crp. 82.

3. CymecTBOBaHME CTAIHOHADHOTO pacCHpeleJeHHs] BHPTYAJLHOIO BpeMeHH
oxunanus. Mbl MCCIIeyeM CYIIeCTBOBAHME CTALMOHAPHOrO paclpefeleHns
F(z) BUPTyanbHOTO BPEMEHHU O3KUIAHUsS, KOTOPOE UMeET CJIeNylolee CBOii-
CTBO:

P(W(t) <) =P(W(0) < z) = F(x).

Trorema 3.1. IIycme ycaosue (4) gvtnoarneno. [Jas mozo, umobst cyujecmeo-
6a10 CMAYUOHAPHOe pacnpedeneHue GUPMYAIbHOZO 6peMeHU O0McudaHus
Heobxo0umo u docmamouHo, umobuvl 610 o <1 u 3azpyska K (i) aeaaaace
npoyeccom ¢ He3Q8UCUMbBIMU U (MAYUOHAPDHWIMU npupawjeHusmu. B amom
cayuae noayuaem

. MK()
o =lim———.

t—o00

HorasareabcTBo. Ilpenmonosknm cHayajia, 4To CYIUECTBYeT CTa-
LOHAapHOe pacmpepeneHue. Torpa B cuiay Teopemsl 2.1 HaxXomguM

(6) Me™3tO) — -S—(T—)P(W(O) = 0).
T
IlpaBaa vacTb paBeHcTBa (6) IOJIOMKUTEIbHA, OTKy[Aa IOJIy4YaeM
P(W(O) = 0) > 0. Ecan 0bt 06110 ¢ > 1, MBI OB IIOJNIYYHJIM NPOTHBOpEYHE

Npu 1epexone K npepeny upu v — 0. Taxkum o6pasom cenyer ¢ < 1. Mcmons-
3yd Teopemy 1.1 moiryumm

(7) fexp[—rt]exp[—sW(t)]dt =
= f exp[ — (v —s)t] Mexp| —s[K (t) — K (0)]| dt x

x(Mexp[ —sW(0)]—s [ exp[ —wt]P(W(t) = 0)dt).
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VpaBHenre (7) B CHILy CYUIECTBOBAaHHS CTAI[IOHAPHOTO pacmpeje-
JICHUA ynpomae'rca " no.uyqae'r BU
g 1
fexp[—n]Mexp[—s[K(t)—K_(O)]]dt =
0

Ul Tak MBI IOIy4aeM PaBEHCTBO
Mexp|—s[K(t)— K (0)]] = exp[ta(s)].

Orcioga cuenyer, uro 3arpyska K (i) ABidercsa HpOlLieccOM ¢ Hesa-
BHCUMBIMU ¥ CTAMOHAPHBEIMM IPHpalleHUAMH.

OxasniBaeTcs, YTO CTAMOHAPHOE paclpefeneHue ABIACTCA W rpaHud-
HBIM pachpepeleHueM.

Treopema 3.2. ITycmb evlnoansemcs ycaosue (4). Ecau cyuecmeyem
CMAayuoHapHoe pacnpedeseHue sUPMYAIbHOZ0 8peMEHU 0WCUOAHUA, MO CYuje-
cmeyem u 2paHuiHoe pacnpedeseHue u o06a pacnpedeneHuUA pasHbl.

HoraszareanbcTBo. 13 Teopemsl 11 B [2], cTp. 42, cimenyeT, 4TO
limP(W(¢) = 0)

t—>00

T—8—a(s)

cymecrByet. OTciona u n3 Teopemsl 5.10 B [1], cTp. 74, clienyeT yTBep:e-
HUe.

4. TIpemenbHoe mNOBexcHHE BEPOATHOCTH P(W(t) = 0). B stom pasgene
O6ymeM paccMaTpUBaTh CyllleCTBOBaHMe mpepnena B cmeicae (C, 1).
Teorema 4.1. Ecau evinoaHsemca (4), mo cywecmsyem

{—o0

t
lim%(fP(W(u) — 0)du = max(0,1— o).

B. Beneum nmokasai 3Ty TeopeMy 0e3 (4), HO B IIPeRIIONIOKEHUMU, UTO
W(0) = 0. [loxa3aTeabCTBO aHAJOIMYHO [OKA3aTEIbCTBY TeopeMbl 4.8
B [1], cTp. 61.

Trorems 4.2. Ecau

Mmax(0, t — K (1))

lim : — 4, limR(,0) =R>0,
t—>o00 t—o0 '
mo
t
1 A
lim— | P(W(u) =0)du = —-.
t-—>o00 14 S R

HoxasartenbcTBo. OGo3naunm BepoarHocTs P(W (1) = 0)uepes m(t) n
Mmax(O, t —K(t)) yepe3 F (). [lua 3aganHoro ¢ > R > 0 MbI MoseM BHIOpaTh
1, TaK, 4TOOBI

(8) IR—R(t,0)|<e mpu t>t,.
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B cuny rteopemsl 1.1 u3 ypaBHeHua (1) mpn w = 0 monxydaem

14

(9) F(t) = fm(u)R(t—u, 0)du.
0
W3 (8) u (9) cpasy ciemyer

t—tg
(R—e)%of m(u)R(t—u,O)dugfiﬁ <
t 1/
<2 —|—(R+e)7fm(u)R(t—u, 0)du.

0

Ilocie mepexona k BepxXHeMy M HMKHEMY IpefesiaM IOpH ¢ — oo HOIY-
YaeM yTBepiKIeHUe.
Teopema 4.2 Gosee obmaa yem Teopema 5.2 B [1], cTp. 67.

5. Cymmapsbie BpeMeHa HPOCTOEB 10 MoMmenTa {. PaccMOTpuM cyMMapHHe
BpeMeHa mpocroeB B uHTepBase [0, t), KoTopsiit 0603nadyum yepes T (1), T.e.

(1) fI(W( ) — O)du, ede I(d(w) — | T O
0 ’ 0, ecau wé¢A.

Tpaexropnu mpouecca T'(f) HeyObBalolye ¥ HelpephBHEE. VMeeM
0<TH)< .

Trorema 5.1. IIpeobpasosanue Jlanaaca pacnpedeaenusn T (t) ydoeaem-
éopsem YpasHeHUIO

t
(10)  Me™™® =1—s5 [ P(W(u) = 0)du+ ... +

+(—1)"s" f P(W(uy) =0,..., W(u,) = 0)du, ... du,~+ ...

0<U < ove <UL <L

HorkasarenbctBo. [ua 3amanHoro t mpouecc 7'(f) ABusAercA orpa-
HUYeHHOIl ciayyaiiHoit BenuunHoii. Tarkum oGpasom pacmpenenenne T ()
OIIpefiejieH0 CBOMMH MoMeHTaMH. Mmeem

™) = [ I(W(uy) =0, W(ng) =0, ..., W(w,) = 0)dudu, ... du,,

[o.(1"
HTaK
MT"(t) =
=n! [ P(W(u,) =0, W(uy) =0, ..., W(u,) = 0)du,du,...du,,

0<uy<...<up<t

OTKYyZa ciuegyer yTBep:menue (10).
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O6o3HauuM depe3 B, cocToOAHME CHCTEMBEI MACCOBOTO OOCIY:KUBaHMA,
Korja o6ciry;KuBalolllee YCTPOACTBO He paboTaeT 0 INPUYKUHE OTCYTCTBHA
BEI30BOB. F, COCTOBIIsIeT ONHOPOAHOE cocToAHMe MapkoBa, T.e.

(11) P(W(w,) =0 W(t,_y) =0,..., W(u,) =0) =
P(W () = 0 | W (t,_,) = 0) = P(W (4, —u,_,) =0|W(0) =0),
0<u1< Uy < ... < Uy,.

Treoeema 5.2. Ilpu evinoanenuu ycaosusa (11) umeem caedyrwujee ypas-
HeHue:

8 fme‘"P(W(t) = 0)dt

3 1
(12) f e~ Mo TG — — [1—
T
0

1+sof°° e P(W(t) = 0 | W(0) = 0)ds
HoxasarenbcTBo. B cuiry (1.1) u TeopeMmu 5.1 moiyuaem
(13) Me™®T® =1 ft P('W(u) =0)du+ ... +
0
+(—1)"s" ftPn_l(u)*P(W(u) = 0)du+ ...,
0
rxe P(t) = P(W(t) = 0|W(0) = 0), u P,(t) ABuAeTcA n-CBEPTKOIi,
P, (1) =oft P, t—u)P(u)du, n =2,3,..., Pt) =P(t).

Haa 3aganHoro s > 0 MBI MOKeM BHIOpaTh 7 TaK, 4ro $II(7) < 1 mpu
T > 7,9, 'ae II(7) npeobpasoBanue Jlamnaca P(i), T.e.

I(z) = f e P (1)dt.
0
Ilycre II,(7) saBuseTca mpeoGpasoBanueM Jlammaca uin

I, (z) = f e~ P(W(t) = 0)dt.
Orciopa pAan '
1—sIl (v)+ s (v) T (v) + ... +(—=1)*s" I ()T (7)) + ...

cXoguTcA ab6CoNIOTHO, II03TOMY BO3MOMKHA 3aMeHa NOPAAKA MHTErPHpo-
BaHUA M CyYMMUPOBAHHUA, YTO AaeT B cUIy (13) yTBep:KOeHME MIA T > T,.
IIpeo6pasoBanne Jlanmaca seBoit wacTu ypaBHeHHMA (12) umeer aGciumccy
cXomuMoCTH < 0 ¥ B 00IIaCTH CYLIECTBOBAHMA ABJIAETCA AHAIWTUICCHUM.
IlpaBas wacth ecTh ananuTmuecKoil ¢pyHrumeit B o6aactu Rer > 0. Uraxr
B COBMECTHOI YaCTH MMeeT MeCTO PaBeHCTBO.



Cucmema maccosoeo 00cayicusarus 23

Caepcreue 5.1. Ecau W(0) =0 u ewsnoansemca ycaosue (11), mo

00

1)

fe"’Me“’T(‘)dt == — .

6 T l4s [ e P(W(E) = 0)di
0

1

Caenersue 5.2. IIpu 6BIN0AHEHUU (4) u (11), a makoace W(0) = 0, umeem
P(T(t) =) =P(Z<t| W(0) =),
20e Z nepesiii nepuod 3aHAmocmu.

3aMedyanue. ITOT M3BECTHHIA pe3yabTaT CIpaBeNIMUBHIL Toxe 06e3
npepnonoxenanii (4) m (11).

MoxkaszaTenbcTBO. VMeeT MecTo
[ etue s = | e-“d,( [e™P(T(t) < w)dt).
0 0 0

13 cnepcrBuda 5.1 u Teopemsl 2.1 moiryyaem

o]

f e P(T (1) < o) dt =

0

1—e 30k
—0

B cuay TeopeMsl 2.2 cilefgyeT yTBep:KIeHHE.
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WARUNKI STACJONARNOSCI
JEDNOKANALOWEGO SYSTEMU OBSLUGI MASOWE]J

STRESZCZENIE

Praca niniejsza opiera si¢ na pracy [1]. Rozpatruje si¢ w niej jednokanalowy
system obslugi masowej, w ktorym zgloszenia nastepuja pojedynczo i sa obstugiwane
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w kolejnosci zgloszen. System jest okreSlony przez obeiazenie K (f), bedace sumag
wszystkich czaséw obslugi zgloszen do systemu w przedziale [0,t). Interesujaca
charakterystyka systemu jest tzw. wirtualny czas oczekiwania W (¢).

Otrzymano pewne wyniki, gdy spelnione sa réine warunki stacjonarnosci.
W rozdz. 2 podane jest przeksztalcenie Laplace’a dla prawdopodobieistwa P (W (t) = 0)
oraz rozklad pierwszego odcinka zajetodci systemu. W rozdz. 3 przedstawiono gléwny
rezultat pracy: Na to, aby istnial stacjonarny rozklad wirtualnego czasu oczekiwania,
potrzeba i wystarcza, Zzeby zachodzila nier6wnoéé o << 1 oraz zZeby obciazenie systemu
bylo procesem o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach. Jedli istnieje rozkiad
stacjonarny, to istnieje takze rozklad graniczny i oba te rozklady ra identyczne.
W rozdz. 4 rozpatrzone jest graniczne zachowanie si¢ prawdopodobienstwa P ( W (t) = 0).
W rozdz. 5 badany jest sumaryezny czas postoj6w do momentu #, oznaczony przez
T(t). Zbadany jest takie zwiazek miedzy rozkladem T'(f) i rozkladem pierwszego
odcinka zajetodci systemu. ’



