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H. STEINHAUS (Wroclaw)
McKinsey o grach

Amerykanski logik J. C. C. McKinsey, uczen Tarskiego i profesor fi-
lozofii w kalifornijskim uniwersytecie Stanford, wydal w roku 1952 wstep
do teorii gier — ksigzka dotarta do nas po dwoch latach a niemal réwno-
czeSnie polsey matematycy dowiedzieli sie o samobdjstwie jej autora.

Nie jest to pierwsza ksigzka o grach. Jakkolwiek nowoczesna teoria
gier nie ma wiecej niz 30 lat, doczekala si¢ obszernej monografii w postaci
dziela J. von Neumanna i C. Morgensterna Theory of games and economic
behavior, ktére wyszlo juz w drugim wydaniu (1944, 1947). Obeigzenie
zbytniag ogélno$cig, nieprzejrzysto$é ukladu i duze rozmiary ksigzki
Neumanna i Morgensterna sprawiaja, ze czytelnik nieobeznany z tg nie-
zmiernie interesujaca dziedzing wiedzy nielatwo dotrze do niej po-
przez wspélne dzielo princetoriskiego matematyka i wiedenskiego ekono-
misty, chociaz wlasny wklad v. Neumanna do teorii gier jest kapitalny,
0 czym powiemy w toku tego streszezenia. Dlatego nalezy powitaé ksigzke
McKinsey’a, ktorej krysztalowa jasno$§é, umiar, prostota i przystepnosé
mogg stuzyé za wzor kazdemu, kto chee pisaé podreczniki dla publicznosdei
matematycznej skladajacej sie nie tylko ze wspdlspecjalistéw autora.
Przeglad jej tresci nie jest recenzja w zwyklym sensie — jest raczej
sposobnoécia do poinformowania, chociaz do$é pobieznego, o samej ma-
terii, w Polsce dotychezas malo znanej poza nielicznag grupa oséb.

Tytul ksiazki brzmi w oryginale: Introduction to the theory of games,
The RAND Corporation, first edition, New York 1952. Ksiazka sklada
sig z 18 rozdzialéw, przedmowy, bibliografii i skorowidza (X+371 str.).
Do jej studiowania nie jest konieczna obszerna wiedza matematyczna —
na obwolucie czytamy zapewnienie, ze procz klasycznego rachunku roz-
niczkowego i calkowego oraz klasycznej algebry czytelnik nie musi ni-
czego poznaé przed lektura, i rzeczywiscie to ,,studium badawcze”, jak
je nazywa firma wydawnicza RAND, spelnia obietnice. Tak np., gdy auto-
rowi trzeba calek Stieltjesa, po§wigca im osobny rozdziat (IX), w ktérym
nie tylko podaje definicje, twierdzenia i dowody, ale takze tlumaczy, do
czego i gdzie to uogélnienie zwyklej calki bedzie niezbedne.
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Pierwszy rozdziat wprowadza w teorie gier prostokatnych -
schemat oznaczony ta nazwa bedzie sluzyl za model gry przez cztery
rozdziaty.

Nazwijmy pierwszego gracza X, a drugiego Y. Gracz X nadaje
zmiennej x dowolng warto§é z zapasu obejmujgcego liczby natural-
ne od 1 do m wlgeznie, a jego przeciwnik Y nadaje zmiennej y do-
wolng warto§¢ z zapasu obejmujacego liczby naturalne od 1 do n
wlgeznie.

W zbiorze par (¢,7) (1 <¢<<m,1 <j < n) okre§lona jest funkecja
rzeczywista f(x,y), ktéra bedziemy nazywali funkcjg wyplaty.

Regulamin gry kaze wybraé « i y roOwnoezesnie, po czym nastepuje
wyplata kwoty f(x, y) na rzecz X-a z kieszeni Y-a. Funkeja f jest zna-
na partnerom przed rozpoczeciem partii; moze ona przybiera¢ wartodei
ujemne — wyplate kwoty ujemnej — K (K. > 0) X-owi nalezy rozu-
mieé¢ jako wyplate przez X-a Y-owi kwoty K.

Jezeli zamiast f(¢, j) napiszemy a;;, to symbolem gry prostokatnej
bedzie macierz |ja;|| o m wierszach i » kolumnach, a partia bedzie pole-
gala na tym, ze gracz X wybiera wiersz, a gracz Y kolumne tej macierzy,
po czym X otrzymuje od Y-a kwote wyrazong w jednostkach pienieznych
przez element macierzy nalezacy do wybranego wiersza i wybranej ko-
lumny. .

Waznym problematem, ktéry powstaje przy rozpatrywaniu gier
prostokatnych, jest znalezienie optymalnej metody gry. Wobec tego
powstaje kwestia ustalenia racjonalnego kryterium pozwalajacego na wy-
réznienie pewnej taktyki na niekorzy$é innych. Zaklada sie przy tym
nieznajomogé aktualnej decyzji przeciwnika, jak réwniez jego przyzwy-
czajen. ’ .

Jednym z takich kryteriow jest kryterium minimaks, ktore zaleca
X-owi wybor i-tego wiersza, przy czym ¢ jest tg liczbg z zapasu 1, 2, ..., m,
ktéra nadaje najwieksza warto§é wyrazenin m_in a;; (symbol mjn a;; ozna-

7 7
cza najmniejsza z wartoSei a;, @y, ..., @), Liczbe w = maxmina;
i
definiuje sie jako warto§é gry dla X-a; latwo wykazaé, ze X moze zapew-

nié sobie przez wyzej zalecony wybér wygrang réowng liczbie w i ze zaden
inny wybor nie zagwarantuje mu wiekszej wygranej. W analogicznym sensie

wartoseig gry dla Y-a jest wyrazenie W = minmaxa;;: jezeli ¥ wy-
i @
bierze j tak, by nadaé¢ najmniejsza warto§é wyrazeniu maxa;, to zapewni
i

sobie, ze nie przegra wiecej niz W, a zaden inny wyboér nie zagwarantuje
mu mniejszej przegranej niz W. Juz z tego wynika nieréwno$é¢ W > w,
ktéra spelia kazda macierz. McKinsey nie uwaza jednak, ze w przypadku
W > w rozwiagzanie wyzej znalezione jest ostateczne. Méwige popularnie,
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w przypadku W > w obydwaj partnerzy moga mieé zal do doradey, ktory
im wskazal metody wyzej okre§lone. W przykladzie macierzy

1|l—-1 2 3
(1) Xi2 | 3 2 —1f
30 21 0
12 3
Y

warto$cig gry dla X jest 0, wartodcia gry dla Y jest 2; idac za doradea X
wybral trzeci wiersz, a Y druga kolumne i X wygrat 1 zt. Wiedzac jednak,
ze najlepszg (wedlug stow doradey) taktyka dla Y-a jest wybdr drugiej
kolumny, X zaluje, ze nie wybral pierwszego wiersza, bo bylby wygrat
2 zt zamiast 1zl Autor nie wchodzi blizej w rozdziale T w te wywody
i zajmuje sie przede wszystkim grami prostokatnymi spelniajacymiw = W,
to jest '
(1) m@xminai,- = minmaxay;.

i J 7 2
OdejdZzmy od terminologii autora i nazwijmy zemknigtq taka gre, ktora
spelia warunek (1). Przyklad takiej gry daje macierz

16 —1 =3

(I1) x{2 2 o 1
310 -1 —1

1 2 3

N

Tutaj wartoscia gry dla obu stron jest zero i w poréwnaniu z przykladem
- (I) sytuacja zmienia si¢ radykalnie. Metodami zalecanymi przez kryterium
minimaks sg tu: dla gracza X wybér drugiego wiersza, a dla gracza Y
wybér drugiej kolumny., Jezeli wige Y wybral drugg kolumne, to jaki-
kolwiek wiersz wybierze X, nie wygra wiecej niz zero. Wybér drugiego
wiersza gwarantuje mu wartosé zero, jest wiee racjonalna przyczyna nazwa-
nia tej taktyki najlepsza. Analogiczna sytuacja powstaje dla gracza Y.
Drzieje sie to dlatego, ze element a,, lezacy na przecigciu drugiego wiersza
i drugiej kolumny jest najmniejszy w swoim wierszu i najwiekszy w swo-
jej kolumnie. Ogélnie: Punkt (z,,y,) nazywa sie punktem siodtowym
na mapie powierzehni 2 = f(x, y), jezeli

(2) max f(z, go) = f(@o; Yo), min (@, y) = /(%0, Yo,



McKinsey o grach 237

a sama powierzchnia nazywa sie stodiem (zwrédmy uwage na asymetrie
tej definicji!). Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by gra
prostokatna byla zamknieta, jest, by powierzehnia okre§lona przez wyplate
f byla siodtem. Jezeli wiee napiszemy warunek (2) w transkrypeji macie-
rzowej, to okaze sie rownowazno§é tego warunku z warunkiem (1). Wtedy
najlepsza taktyka dla X-a jest wybdr wiersza zawierajacego punkt sio-
dlowy, a dla Y-a wybér kolumny zawierajacej taki punkt. Gdy obydwaj
partnerzy trzymaja si¢ tych taktyk, rezultat partii realizuje wartosé
gry dla jednego i drugiego. Ta warto§é¢ jest réwna obu stronom wzoru (1),
a zarazem — w pisowni funkeyjnej — réwna f(x,, y,), czyli wysokoseci
punktu siodlowego (wyobraZzmy sobie o z skierowana w gore). Byloby
jednak bledne mniemanie, jakoby kazdy wyraz a, réwny wyrazeniom
(1) okreslat najlepsze taktyki jako wybor r-tego wiersza i s-tej kolumny —
juz przyklad macierzy (II) przeczy temu, bo tu a,; = a,, = 0, jednak
wybor trzeciego wiersza (r = 3) przez X-a naraza go na przegranie 1 zl,
co nie moze sie sta¢, gdy zgodnie z teoriag wybierze drugi wiersz.

~ Gdy wiadomo, jakie jest posunigcie (czyli wybér) Y-a, latwo okresli¢
najlepsze posuniecie X-a, i na odwrét. Przypuéémy, ze wybdr X-a jest
najlepszy przy zalozeniu jakiego§ okre§lonego wyboru Y-a i ze ten wybor
Y-a jest najlepszy przy zatozeniu rozwazanego wyboru X-a. Istnienie
takich wzajemnie najlepszych taktyk jest rOwnowazne z istnieniem punktu
siodlowego, a same taktyki sa réwniez najlepsze w sensie naszej teorii.
Nazwijmy wariantem gléwnym partie grang w taki sposéb. Przykladem
mogg byé koneéwki szachowe, gdyz mieszezg sie one w schemacie gier
prostokgtnych: Je§li weZzmiemy np. pieciochodéwke i oznaczymy przez Y
gracza, ktory ma daé¢ mata drugiemu (X-owi), a przez x i y ich taktyki,
to definiujac funkcje wyplaty f(x,y) jako ilo§¢ posunie¢ prowadzacych
do mata, otrzymamy gre prostokatna i, jak sie pézniej dowiemy, zamknie-
ta. Ma wiec ona wariant glowny — czasopisma szachowe czesto ogra-
niczajg sie do podania wariantu gléwnego jako rozwiazania(!). Warto
wspomnie¢ mimochodem, ze przyczynek szachistow do teorii gier jest
znikomy — nawet E. Lasker, ktéry mial tytul mistrza §wiata z poczat-
kiem biezgcego stulecia i byl matematykiem, nie stanowi wyjatku, o ezym
Swiadezy jego ksigzka o grach.

Nic latwiejszego jak zbudowanie macierzy.bez punktu siodtowego —
podali§my taki przyklad (I). Taka macierz okre§la gre otwartq (nasza
terminologia) — tak bedziemy nazywaé kazdg gre, dla ktérej W > w
(w grze zamknigtej W = w).

() Uwazny czytelnik spostrzeze, ze powszechnie przyjete przez szachistéw
definicje dwuchodéwki, tréjehoddéwki ete. sa dowodem naturalnoéei zasady mini-
maks,
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Nowoczesna teoria gier szezyei si¢ teorematem, ktéry autor nazywa
fundamentalnym, a ktéry odkryl J. v. Neumann. Dzieki temu twierdze-
niu teoretycy .gier uwazaja za opanowane zagadnienie gier dwuosobo-
wych o sumie zerowej — tak nazywaja gre, w ktérej suma wyplat po kazdej
partii jest zerem; zauwazmy, ze ten warunek nie ma nic wspélnego z réw-
noscig szans ani tez ze sprawiedliwoscia gry w jakimkolwiek popularnym
sensie. Jak widzieliémy, juz w grach prostokatnych pojawiaja sie gry
otwarte i na nich wyjasnimy teoremat fundamentalny.

Wyobrazmy sobie, ze X reprezentuje druzyne zlozong ze 100 graczy
X,,X;,..., X140, i podobnie Y reprezentuje Y, Y,,..., ¥ 0. X Wybiera
w imieniu swoich graczy wiersze: 3, dla X,, ¢, dla X,, ..., 450 dla X,q,,
i analogicznie ¥ wybiera kolumny dla swoich graezy. Przeciwnicy nie
znajy nawzajem swoich decyzji. Partia X-a kontra Y polega na rozegraniu
100 partii X,, kontra Y, (» =1, 2,...,100), a kwota, ktérg ¥ wyplaci

X-owi, bedzie réwna §redniej kwot naleznych wszystkim X,-om od ich
100

partneréw, czyli Zf (%ny Jn)/100. Tym razem taktyka X-a polega na tym,

ilu swoim graczom przydmeh wiersz pierwszy, ilu drugi, ... itd., ilu ostatni
wiersz macierzy. Analogicznie okre§lona jest taktyka Y-a. Ale o wyniku
partii zadecydujg nie tylko obie taktyki, ale takze ponumerowanie graczy
w druzynach. Z ta chwily wygrana X-a staje si¢ zmienng losowa, a jej
warto$¢ oczekiwana jest zupelnie okreslong wielkodcia zalezng wylacznie
od obu taktyk. Przez to okreliliimy nowa gre i o tej grze orzeka teoremat
fundamentalny, ze jest zamknieta, a raczej, ze byloby tak, gdyby liczbe
100 zamienié¢ na nieskonczonog§é. (Za te niescisto§é nie jest odpowiedzialny
McKinsey, ktory nie postuguje sie naszym obrazem druzyn). Sciste ujecie
uzyskuje sie przez wprowadzenie aparatu do losowania tak zbudowanego,
ze wyrzuca on liczby 1, 2, ..., m z prawdopodobiedstwami p,, P2y ...y Pne
(taktyke X-a oznaczmy przez P). Analogicznie definiuje si¢ taktyke
Q dla Y-a. Zar6wno P jak Q sa wektorami; kazdy wektor P (speliajacy

m
warunki Y'p; = 1, p; > 0) symbolizuje ,kostke” (aparat do losowania)
i=1

dla X-a, kazdy wektor @ kostke dla Y-a. Wynik partii dla X-a jest a;,

jezeli jego kostka padla na i-tg §ciane, a kostka przeciwnika na j-ta.

Wynik jest zatem zmienng losowa, ktéra jest zdefiniowana przez P

i Q. Te zmienng mozemy oznaczy¢ przez F (P, @), a jej warto§é oczekiwang
EF(P,Q) krotko przez E(P, Q). Wielko§¢ E juz nie jest zmienng losowg,

lecz zwyklg funkcja wektoréw P, Q, ktéra mozna wyrachowaé ze sche-
matu a;;. Jest mianowicie

(3) E(P,Q) = D ayp:p;.

tm]l fal
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. Teoremat fundamentalny orzeka, ze gra okre§lona przez funkcje (3)
w tym sensie, ze przyznaje X-owi kwote E(P, Q) od Y-a, jezeli X wybral
okreS§lony wektor P, Y za$§ @, spelia warunek

(4) maxminE (P, @) = minmaxE(P, Q),
P Q Q P

a wiec jest zamknieta. Stgd wynika, ze w tej nowej grze istnieje wariant
gléwny okreflony przez najlepsze taktyki P,, Q,. Wartoécia nowej gry
dla obu stron jest E(P,, @,). Jest jednak réznica miedzy zwykly gra pro-
stokatng a nowa gra; teraz partner X nie jest pewny, ze taktyka polega-
jaca na konstrukeji kostki P, zagwarantuje mu w kazdej partii z osobna
warto§é¢ gry E(P,, Q,). Byloby nawet bledne twierdzenie (i McKinsey
tego bledu nie popelnial), ze X trzymajac sie stale taktyki P, uzyska co
najmniej warto§¢ gry jako przecietny zysk przy nieskoriczenie wielu
partiach. To twierdzenie staje sie jednak prawdziwe, gdy przeciwnik
tez trzyma sie stale jednej i tej samej taktyki — gdy jest nig taktyka
optymalna, to X (i Y) uzyska przecietnie warto§¢ gry. Dodajmy od sie-
bie, ze gdy Y zmienia taktyke, a X trzyma sie taktyki P,, to limes infe-
rior §rednich wygranych X-a w nieskoniczonym ciggu partii jest co naj-
mniej taki, jak warto$é gry.

Bibliografia na koncu rozdzialn II informuje, ze v. Neumann opart
swoj pierwszy dowdd teorematu fundamentalnego na twierdzeniu Brou-
wera o punkcie statym.

Autor po kazdym rozdziale podaje zadania. Tak np. kaze czytelni-
kowi zbudowaé przyklad, w ktérym P, @, nie okre§laja wariantu gtéw-
nego, chociaz

E(P,y, Q,) = maxminE(P, ) = minmaxE(P, Q)
P Q Q P

— jak wiadomo ta relacja jest konieczna do tego, by (P,, Q,) okre§lalo
wariant gléwny, lecz nie jest dostateczna, jak to pokazaliSmy na przykla-
dzie gry (II). Intuicyjnie sprawa jest jasna juz przy zwyklych grach zamk-
nietych: Wartoscig koniec6wki szachowej jest liczba 5, jezeli jest to pigcio-
chodéwka; moze sie zdarzyé, ze Biale (Y) grajac zle dadzg mata Czarnym
(X-owi) w pieciu posunigciach dlatego, ze Czarne tez graja Zle i nie umieja
wyzyskaé bledéw przeciwnika. W geometrycznej interpretacji zadanie
wymaga znalezienia powierzchni, ktéra ma punkt siodlowy i punkt na
réwnej wysokosei z siodlowym, ktéry sam nie jest siodtowy — powierzch-
nia z = wy jest latwym przykladem.

Trzeci rozdziat zajmuje sie technika rozwigzywania gier; teorematy
0 istnieniu nie zawsze wskazuja droge rachunkowa, a juz przy latwych
grach otwartych nie mozna liczyé na jej znalezienie bez wskazéwek.
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Aparaturg jest tutaj teoria macierzy prostokatnych, a wiec rozdzial al-
gebry klasycznej.

Jak widaé¢ od razu, trudno$¢ polega na tym, ze trzeba szukacé
ekstreméw (4) formy kwadratowej (3), w ktérej zmienne p i g s3
zwigzane dwoma rdéwnaniami i m-+n nier6wnodciami. Znajdujemy tu
uwage, ze w grach otwartych (po domknieciu, ktére wyzej opisano) moze
zaj$é ewentualno§¢ wyboru wséréd nieskoriczenie wielu najlepszych tak-
tyk, a to dlatego, ze w ogéle taktyk jest nieskoniczenie wiele (tyle ile wek-
toréw P, @, a wiec kontinuum).

Wtedy mozna jeszeze do tych najlepszych taktyk wprowadzié¢ dy-
skryminacje za pomoca pojecia dominacji: Taktyka P, dominuje taktyke
P,, jezeli przy kazdej taktyce ,,j”° (to jest wyborze kolumny — j-tej
przez Y-a) P, daje co najmniej takg wygrana X-owi jak P,.

Liezne przyklady objasniaja tekst. Jedno z zadan daje schemat
graficzny ztozony z 7 punktéw; niektdre sg polaczone strzatkami; kazdy
gracz wybiera punkt. Jezeli wybrana para jest polagczona, to grot wska-
zuje, kto ma otrzymaé 1 zt od partnera, jezeli nie sa polaczone, to wyplata
jest 0. Nietrudno stwierdzié, ze gre te mozna zredukowaé do schematu
prostokatnego. :

Trzeba stwierdzié, ze dotad nie znaleziono dostateeznie wygodnéj
metody wyznaczania wszystkich najlepszych taktyk mieszanych (tj.
wektorow Py, Q,). Metoda podana w tym rozdziale dla gier prostokatnych,
~chociaz ogolna, prowadzi w przypadku macierzy wyplaty o duzej ilosei
wierszy i kolumn do niestychanie zmudnych (chociaz prostych) rachun-
kow.

Uzywajac nawet elektronowych maszyn do rachowania niemozliwe
jest na ogo6t znalezienie wszystkich rozwigzan juz np. dla macierzy kwadra-
towych rzedu 100. Trzeba mianowicie rozpatrywaé wszystkie podwyznacz-
niki kwadratowe i sprawdzaé, czZy speliaja one pewne wzory.

Zanim péjdziemy dalej, przypomnijmy raz jeszcze, ze autor uwaza
zamknieta gre prostokatng za banalng i w dalszych rozdzialach ksigzki

~uwaza redukeje do takiej gry za zupelne rozwigzanie. Jego terminologia
nazywa mieszang strategiq postepowanie polegajace na rzucaniu odpowied-
nich kostek, ktérym powierza sie decyzje w grach otwartych. Nawiasem
moéwige, tej ilustracji autor nie uzywa. Mogloby sie wydawaé, ze w prak-
tyce te sytuacje, ktorym wspolezesna teoria gier przypisuje takie znacze-
nie, nigdy sie nie zdarzajg. Otéz zacytujmy z innego zrédla przykiad
realny: . .

Torpedy sterowane radioelekfrycznie przestaja dziala¢ — w pewnej
frakeji — gdy przeciwnik ma urzadzenia gluszace; istniejg aparaty,
ktére ostabiajg urzadzenia gluszace przeciwnika. Jedne i drugie obnizaja
sprawno§¢ bojowsa okretéw i nie przynoszg zadnej korzysei, gdy przeciw-
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nik nie uzywa aparatéw, ktére maja byé przez nie zwalczane. Liczbowy
obraz korzyS$ci i strat jest schematem prostokgtnym otwartym:

{1. Okrety majace aparaty do sterowania H a y+9d ”
. . - 1l
2. Okrety nie majace tych aparatow i a+p y
Okrety majace Okrety nie majace
urzadzenia gluszace  tych urzadzen
1. 2.

Y

(a, B, y, 0 sa to np. pewne state dodatnie). Kazde spotkanie statku ze
statkiem wrogim jest partia. X realizuje mieszang strategie P = (p,, Ps)
w ten sposob, ze tylko cze$é swoich okretow zaopatruje w aparaty do ste-
rowania — mianowicie tyle, by frakeja takich okretéw wsréd okretéw X-a
byla réwna p,. Analogicznie ¥ moze stosowaé¢ mieszana strategie ¢ =
= (¢, ¢»)- Domknigcie tej gry w my§l twierdzenia fundamentalnego pro-
wadzi do optymalnych taktyk mieszanych dla obu stron. Latwo sprawdzié,
ze jedli tylko a+p > y (W innym przypadku macierz wyplaty ma punkt
siodlowy), to taktyki te sa dane przez

P = (a+p—y)/(B+98), . =3/(B+9).

Rozdzial czwarty moéwi o aproksymatywnym znajdowaniu wartosei
gier na przykladzie otwartej gry prostokgtnej

1 2 3
4 0 1}.
2 3 0

Aproksymacja polega na tym, ze w pierwszej partii partnerzy wybierajg
dowolne posuniecia, w drugiej X gra optymalnie przy hipotezie, ze Y zagra
tak, jak zagral w pierwszej partii, ¥ za§ postepuje analogicznie do X-a.
Rezultaty sie zapisuje i zawsze po n partiach X gra tak, zeby jego posu-
nigcie powtérzone n razy dato mu maksymalny zysk laczny przy zalo-
zeniu, ze Y bedzie gral w partii (n+k)-ej tak jak gral w k-tej partii
(k=1,2,...,n); ale naprawde Y bedzie gral inaczej, a mianowicie on
takze zagra w (n-+1)-ej partii wedlug zasady analogicznej do tej, wedlug
ktérej wybral wiasnie X swoje n plus pierwsze posuniecie. Tak powstaje
caly cigg partii zupelie zdeterminowany, ktory oczywiscie mozna zbu-
dowaé teoretycznie, tj. bez realnych Zywych graczy. Autor podaje bez
dowodu twierdzenie, ze maksymalny zysk laczny przewidziany przez X-a
(przy zalozeniu, ze obaj graja w sposob wyzej zdefiniowany) podzielony
przez n daje ciag o wyrazach niemniejszych od prawdziwej wartosci gry
i ze ta warto$é jest dolnym kresem wyrazéw tego ciagu. Analogiczne twier-
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dzenie zachodzi dla Y-a. Dlatego mozna po dostatecznie dtugiej konstrukeji
uja¢ warto§é gry w ciasne granice.

Znajdowanie najlepszych taktyk mieszanych wymaga obliczenia,
jaka jest relatywna frekwencja.posunigé w owym ciggu partii. Jezeli X
ma dokladnie jedna optymalng taktyke rmeszanay, to ciag relatywnych «
frekwencji jest zbiezny do tej taktyki. Gdy X ma wiecej optymalnych
taktyk, ciagg frekwencji moze nie byé zbiezny. W tym przypadku kazdy
podeiag zbiezny dazy do pewnej optymalnej taktyki.

Nalezy dodaé, ze podana wyzej metoda jest doi¢ ekonomiczna w przy-
padku, gdy ilo§é wierszy i kolumn macierzy wyplaty jest bardzo duza.
Praca potrzebna do wyznaczenia wartosei gry (przy danej dokladnosei)
jest bowiem w przyblizeniu liniowa funkeja ilosei wierszy i kolumn.

Rozdziat piaty méwi o grach w ogélnej postaci, to znaczy podanych
inaczej niz przez macierz prostokatna. Okazuje sie, ze kazda gra, ktdrej za-
kresami wyboréw sa zbiory skoriczone i z géry okreglone, da sie sprowadzi¢
do formy normalnej, to jest prostokatnej. Na przyklad, niech takie beds
reguly gry: X i Y wybierajg kolor bialy (B) lub czarny (C) i to naprzod
X jawnie, potem Y jawnie, potem X jawnie (autor nie omieszkal zazna-
czyé, ze X przy drugim wyborze nie tylko wie, co wybral Y, ale takze
nie zapomina, co sam wybral wezedniej); do regul nalezy funke]a, M, , )
znana obu graezom, w ktorg wstawia sie symbole koloréw wybranych,
a ktéra podaje wyplate nalezng X-owi. Autor podaje konkretny przy-
klad:

M(B,B,B)=—2, M(B,B,C) = —2,
) M(C,B,B) =5, M(0,B,0) =2,

M(B,C,B) =3, M(B,C,C) = —4,

M(C,C,B) =2, M(C,C,C) =6.

Bezposrednio nie jest to gra prostokatna. Gracz X ma 32 mozliwe czyste
taktyki, a Y ma ich 4. Schemat prostokatny o 32 wierszach i 4 kolumnach
jest grg zamkniety o 4 punktach siodlowych; X ma 4 taktyki optymalne,
a Y dwie. Tak np. optymalng taktyks dla-X-a jest wyboér czarnego kolorn
w pierwszym posunieciu, a w drugim nagladowanie Y-a. Dla Y-a jest opty-
malng taktyka wybdr bialy, jak réwniez wybor przeclwnv do X-a. Wartosé
gry jest 5.

Inny przyklad: Przeciw X-owi gra spolka Y ztozona z dwéch oséb,
Y,1Y,.Gracze X, Y,i Y, maja osobne pokoje i nie mogy si¢ porozumiewaé -
podezas partii, gra polega znowu na wyborze koloréw B lub C; X wybiera
pierwszy. Jezeli X wybral B, arbiter idzie do Y,, ktéry wybiera jako
drugi, a potem do Y,, ktéry wybiera jako ostatni. Jezeli jednak X wybral
C, to arbiter odwiedza naprzéd Y,, a potem Y,. Znowu jest dana funkcja



MecKinsey o grach , 243

M(,, ), wktorag wstawia sie B lub C na kazde miejsce wedlug kolejnoseci
wyboréw — ona okresla zaplate dla X-a. Tutaj dwuosobowy Y nie wie,
co wybral X, a zadna z jego czefci nie wie, co wybrala druga, a nawet
nie wie, czy jej wybdr dotyeczy drugiej, czy trzeciej zmiennej w M.
Te gre i wiele innyeh mozna przedstawié graficznie przez dendryt,
ktoérego rozgatezienia sg miejscami wyboru dalszej drogi. W przykladzie
autora wartosei M (w porzadku alfabetycznym) sg 0,2,6,8,4,0,5, 6.
Gra po znormalizowaniu, to znaczy po sprowadzeniu do schematu prosto-
katnego, daje macierz o dwoch wierszach i czterech kolumnach. Gra jest
otwarta. X ma tylko dwa posunigcia: B lub C. ¥ ma cztery taktyki:

‘Y 1 wybiera B, ) ‘Yl wybiera B,

Y, wybiera B, Y, wybiera C,

‘Yl wybiera C, . lYl wybiera C,

Y, wybiera B, Y, wybiera C.

12

Warto$é gry jest =, optymalna taktyka mieszana dla X-a jest 40°/, B,
600/, C, a dla Y-a 60°/,1), 00/, 2), 40%, 3), 0°/, 4).

Metode dendrytéw stosuje autor takze do gier o posunieciach loso-
wych, a wiee takich jak karty. Nie zapominajmy, ze losowos$é zwyklych
gier nie jest tego rodzaju, co losowos§¢ kostek, ktére definiuja taktyki |
mieszane. Kostki poprawiajg taktyke, czego nie mozna powiedzieé o losie
w grach hazardowych — tam kostke konstruuje partner, w grach hazar-
dowych kostka jest dana i nalezy do regulaminu gry. Losowo$é moze in-
terweniowaé przy okre§laniu kwoty wygranej, przy konstrukeji zbioru
mozliwyeh posunieé i przy kolejnoseci posunieé — autor podaje przyklady
na te trzy rodzaje losowosci. Za kazdym razem jest mozliwa normalizacja
gry. Autor podaje przyklady dendrytéw nie dajacych sie znormalizowad.

Rozdzial szésty jest poswiecony ogdlnej teorii skonczonych, n-oso-
bowych gier w postaci ogélnej. Za podstawe definicji takiej gry bierze
autor dendryt; jego struktura topologiczna wraz z kwotami na szczytach,
z reguly kolejnosei posunieé i z podzialem rozgalezien pomiedzy obszary
informacyjne (information sets) okre§la kompletnie gre. Autor uwaza,
ze dendryt jest pojeciem dostatecznie ogélnym do objecia wszystkich
typéw gier majacych sens — przyklady podane na koncu poprzedniego
rozdziatu pokazuja nawet, ze pojecie dendrytu jest zbyt ogélne. To tez
autor poddaje obszary informacyjne czterem postulatom, ktore nie wszyst-
kie 83 oczywiste. ,

Paragraf 2 tego rozdzialu dotyczy gier o kompletnej informacji.
Gry te charakteryzuja si¢ tym, ze w kazdej partii gracz majacy ruch
wie, jakie posuniecia zrobiono przedtem — zna aktualng sytuacje. Secista
definicja opiera sie na pojeciu obszaréw informacyjnych. Przykladami
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takich gier sg szachy, warcaby, halma — ale nie bridge lub poker. Autor
podaje nastepujacy przyklad: W pierwszym posunieciu gracz X wybiera
kule biala (B) lub czarna (C), w drugim posunieciu kule bialg lub czarng
wyrzuca mechanizm losowy (i to w ten sposéb, ze prawdopodobienstwo
wyrzucenia kuli bialej jest réwne % — obaj gracze wiedza o tym). W przy-
padku (C) ostatnie posuniecie ma gracz X, ktéry znéw wybiera (B) lub (C).
Jefli natomiast mechanizm wyrzucil kule biala, to samo zamiast X-a
czyni Y. Wyplata M zdefiniowana jest przez (I11). Z jakim sposrod trzech
przypadkéw losowosei, wymienionych na poprzedniej stronicy, mamy
do czynienia? .

Gléwnym wynikiem paragrafu 2 jest twierdzenie, ze matryca znor-
malizowanej gry o sumie zerowej i kompletnej informaecji ma punkt
siodlowy, a wiec jest gra zamknieta i majaca optymalne taktyki czyste
(tj. niemieszane) dla obu stron. Dowdd idzie przez lemat o istnieniu punktu
rownowagi, czyli takiego punktu (%, %, ...,®,) W produkcie kartezjan-
skim taktyk, ze jezeli kazdy partner X, (k =1,2,...,4—1,¢+1,...,7n)
trzyma sie taktyki x,, to taktyka x; daje partnerowi X,; maksymalng
wygrang. Innymi slowy: zespét taktyk (zy, x,,...,x,) jest wzajemnie
optymalny w tym sensie, ze kazda z nich jest optymalna wzgledem ze-
spolu pozostalych. Dla n = 2 to twierdzenie redukuje si¢ do istnienia
punktu siodlowego okre§lonego w pierwszym rozdziale. Wynikajgce stad
twierdzenie o grach dwuosobowych, ktére je trywializuje, weale nie jest
znane powszechnie, nawet w kolach szachistéw. Udowodnil je Kalmar
w roku 1929 i mozna postawié ksigzce Neumanna i Morgensterna zarzut,
ze trudno sie go tam doczytad. Ale w samej rozprawie Kalmara jest ono
tak sformulowane, ze niektérzy matematycy sadza, iz explicite tam nie
figuruje; charakterystyczne jest tez pominiecie nazwiska Kalmara w ksigzee
dwéch autoré6w. Natomiast McKinsey (str. 126 i dalsze) podaje zaréwno
sformulowanie slowne, popularnie i bez pretensji do $cistosei, jak i Scisle
oraz zaopatrzone w kompletny dowé6d. Wyzej zacytowany lemat o punkecie
réwnowagi potrzebny jest do tego tylko dla n = 2. Indukecja przenosi
go na wszelkie n wieksze od 2. Z tego uogélnienia méglby kto§ wysnué
wniosek o tym, ze takze dla n > 2 gry n-osobowe o sumie zerowej i kom-
pletnej informacji s3 zamkniete, a wiec maja czyste taktyki optymalne.
- W jednym z dalszych rozdziatéw okaze si¢, dlaczego autor tego wnioskn
nie wysnuwa. :

W tymze rozdziale jest tez mowa o grach z zupelng pamieciy;
Scista definicja jest trudna, ale na przykladzie gier w karty latwa. Bridge
nie jest gra z zupelng pamiecia, bo tam gracz sklada sie z dwéch o0s6b
i nie ma zadnej osoby, ktéra by wiedziala to wszystko, co te dwie osoby
wiedza. Natomiast znane gry dwuosobowe 83 zwykle grami z pamiecig
zupelna. Taktykq behawiorystyczng nazywa sie taktyke polegajaca na loso-
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waniu posunieé (mieszane taktyki polegaly na losowaniu ezystyeh taktyk,
a nie poszezegdlnych posunied!). Taktyki behawiorystyezne nie domykaja
na ogot gry, a wiee pod tym wzgledem sg gorsze od taktyk mieszanych.
Jezeli jednak pamieé jest zupelna, to dla tych taktyk istnieje twierdzenie
analogiczne do teorematu fundamentalnego. Na korzy$é ich przemawia
fakt, ze ilo§¢ parametré6w potrzebnych do okreflenia takiej taktyki jest
na og6l mniejsza niz dla taktyk mieszanych. Wyjaénimy to na przykladzie:
X i Y wybieraja trzy liczby ze zbioru {1, 2}. Robig to w nastepujacy
sposéb: Najpierw X wybiera u, potem Y wybiera v, w koficu X nie znajge
posuniecia Y-a, lecz pamigtajac swoje, wybiera w. Nastepuje wyplata
sumy M (u, v, w) przez Y-a na rzecz X-a. W tej grze X ma cztery ezyste
taktyki, tj. kazdg taktyke mieszana definiuje wektor P o czterech skla-
dowych. Jest wiec ona funkcja trzech parametréw (czwarty mozna wy-
4

rachowaé z wzoru D p;= 1). Taktyka behawiorystyczna natomiast be-
1=1

dzie funkeja tylko dwéeh parametréw, gdyz do jej zdefiniowania potrzeba
znaé tylko prawdopodobienstwa, z jakimi X wybiera liczbe 1 (lub 2)
w swoim pierwszym i drugim posunigciu. Dla gier, w ktorych ilo§é posu-
nieé jest duza, liczba parametréow moze réznié sie znacznie.

Rozdziat siddmy méwi o grach, w ktérych wybiera si¢ posuniecia ze
zbioréw nieskonczonych. Tu naleza gry ciagle, w ktérych zbiory sa od-
cinkami, a wybiera sie punkty z, ¥ z tych odcinkéw. Jezeli M (x, y) jest
wyplatag dla X-a, to moze sie zdarzyé, ze obie lub jedna z wielkoSci
maxmin M (x, y), minmax M (z, y) nie istnieje. To nie wylacza istnienia
punktu siodtowego, jak wida¢ na przykladzie ,,M(x,y) = 1/z—1/y dla
x#0,y #0, M(x,0) = M(0,x) =07, gdzie (0, 0) jest takim punktem.
W przypadku nieistnienia wielko§ei minmax M (z, y) lub maxmin M(z, y)
moze sig zdarzyé, ze istnieja i sa réwne wielkosei infsup M (x,y)
i supinf M (z, y). Réwniez i w tej sytuacji wspélna warto§é tych wyrazen
autor nazywa wartodcig gry v i chociaz teraz jeden lub obaj gracze moga
nie mie¢ najlepszyeh, tj. gwarantujacych warto$é v czystych taktyk, to
do kazdej liczby ¢ > 0 istnieje dla kaidego gracza taktyka (czysta) gwa-
rantujaca liczbe, w przypadku X-a co najwyzej o ¢ mniejsza, a W przy-
padku Y-a eo najwyzej o ¢ wiekszg niz o.

Pomijamy tu rozdzial ésmy o dystrybuantach i dziewiaty o calce
Stieltjesa, gdyz stanowig one tylko przygotowanie matematyczne do
rozdzialu nastepnego i zawieraja wiadomosei, ktére mozna znalezé w wielu
podrecznikach rachunku prawdopodobienstwa. Nie jest to zarzut, gdyz
czytelnik moze polegaé zaré6wno na Scistoei wywoddw, jak i na idealne]
oszezedno$ei materiatu.

Rozdzial dziesiaty traktuje teoremat fundamentalny dla gier ciag-
lych. Orzeka on, ze zawsze istnieja optymalne taktyki mieszane. Taktyka
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jest tu dystrybuants, ktéra gracz wybiera dowolnie; przez to zmienne
%, ¥ zamieniaja si¢ na zmienne losowe o rozkladach wybranych przez part-
neréw. Matematycznie teoremat pisze si¢ tak (str. 186, §3, tw. 19.4):
Dla funkeji M (z, y) ciaglej w <0, 1>? istniejg i s3 rowne wyrazenia
11 11

ma,xmmffM(x,y)dF(m)dG( ),  min maxffM(m,y AF (x)dG (y).

FeD GeD § g GeD FeD j g

Tutaj D oznacza zbiér wszystkich dystrybuant. Dowdéd redukuje catki
do sum aproksymacyjnych, po czym wyzyskuje lematy z algebry form
liniowyeh. Przypominamy, ze nieciggle funkecje M wymagalyby catek
. Stieltjesa i Lebesgue’a — dlatego autor ogranicza sie do M ciaglych, nie
cheae ograniczyé kola czytelnikéw do specjalistow.

Efektywne wyznaczanie optymalnych taktyk w grach cigglych jest
trudne w calej rozciaglodeci. Autor podaje jednak kilka teorematéw pozwa-
lajacych np. na stwierdzenie, czy dana taktyka jest optymalna, lub jaki
jest zwigzek miedzy optymalnymi taktykami obu graczy. Pozwole sobie
zacytowaé jedno twierdzenie (str.204): Jezeli M (z,y) jest funkcja wy-
platy i jezeli dla wszystkich « i y z przedziatu <0, 1> M(z,y) =—M(y, x),
to gra ma warto$é 0 i kazda optymalna taktyka dla jednego gracza jest
réwniez optymalna dla drugiego.

W nastepnych rozdziatach autor rozwaza pewne klasy gier ciaglyeh,
dla ktérych uzyskano ogélne wyniki. W rozdziale XI omawia klase gier
rozdzielnych, a w rozdziale XII klase gier wypuklych. Te przymiotniki
odnoszg si¢ wladciwie do wyplaty M (x, y). Méwi sie o niej, ze jest roz-
dzielna, jezeli wyraza sie przez skoneczong sume iloczynéw funkeyj ciag-
tych jednej zmiennej:

(5) Mz, y) = D Y ril)s,(y)
i=1 j=1

Wtedy optymalne dystrybuanty dla X i Y sg funkecjami schodkowymi
i to odpowiednio o co najwyzej m i n stopniach. Wynika to z tego, ze je-
zeli liczba n jest zdefiniowana wzorem (5), to kazda mieszana taktyka
X-a jest rownowazna (w sensie funkeji wyplaty) z pewng funkejg schod-
kowa o co najwyzej n stopniach. Autor podaje ogélng metode znajdo-
wania optymalnych taktyk dla gier rozdzielnych, jest ona jednak skom-
plikowana.

Zalozenie wypuklosci lub wklestoSei funkeji ze wzgledu na kazda
zmienny daje oczywiScie punkt siodtowy, gdy M jest wypukla wzgledem
X, a wklesta wzgledem Y. W rozdziale XII autor robi jednak tylko jedno
z tych zalozen i otrzymuje niebanalny wynik, a mianowicie dystrybuante
jednoschodkows dla jednego gracza, a dwuschodkowsg dla drugiego.
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PrzykeaDp: Niech M (x, y) =sindn(z+y)oraz 0<r<1li0 <y < 1.
Latwo sprawdzié, ze funkcja ta jest wklesta funkeja zmiennej x dla kaz-
dego y i wklesty funkeja zmiennej y dla kazdego x. Poniewaz procedura
prowadzgca do znalezienia optymalnych taktyk jest do$é diuga, podamy
je bez rachunkéw. Niech I,(x) oznacza funkeje réwng 0 dla 2 < % i réwng
1 dla # > u. Pokazemy, ze dla X-a najlepszg taktyks jest Fy(x) = I,,(x),
a dla Y-a Gy(y) = 1/21(y)+1/21,(y). Oznaczmy przez

B(F, Q) ffsm r(x+y)dF (x)dG (y)
warto§é oczekiwang wyplaty, zatem

1
B(Fo, G) = §V2,  B(F,, &) = [singn(}+y)dG(y) >$V2,
0

1
B(F, ) = § [ (sin gz +sin (1 +a)) dF (@) =
0 .

I

%V2fsin%n(%+w)dﬁ’(w) < V2.

Taktyki F, i G, gwarantuja te sama wartosé gry W =w = 1V2 dla obu
graczy, 83 wiec optymalne. Latwo widzieé, ze optymalna taktyka dla
X-a jest jednoschodkowa, a dla Y-a dwuschodkowa.

W rozdziale trzynastym sg zastosowania do wnioskowania statystycz-
nego. Zagadnienie wyjasnimy na przykladzie wnioskowania o rozkladzie
pewnej cechy ¢ w populacji na podstawie zbadania jej wielkodei v sztuk
prébnych wylosowanych z tejze populacji. Tutaj statystyk nie poprzestaje
na wniosku, lecz decyduje sie postapié w pewien sposéb x z caty populacjg.
Jezeli prawdziwy rozklad cechy ¢ w populacji jest y, to decyzja x da X-owi
pewna korzysé (ktéra moze byé takze ujemna) i jest znang funkeja f(x, y)
dwoéeh zmiennych. Tutaj X wybiera x, a natura Y wybiera y. Tym spo-
sobem wchodzimy w teori¢ gier. Pomysl wyszed! z tej szkoly, ktéra po-
tepila regule Bayes’a, przede wszystkim od przedwezeénie zmarlego A.
Walda. Przeniesienie teorii gier na problematyke decyzyj nie jest jednak
formalng transkrypcja, poniewaz drugim partnerem jest przyroda, ktorej
nie mozna posadzaé o §wiadome dzialanie na szkode cztowieka. Stad rézne
ograniczenia, ktére wprawdzie sg korzystne dla czlowieka, ale wylaczaja
ogodlne stosowanie teorematu fundamentalnego (np. wtedy, gdy wiadomo,
ze natura nie moze uzyé dowolnej sposréd taktyk mieszanych). Dla przy-
kladu podam sformulowanie konkretnego i prostego zagadnienia: Urna
zawiera biale i ezarne kule; frakeja y biatych kul zalezy od przyrody Y.
Statystyk X ma prawo vae(‘ n kul z urny i orzec potem x; taktyka czysta
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X-a jest kazda funkeja x = ¢,(k), gdzie k jest liczbg biatych kul wéréd »
wyjetyeh, taktyka ezysta Y-a jest dowolny wybér liczby ¥ z przedzialu
<0, 1>. Regulamin gry kaze przyrodzie wyplacié X-owi kwote —(x—y)2.
Procedura prowadzaca do rozwiazania tego problemu jest do§é zawila.
Podam tylko, ze X ma czysta optymalng taktyke zdefiniowans za pomoca
funkeji

k
gn(k) = _Jiz"’_ﬁ

n- Vn

W ostatnich ezasach cykl problematéw zwigzanych z zastosowaniem
teorii gier do statystyki rozwinal si¢ w cala teori¢ znang pod nazwa teorii
funkeji decyzyjnych. Zarys tej teorii czytelnik znajdzie w przystepnej
ksigzce D. Blackwella i M. A. Girshicka, Theory of games and statistical
decisions, first edition, New York and London 1954.

Tytul rozdziatu czternastego przettumaczylem ,,Planowanie liniowe”,
W ekonomii i technice czesto wystepuje zagadnienie minimizacji kosztéw,
ktére zaleza liniowo od pewnych parametréow. Zwykle te parametry sg
zwigzane jedna lub wieloma nieréwnosciami liniowymi. Ogélnie problemat

n

planowania liniowego zgda minimizacji wyrazenia ) c,y, pod m warun-
n k=1

kami Y ey, = b; (¢ =1,2,...,m), przez dobér ukladu (¥, ¥ay.--y ¥n)-

k=1 .

Skonstatujmy, ze znane metody znajdywania ekstreméw za pomocy
rachunku rézniczkowego w naszym przypadku zawodzg, gdyz na ogét
w tego rodzaju zadaniach ekstremalne wartosci sg osiagane na brzegach
obszaru ograniczonego danymi nieréwnof§ciami, a nie w punktach, gdzie
pochodne znikaja. Autor pokazuje, ze zagadnienie znalezienia optymal-
nych strategii i wartosci gry w grze prostokatnej sprowadza sie do wyzej
zdefiniowanego problematu. Twierdzenie odwrotne jest prawdziwe przy
pewnych ograniczeniach.

Rozdzial pietnasty o nm-osobowych grach zerowyeh zaczyna sie, od
uwagi, ze matematycy nie sa na ogél zadowoleni z wynikéw Neumanna
i Morgensterna, jakkolwiek niemalo, bo okolo 400 stronic swego dziela
o grach poswiecila tej materii para autorska. Na pierwszy rzut oka sy-
tuacja jest pomy$lna: nawet gdy gra n-osobowa dopuszcza kilka ruchéw
naraz, ruchy losowe i informacje niezupeiny, da si¢ ona zredukowaé do
réwnoczesnego wyboru elementéw, przy czym kazdy partner wybiera po
jednym elemencie z pewnego raz na zawsze okre§lonego, skonczonego
zbioru. Ale tu zaczyna sie trudno$é¢ zwigzana z ekonomicznym sensem gry:
jezeli sumy wygrane (i przegrane) wyrazajg si¢ w warto§ciach tego samego
rodzaju, np. w jednostkach okre§lonej waluty, nie mozna zignorowaé
faktu, ze partnerzy mogg laczyé sie w koalicje i asekurowaé si¢ wzajemnie
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przed zlymi skutkami gry indywiduvalnej. Tak np. w grze ,,niezgodny
traci” trzej partnerzy odkrywaja réwnocze$nie monety lezace na stole
i zakryte dlonmi; jezeli wszystkie trzy lezg jednakowo, mamy remis,
jezeli nie, to wladciciel niezgodnej monety placi po ztotym zgodunym part-
nerom. Jasne jest, ze wszyscy trzej maja réwne szanse dopéty, dopdki
si¢ nie porozumiewajg. Gdy jednak powstanie koalicja dwéech, ktérzy
przed partia uméwig sie graé¢ zawsze zgodnie i ustaly kolejnosé ortéw
i reszek, to warto§é gry dla kazdego z koaliantéw bedzie %, a dla outsidera
—1. Tym sposobem koalicja zmienia warto§é gry. Stad trudny problemat
obliczenia wartogei gier n-osobowych przy dopuszezeniu wszelkich koalicji.
Moglby kto§ zaproponowaé, zeby zmodyfikowaé gry przez zakaz koalicji.
Taki zakaz przecialby wprawdzie matematyczna kwestie, ale zwezilby
zakres zastosowan; przed chwilg stwierdziliSmy, ze wiele sytuacji prak-
tycznych redukuje sie do gry przeciw przyrodzie; czy mozna zakazaé lu-
dziom wchodzenia w koalicje w tej grze bez niedorzecznego zmniejszania
korzyéci spolecznej z postepowania? Ekonomisci znajda zapewne lepsze
przyklady.

Autor uwaza za swoj pierwszy obowiazek wyklad teorii Neumanna
i Morgensterna, chociaz ma jg za niekompletna. Za nimi definiuje funkcje
charakterystyczng gry zerowej m-osobowej (dalej, az do odwolania, ter-
min gra bedziemy rozumieli jako prostokatng gre n-osobowa o sumie zero).
Funkeje te okreéla sie na wszystkich podzbiorach I' zbioru partneréow N.
Jezeli ten zbidr rozpadnie si¢ na dwie koalicje I'i N —17, to gra zamieni
sie na dwuosobowa gre osoby prawnej I' przeciw osobie prawnej N —T.
Gra ta podpada pod teorie dwuosobowych gier prostokatnych i da sie
domkngé przez taktyki mieszane. Tak otrzymamy warto$é v (1) nowej
gry 1 funkeja »(7T) jest wiasnie funkejg charakterystyczna ex definitione.
Spehia ona nastepujace trzy zwigzki: 1° v(N) = 0, 2° (N —-T) = —o(T),
3° dla wszelkich dwdéch rozlageznyeh podzbioréw R i T zbioru N zachodzi
nier6wno§¢ v(Rv T) = v(R)+vo(T). Prawdziwe jest twierdzenie od-
wrotne: Jezeli jaka§ funkeja zbioru ¢ spelnia te trzy warunki, to istnieje
gra, dla ktorej jest ona funkeja charakterystyczna. Kwesti¢ tendencji
do Igczenia sie w koalicje ujmuje sie na bazie funkeji charakterystycznych.
Dzieli sie mianowicie wszystkie gry n-osobowe na istotne i nieistotne.
Nieistotne to takie, ze zadna koalicja nie moze zapewnié¢ wiekszej tgcznej
wygranej, niz suma wygranych, ktére mogg sobie zapewnié jej czlonkowie
bez wehodzenia w koalicje. Istotne, to pozostale gry. Warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym na nieistotnosé jest addytywnoéé funkeji charakte-
rystycznej. W grach istotnych musi nastapi¢ tendencja do laczenia sie
w koalicje.

W paragrafie 2 (rozdziat XV) rozpatruje si¢ gry w zredukowanej
postaci. Oznaczmy funkcje wyplaty dla gracza {i} przez M;(wy, @,, ..., ,)
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(¢ =1,2,...,n). Struktura gry si¢ nie zmieni, jezeli do kazdej tunkeji
M; dodamy stala a; tak, by M,+a; =0, jak réwniez, gdy wszystkie
funkeje M; pomnozymy przez dodatni spélezynnik k. Niech M; i M,
oznaczajy funkcje wyplaty w grach I'i I". Gry te nazywaja sie strategicznie
rownowazne, jezeli istnieje wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie
f = (fi®1), fol®s), ..., ful®,)) zbioru taktyk kazdego gracza gry I' na zbiér
taktyk odpowiedniego gracza gry I takie, ze

(6) [”1‘('7"17 Loy «ony Tp) = kMi(fl(xl)y f2(m2)¢ s fn(wn))‘{‘ &

n
dla kazdego i, gdzie k > 0 oraz D a; = 0. Jezeli dwie gry sa strategicznie
2=1

réwnowazne, to ich funkcje charakterystyczne v i o' spelniajg zwiazek

(7) o(T) = ko'(T)+ ) ai,
IET
gdzie liezby a; i k 89 zdefiniowane przez (6). Mozna wi(gc mowié o rownosei
funkeji charakterystycznych — dwie funkeje v i v sa ré6wnowazne, jesli
spelniajg réwnanie (7).
~ Autor interesuje sie grami, ktérych funkcje charakterystyczne spel-
niajg zwiazek

® (1)) = of{2)) = ... = offu)) = s,

gdzie s jest 0 lub 1. Gry te nazywa zredukowanymi o module s. Kazda funkcja
charakterystyczna jest strategicznie réwnowazna dokladnie jednej funkeji
charakterystycznej spelniajacej zwiazek (8), wiec przy rozpatrywaniu
kwestii koalicji wystarczy rozpatrywaé gry zredukowane. Warunkiem
koniecznym i dostatecznym na to, zeby gra byla nieistotna, jest réwno-
wazno$é jej z gra zredukowang o module zero.

Zagadnieniu lgczenia sie¢ w koalicje i okreglenia optymalnych taktyk
w mn-osobowej grze poswieca McKinsey nastepne dwa rozdzialty (XVI
i XVII). W tym celu wprowadza pojecie imputacji. Niech (u,, ..., u,)
bedzie wektorem o skladowych u,, ..., u,, gdzie u; oznacza sume, jaka
otrzyma gracz {z} po zakonczeniu partii. Skladowe tego wektora zaleza
od wyniku partii, od podzialu na koalicje oraz od sposobdw rozliczania
sie wewnatrz tych koalicji. Oczywiscie (gdyz jak zalozyliémy, rozpatru-

n .

jemy gry o sumie zero) Y u; = 0. Poza tym tylko taki wektor moze by¢
i=1

zrealizowany w konkretnej partii, dla ktérego w; > »({i}) (gdyz gracz
li} ex definitione ma taktyke gwarantujaca mu wartosé o({i}) bez wcho-
dzenia w koalicje). Wektor o tych wlasno§ciach autor nazywa imputacjq.
Miedzy imputacjami wprowadza pojecie dominacji: Imputacja (%,,..., u,)
dominuje imputacje (w,,...,w,), jezeli istnieje taki niepusty zbior

graczy T, ze v(T) = > w; i u; > w; dla kazdego i¢T. Moga wige istnieé
ieT
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imputacje, ktore si¢ wzajemnie dominuja! Intuicyjnie jest dosyé oczy-
wiste, ze w aktualnej partii moglaby byé realizowana kazda taka
imputacja, ktérej nie dominuje zadna inna imputacja, gdyz zaden zbiér
graczy nie mialby ekonomicznych motywéw do zamiany jej na inng;
jezeli w trakcie partii taka imputacja zostala zaproponowana, to kazdy
z graczy powinien si¢ na nia zgedzié, gdyz w jakiejkolwiek koalicji by
gral i chociazby zawarl najkorzystniejsza umowe o sposobie rozli-
czania si¢ wewnatrz tej koalicji (ale oczywiscie taka, ktéra by kazdemu
z jego kontrahentéw {4;} gwarantowala wartosé v({i;})), nie otrzyma nic
wigcej, jesli przeciwnicy beda graé dobrze. Jezeli jednak gra jest istotna,
to takich imputacji nie ma, moze jednak istnie¢ zbiér A imputacji o tej
wlasnosci, ze zadna imputacja z A nie jest dominowana przez inng impu-
tacje z 4 i kazda imputacja spoza A jest dominowana przez pewng impu-
tacje z A. Taki zbiér autor nazywa rozwiqzaniem.

Zauwazmy zasadniczg réznice w intuicyjnym usprawiedliwieniu uzycia
stowa ,,rozwigzanie’ w przypadku gier dwuosobowych a n-osobowyech (n>2).
W pierwszym przypadku rozwiazanie oznacza zbiér prawdopodobienstw,
z jakimi gracz stosuje swoje czyste strategie w celu maksymizaeji oczeki-
wanej wygranej, w drugim przypadku rozwigzanie podaje zbiér mozli-
wych sposobow podzialu wygranej na koricu partii. Mozna by czué
zawdd z takiego postawienia kwestii; mogloby sie¢ nasungé pytanie, czy
gracz zhajac rozwigzanie danej gry m-osobowej moglby graé z wieksza
oczekiwang korzys$cia, niz gdyby wecale nie znat tej teorii. Dla tego
tez niektérzy uwazaja, ze teoria Neumanna i Morgensterna nie odpo-
wiada wymogom praktyki. Poza tym nie wiadomo, ezy dla » > 5 kazda
n-osobowa gra ma rozwigzanie w wyzej zdefiniowanym sensie.

W dalszej czeéei rozdziatu XVI autor wprowadza pojecie izomorfizmu.
Dwie gry sg izomorficzne, jezeli istnieje wzajemnie jednoznaczna odpo-
wiednio§é miedzy imputacjami jednej i drugiej gry zachowujaca relacje
dominacji. Kazde dwie gry strategicznie réwnowazne sa izomorficzne.
Operujac pojeciem izomorfizmu autor pokazuje, ze jezeli kazda gra w zre-
dukowanej formie ma rozwigzanie, to kazda gra ma rozwigzanie.

W rozdziale siedemnastym rozpatruje si¢ gry, dla ktérych suma wy-
plat niekoniecznie jest réwna zeru. Zauwazmy, ze gry takie mozna trak-
towaé jako gry (n--1)-osobowe o sumie 0. Mozna mianowicie dolaczyé
fikeyjnego (n41)-go gracza i zalozyé, ze funkcja wyplaty dla niego jest
rowna sumie funkcyj wyplaty dla pozostatych graczy pomnozonej przez
—1. Trzeba byloby jednak wprowadzi¢ do§é sztuczne ograniczenia dla
takich gier, jak zakaz wchodzenia tego gracza w koalicje itd. Ta konstruk-
cja postuzy nam jednak do rozszerzenia pojecia funkeji charakterystyez-
nej na przypadek ogélny: Niech /" bedzie pewng gry n-osobowy, a I jej
(n+1)-osobowym przedluzeniem zdefiniowanym wyzej. Niech v bedzie
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funkeja charakterystyczng gry I". Funkcje charakterystyczna v gry I°
definiuje si¢ jako identyczny z funkejg »" na zbiorach nie zawierajacych
(n+1)-go gracza. Inne pojecia, jak np. gry istotnej, gry zredukowanej,
imputacji, rozwigzania, definiuje sie¢ tak samo, jak poprzednio.

Cala teoria v. Neumanna dla gier wieloosobowych opiera si¢ na po- -
jeciu funkeji charakterystycznej. Jezeli dwie gry majg identyczne funkeje
charakterystyczne, to maja identyczne rozwiazania w sensie v. Neumanna.
Autor uwaza, Ze takie postawienie sprawy jest rzecza co najmniej wyma-
gajacyg dyskusji. Rozpatrzmy np. dwuosobowa gre o macierzach wyplaty
dla gracza X i Y zdefiniowanych nastepujaco:

M, M,

10 10],  [—1000 0.

Oczywidcie jest to gra niezerowa. Gracz X ma tu jedny taktyke, a gracz
Y dwie (wybraé pierwszg lub druga kolumne). Jezeli ¥ wybierze pierwszg
kolumne, to X otrzyma 0 zl, a 'Y straci 1000 zl; jezeli Y wybierze druga
kolumne, to X otrzyma 10zt a Y 0zl. Intuicyjnie jest jasne, ze X
jest tutaj w lepszej pozyeji niz Y. Jezeli bowiem Y bedzie maksymizo-
wal wlasny zysk, to wygra 0, a X wygra 10 zi. Mozna by naturalnie po-
myS§leé, ze ¥ wymusi na X-ie pewna cze§é wygranej za pomocs grozby,
ze w innym przypadku wybierze pierwsza kolumne, ale poniewaz sam na
tym stracitby 1000 zl, wiec nalezy przypuszezaé, ze X nie potraktuje tej
grozby powaznie. Zresztg gdyby Y otrzymal nawet pewns cze$é wygra-
nej, to trzeba sie zgodzié, ze znajduje si¢ w gorszej sytuacji i kazde
rozwigzanie powinno uwzgledniaé te asymetrie. To nie jest jednak
prawdg dla rozwigzania w.sensie v. Neumanna; definiuje on rozwiazanie
na podstawie funkeji charakterystycznej, a ta dla naszego przykladu jest
symetryezna: »(X) =0, v(Y) =0, v»(X, ¥) = 10.

W rozdziale osiemnastym jest mowa o otwartych problematach
w teorii gier. Wiekszo§é z nich sa to problematy konceptualne, to jest
takie, ktére wymagaja wprowadzenia nowych pojeé, a nie stosowania
znanych. Wyobrazmy sobie np. gre, w ktérej kazdy z partneréw wybiera
funkeje z L? o normie 1, a wyplata jest rowna odlegloéei wybranych funkeji.
Trudno$é polega na braku wladciwej miary w L2 Jak okreslaé mieszane
taktyki, gdy czystych taktyk jest wiecej niz kontinuum? Innym za-
gadnieniem jest znalezienie racjonalnego sposobu postepowania, gdy war-
toci funkeyj wyplaty maja rézng uzyteczno§é dla réznych graczy: Tak
na przyklad 1zl ma inne znaczenie dla ubogiej osoby i dla bogatej.

Najaktualniejszym dezyderatem jest zbudowanie bardziej zadowa-
lajacej teorii gier wieloosobowych. Jedna z takich préb jest teoria J. F.
Nasha. Dzieli on mianowicie gry na kooperatywne i niekooperatywne.
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W grach niekooperatywnych gracze nie moga sie porozumiewaé, a wige
zawieraé uméw itd. W grach kooperatywnych komunikacja jest dozwo-
lona. Nash uwaza niekooperatywne gry za podstawowe i redukuje do’ nich
kooperatywne gry w nastepujacy sposéb: Pertraktacje dotyczace zawie-
rania transakeji wlacza on jako formalne posuniecia do niekooperatywnych
gier (zatem posunieciami moga byé propozycje utworzenia koalicji,
podzialu zyskéw itp.). Chociaz teoria Nasha reprezentuje pewien postep
w tej dziedzinie, ma ona powazne niedociggnigcia. W praktyce np. jest
niestychanie trudno wprowadzié do niekooperatywnych gier posunig-
cia odpowiadajace pertraktacjom miedzy poszczegdélnymi graczami i to
w sposéb sprawiedliwy dla wszystkich graczy. Poza tym juz sama teoria
niekooperatywnych gier ma powazne braki.

Bibliografia obejmuje okolo 120 tytuléw. Nie ma w niej ani jednego
nazwiska matematykéw polskich. Niech mi bedzie wolno wobec tego
przypomnieé¢ nieliczne pozycje naszych autoréw. Zaczne od felietonu
w ,,Myéli Akademickiej” jednodniéwce studenckiej, ktéra ukazala
sie we Lwowie w 1925 r., Definicje potrzebne do teorit gry ¢ po-
seigu. Chronologicznie wyprzedza ona wszystkie pozycje cytowane przez
McKinsey’a. Mozna w niej znalezé definicje minimaksowych taktyk dla
takiej gry jak poscig. Przez wiele lat nikt nie zajal sie poScigiem.
Dopiero prof. Choquet, ktéry po wojnie dowiedzial sie¢ we Wroclawiu o za-
gadnieniu poscigu, napisatl rozprawe, ktérej niestety nie mozemy odna-
lez¢ w bibliografii. Zagadnienie po$cigu przy brzegu zbadat M. Warmus,
a A. Zieba rozwigzal zagadnienie poScigu jednego statku przez dwa na
pelnym morzu. Wezesniej (1943) powstalo zagadnienie podzialu pragma-
_ tyeznego, ktéry jest gra — rozwigzalem je dla trzech partneréw, a S. Ba-
nach i B. Knaster dla dowolnej liczby. Cze$ciowa informacje o tych re-
zultatach daje Kalejdoskop wmatematyceny. Niedawno ogloszono przed-
wojenng gre Banacha i Mazura, ktora polega na pisaniu kolejnym przez
dwéch partneréw cyfr rozwiniecia decymalnego liczby rzeczywistej —
jezeli padnie ona z géry w dany zbiér A wygrywa X, jezeli w C4, wygry-
wa Y (%). Z teorig gier wiazg si¢ rezultaty uzyskane przez J. Schreiera
przed wojng i dotyczace najmniejszej liczby rozgrywek potrzebnych
do Kklasyfikaeji graczy, gdy kazda rozgrywka decyduje o lepszoéci jed-
nego z dwoéch partneréw; ta teoria ma zastosowanie przy mierzeniu
przez poréwnywanie. C. Ryll-Nardzewski ulepszyl teorie poscigu wpro-

(*) 8. Zubrzycki, On the game of Banach and Mazur, Coll. Math. 1V (1957).
str. 227-229; A. Zieba, An example of the game of Banach and Mazur, Coll. Math.
1V (1957), str. 230-231. .

Tresé odsylacza ') na ~tr. 227 oraz data prazy tytule [3] na str. 229 wynikiy
% nieporozumienia: cytowana praca byla niedostepna od roku 1941 az do jesieni
roku 1957 i evtowano blednie z pamieci jej tytul i date wyvdania.
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wadzajge pod jeden z dwdédch symboli ,min’’, ,max’ zamiast zbioru
taktyk zbiér rejséw, co logicznie upraszcza teorie a zapewne nie tylko
w tej grze jest mozliwe. Tenze uogdlnil twierdzenie o kategoryceznosei
gier skoniczonych; niestety znaczna cze§é wspomnianych wynikéw nie
zostata ogloszona.

Na zakoficzenie podam definicje ,,warszawskiej szubienicy uog6l-
nionej’’. W punktach kratowych na plaszezyznie X i Y stawiajg na prze-
"~ mian swoje symbole. Wygrywa ten, ktéry pierwszy ustawi obok siebie
n swoich symboli pionowo lub poziomo. Dla »n > 5 gra przestaje byé
trywialna. Wspomnie¢ réwniez nalezy o ,grze wroclawskiej”. Kazdy
. partner wplaca dowolnag kwote (co najmniej 1 zl), jej wysoko§é notuje
arbiter, ale inni partnerzy jej nie znaja; gdy wszyscy wplacili, oblicza
sug §rednia wplate i cala pula przypada temu, ktérego wplata najmniej
sie r6zni od §redniej.

Od daty ukazania sie ksigzki McKinseya uzyskano w Polsce nowe
rezultaty; jeden z mlodych adeptéw teorii gier, S. Trybula, przyczynil
sie do uzupelnienia niniejszej recenzji, ktéra w pierwotnej formie czekata
pare lat na ogloszenie (nie z winy autora). W chwili oddania jej do
druku ukazal si¢ juz trzeci tom publikacji cigglej Contributions to the
Theory of Games (Princeton Univ. Press), w ktérym J. C. Oxtoby pisze
o grze Banacha i Mazura, cytujac m.i. prace Mycielskiego, Swiercz-
kowskiego i Zieby ogloszong w Bull. Acad. Pol. Seci., cl. III, 4(1956),
str. 485-488. W Colloquium Mathematicum IV 2 (1957) podaje A. Zieba
elementarny dowdéd minimaksowego twierdzenia v. Neumanna.



