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H. STEINHAUS (Wroclaw)

Rachunek prawdopodobienstwa jako narzedzie badan
w przyrodoznawstwie i produke;ji

Artykul ten, opracowany przy wspélpracy T. Czechowskiego, M. Fisza,
O. Langego, J.-Oderfelda i W. Sadowskiego, wygloszony jako referat na VIII
Zjezdzie Matematykéw Polskich w Warszawie dnia 9 wrzefnia 1953 r., drukujemy
wedlug materialéw nadestanyeh przez Komitet Organizacyjny Zjazdu.

I. Wstep

To, co si¢ dzialo z geometriag w ciggu XIX wieku, stato si¢ z rachun-
kiem prawdopodobienstwa dopiero w XX. Kiedy D. Hilbert w swoich
Grundlagen der Geometrie nadawal ostateczng forme logiczng odkryciom
Gaussa, X.obaczewskiego i Bolyaia mlodszego oraz poézZniejszym Bel-
tramiego, Pascha; Kleina i Poincarégo, rachunek prawdopodobienstwa
nie byl wecale lepiej ufundowany niz za Laplace’a. Twierdzenia mate-
matyki czystej, wzory przyblizone, reguly empiryczne i luzne fakty
statystyczne laczyly sie w cos, co zaslugiwalo raezej na nazwe umieje-
tnosei niz nauki matematycznej. Przed pierwsza wojng $wiatowa nikt nie
wiedzial naprawde, czy teoria bledéw — od dawna stosowana przez geode-
téw, astronoméw i fizykéw — da sie uzasadnié matematyeznie, czy tez jest
tylko opisem eksperymentow i obserwacji, chociaz wiedza matematyczna
takich twdérecéw tej teorii, jak Gauss, Bessel i Helmert byla gleboka.

Przed pierwszg wojng $wiatowsg nikt tez nie zdawal sobie sprawy
z tego, ze twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa sg prawdziwe,
a nie prawdopodobne. Sformulowanie prawa wielkich liczb w podreczniku
E. Czubera, najobszerniejszym i zwlaszcza w zasiegu jezyka niemieckiego
najpoczytniejszym, bylo takie, ze jezeli miato jaki§ sens, to sens prawa
mocnego, ale autor — jak zresztg wszyscy jemu wspélezesni probabili-
$ei — umial udowodnié tylko prawo stabe, czyli prawo Bernoulliego.
Dla gry w orla i reszke mocne prawo wielkich liczb jest réwnowazne
z twierdzeniem Borela o rozwinieciach dwéjkowyeh, ktore bylo weze-
$niejsze o kilka lat od wspomnianego podrecznika, ale sam Borel nie
Spostrzegl tej réwnowaznogei; jak wszyscy wtedy, sadzil, ze rachunek
prawdopodobienstwa jest doktryng o tworach swoistych, a wlasnosei
rozwinie¢ dwojkowych dotyczg zwyklyeh liezb rzeczywistych. Pierwszy
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uswiadomil sobie mocne prawo wielkich liczb Cantelli w 1916 r. i podal
dowéd. W 1917 r. zrobil to samo' niezaleznie S. Mazurkiewicz, jeden
z trzech twoéreéw warszawskiej szkoly matematycznej; oddzielony fron-
tem wojennym od Wtoch nie znal publikacji Cantelliego.

Tak wiec linia rozwojowa rachunku prawdopodobienstwa doszla
do Polski wladciwie dopiero po pierwszej wojnie $wiatowej. Przedtem
podrecznik Gosiewskiego, zaopatrzony w doskonalyg bibliografie, repre-
zentowal u nas epoke te samg, co Czuber w Niemezech. Z naszych orygi-
nalniejszyech twoéreéw tylko dwaj zasluguja na wymienienie: W. Bort-
kiewicz i M. Smoluchowski. Bortkiewicz przebywat stale w Berlinie i malo
byt znany w kraju, chociaz on pierwszy wskazal na zastosowania prawa
Poissona, ktore nazwal prawem malych liczb. Smoluchowski, jak powsze-
chnie wiadomo, znakomicie rozwingl idee Maxwella i Boltzmana, czyli
kinetyczng teorie materii opartg na rachunku prawdopodobienstwa,
i zastosowal ten rachunek do ruchéw Browna, do zjawisk opalescencji
i do innych zagadnien optyki i termodynamiki. Zajmowal sie takze pa-
radoksami tej teorii, znanymi pod nazwiskami Zermeli i Loschmidta.

Niewatpliwie, kilkuletni pobyt Smoluchowskiego we Lwowie musial
wplynaé na tamtejszych matematykéw, ale dopiero po wojnie, w 1922 r,,
ukazaly sie dwie prace w Fundamenta Mathematicae, w IV tomie, o ra-
chunku prawdopodobienstwa. Autor pierwszej, A. Lomnicki, proponuje
definiowanie prawdopodobienstwa przez calke Lebesgue’a i chce nadaé
pojeciu niezaleznosei zmiennych losowych charakter matematyczny;
autor drugiej pracy, H. Steinhaus, wprowadza po raz pierwszy szeregi
o wyrazach losowych i redukuje aksjomatyke przeliczalnego ciggu rzutow
orla-reszki do aksjomatyki miary Lebesgue’a. Jest znamienne, ze zaden
z tych autoré6w nie znal wtedy pracy Cantelliego, choé w drugiej pracy
jest udowodnione ostrzejsze mocne prawo wielkich liczb niz dotychcza-
sowe. Wkrétce jednak obic prace zostaly przescigniete przez dwdch
reprezentantow szkolty moskiewskiej: A. Chinezyn udowodnil i oglosit
w Fundamentach twierdzenie o iterowanym logarytmie, tj. podal naj-
ostrzejsze sformulowanie prawa wielkich liczb dla alternatywy orzel-
-reszka, A. Kolmogorow za$ oglosil zasadniczg prace o podstawach ra-
chunku prawdopodobienistwa, w ktérej program matematyzacji teorii
prawdopodobienstwa zostal wykonany.

Te wspomnienia historyczne majg na celu pokazanie roli matematyki
polskiej i wytlumaczenie obecnego stanu teorii i praktyki prawdopodo-
bienstwa u nas. Kilkakrotnie zdarzalo sie, ze najnowoczesniejsze idee
tej nauki zakwitaly u nas, ale na krétko, i nigdy nie doszlo do stworzenia
silnej szkoly. Przyczyny byly dwojakie. Sila atrakeyjna szkoly warszaw-
skiej weiggata w jej orbite znaczng cze$é¢ mlodych matematykow i czy-
nita ich obojetnymi na wszystko, c¢o nie bylo teoria mmnogoscei; drugg
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przyczyng, ktora zaczela dzialaé dopiero poZniej, byla niewyrazna sy-
tuacja polityezna kraju, ktora w 1939 r. zamienila si¢ w tragiczng.
W Warszawie obok S. Mazurkiewicza zajmowal sie rachunkiem prawdo-
podobienstwa tylko A. Rajchman. We Lwowie mlodszy ZX.omnicki
i S. Ulam oglosili w paryskich Comptes Rendus note o prawdopodobient-
stwie w produktach, ktéra miata znaezenie dla ufundowania matematyecz-
nej teorii prawdopodobienstwa, w Studia Mathematica za$ zaczela sie od
pracy M. Kaca seria prac o funkejach niezaleznych. A. Zygmund i J. Mar-
cinkiewicz podali wariant prawa iterowanego logarytmu, ktory wzbudzit
sensacje swoja paradoksalnoscig. W Warszawie i w Pulawach rozwinela sie -
szkola statystyezna J. Splawy-Neymana. Przed wojna wyemigrowali M. Kac,
S. Ulam i Lomnicki mlodszy, a takze J. Splawa-Neyman i jego uczen W. Ko-
zakiewicz; nie wiadomo, gdzie zagingt J. Marcinkiewicz zaraz z poczatkiem
wojny; z rak gestapoweow poniesli $§mieré Lomnicki starszy i A. Rajch-
man. Po wojnie tylko garstka ludzi znalazla sie w kraju i mozna dzi§ na
paleach policzyé tych, eco znajg teorie i praktyke prawdopodobienstwa.

Tymezasem budowa naszego panstwa postawila nas przed zadaniami
przewyzszajacymi sity tej szezuplej garstki. Dysproporcja miedzy tymi
sitami a mnogoscia zagadnienn czyni nierealnym kazdy program, ktéry
obejmuje calo$é problematyki probabilistycznej.

W referacie przedstawimy pokrétce obeeny stan rachunku prawdo-
podobienstwa i jego wazniejszych zastosowan, ich kierunki rozwojowe
oraz rosngey nieustannie zakres frodkow  matematycznyeh, ktorymi
rachunek prawdopodobienstwa i jego zastosowania si¢ poshugujg. Szcze-
gblna uwage zwrécimy na dorobek polski, tam gdzie on wystepuje, i po-
staramy sie wyciaggnaé stad wnioski i sugestie dotyczace zada, jakie w tej
dziedzinie stoja przed matematykami polskimi. Zastanowimy sie tez
nad tym, co nalezy zrobié, zeby wyksztalcié specjalistéw, ktorym by
mozna powierzyé nie tylko nauczanie mlodziezy, ale takze wprowadzenie
znanych metod statystycznych do produkeji i obrotu towarowego oraz
do nauk przyrodniczych i lekarskich. Najtrudniejsze pytanie bedzie
dotyczylo wyksztalcenia ludzi w rozwigzywanin konkretnych zagadnien
praktycznych, ktére nie podpadaja pod schematy typowe, i tego, jak
usunaé nieufnodé, ktora zywia do matematykow praktycy, przyzwy-
czajeni do empiryzmu, a ktoéra sprawia, zZe znachorstwo wydaje si¢
nieraz wladciwsze od racjonalnego postepowania. Znachorstwem nazy-
wamy bezkrytyezng rutyne. ‘

II. Teoria funkeji niezaleznych i ich zastosowania do mechaniki i fizyki

Do polskiego dorobku teoretycznego nalezy tutaj teoria funkeji
niezaleznych, w szczegdlnosei teoria szeregéw potegowych o wspélezyn-
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nikach losowych. Stad wzielo si¢ pierwsze poprawne sformulowanie

twierdzenia Borela o takich szeregach (Math. Zeitschrift 31 (1929)),
a w korieu potwierdzenie koniektury Blackwella przez C. Ryll-Nardze-

wskiego (w XIII tomie Studiow w 1953 r.), ktéra rozstrzyga kompletnie

zagadnienie Borela przy niezaleznodci wspolezynnikéow. Duzg role w roz-

woju teorii prawdopodobienstwa w tym wladnie kierunku odegrata zna-

jomo$é miary i catki Lebesgue’a, co zawdzigezamy W. Sierpiriskiemu,
S. Banachowi, A. Tarskiemu i S. Saksowi. Dlatego zagadnienia z teorii
procesdéw ergodyeznych i stochastyeznych trafity na grunt przygoto-
wany. Swia,dezy o tym sporo dzisiejszych rezultatéw Ii. Marczewskiego,
C. Ryll-Nardzewskiego, S. Hartmana, K. Urbanika i innych. Nie sg zakoni-
czone jednak zagadnienia zwigzane z pojeciem efektywnego, a wiee indy-

widualnego ciggu przypadkowego. U Misesa jest on jeszeze pojeciem
swoistym, niematematycznym, u nas jest taki cigg zdefiniowany (por.'
prace o funkejach niezaleznych w tomie XT Studia Mathematica (1950));

z tej definieji wynika, ze efektywnym przykladem jest ciag eyfr dwdbj-

kowego rozwinieeia efektywnej liczby absolutnie-normalnej, okreslonej

efektywnie znacznie wezesniej przez W. Sierpinskiego.

‘Wyprowadzenie funkeji przypadkowych pozwala traktowaé zmienne
losowe jako funkeje zmiennej pomocniczej t. Doprowadzilo to do spo-
strzezenia, ze w fizyce moga wystgpié takie funkeje czasu ¢, ktore nadaja
przebiegom zjawisk niezaleznodé w sensie stochastycznym, to jest w gensie
Kolmogorowa. To spostrzezenie zawdzigeza si¢ temu, ze u nas skonkre-
tyzowano pojecie niezaleznoseci stwierdzajac np., ze niezalezne wzajemnie
sa dwie funkcje Peano okredlajace krzywa wypelniajaca kwadrat i ze
niezalezne s3 w przedziale nieskoticzonym funkcje harmoniezne o okre-
sach niewspo6lmiernych. To -spostrzezenie prowadzi do nowej interpre-
tacji rachunku prawdopodobienstwa; przez nadanie zmiennej Ppomo-
cniczej roli czasu mozna zastosowaé twierdzenia rachunku prawdopo-
dobienstwa do niektérych modeli mechanicznych, odbierajac im zupekie
charakter losowy. Latwo to pokazac¢ na przykladzie pudetka szesciennego,
w ktorym réj punktéw materialnyeh odbija sie od deian wedlug klasy-
oznego prawa rownych katéw. Otrzymuje sie wyniki dotyczace ekwi-
partycji czgstek i ruchu drodka masy, ktére nie réznig sie weale od tych,
ktére daje rachunek prawdopodobienstwa, a jednak sz zupelnie inaczej
uzasadnione: klasyczne rozwigzanie zadania opiera si¢ na postulatach,
ktére ani matematyeznie, ani mechanicznie nie dadzg sie dowiesé, nato-
miast tataj operuje si¢ tylko analizag matematyezng i wlasno$ciami ruchun
bez sil zewnetrznych, a zamiast prawdopodobhienistwa zjawisk otrzymuje
sie ich frekwencje czasowq.

Ponadto model pokazuje zgodno$é mechaniki deterministycznej
dla kazdej czastki, ktérej tor jest efektywnie wyznaczony, z takimi zja-
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wiskami statystycznymi jak polozenie §rodka masy; dotychczas wierzono
na stowo, ze te dwa aspekty sg niesprzeczne. Rezultaty, o ktérych mowa,
mozna znalezé w X, XTI i XTIT tomie Studidéw. W tomie X i XIII sg
prace H. Steinhausa, w XII praca matematykéw wegierskich E. Eger-
varyego i P. Turdna, oparta na innej metodzie, powstala pod wplywem
pierwszej z wymienionych: ich osiggnieciem jest oszacowanie ezasu po-
trzebnego do zblizenia sie gazu do ekwipartyecji. Tdae po tej linii, mozna
sie spodziewadé nwolnienia od specjalnego ksztattu zbiornika i otrzymania
kiedy$§ bez rachunku prawdopodobienstwa wszystkiego, czym szezyei
sie kinetyezna teoria materii z XIX i z poczatku XX wieku. Ale juz
model specjalny wystarcza, zeby pokazaé shusznogé zarzutéw Loschmidta
i Zermelo — klasyczny sposoéb uzasadnienia drugiego prawa termodyna-
miki za Ppomoecg rachunku prawdopodobienistwa jest bledny. Udosko-
nalenie modelu, o ktérym moéwiliSmy, powinno objaé takze czastki roz-
ciggle, to jest niepunktowe.

Powyzszy przyklad nasuwa zagadnienie turbulencji, czyli burzli-
wego ruchu cieczy. Tutaj réwnania Naviera-Stokesa odpowiadajg prawom
Gay-Lussaca i van der Waalsa z termodynamiki klasycznej, czyli feno-
menologicznej, a wiec nalezaloby i tu zrobié owe dwa kroki, ktére w teorii
gazu zrobil wiek XIX i XX: stworzyé stochastyczng teorie turbulencji
opartg na przypadkowym zachowaniu sie czgstek cieczy, a potem — na
wzér tego, co udalo sie w szezegdlnym przypadku roju czgstek gazu —
uwolni¢ teorie od konecepcji probabilistyeznych. - Trudnodei sg tu bez
poréwnania wieksze, bo w cieczy idealizacja czgstek do punktow zbyt
odbiega od rzeczywistosci wobec tego, ze czgstki sy blizej siebie niz
w gazie i.dlatego nie mozna zaniedbaé ich rozmiaréw.

IIl. Klasyczne zagadnienia teorii prawdopodobiefistwa

Juz we wstepie do referatu omdéwilidmy szkicowo rozwdj problema-
tyki zwigzanej z prawami wielkich liczb. Wspélezesny stan tego zaga-
dnienia ujmujg dwa zasadnicze twierdzenia Kolmogorowa o mocnym
prawie wielkich liezb i twierdzenie Kolmogorowa o iterowanym logary-
tmie, uogdlniajace rezultaty A. Chinezyna. Dotychezas znane sg tylko
warunki dostateczne na to, zeby zachodzilo mocne prawo wielkich liczb,
jednak warunki te nie sg konieczne, natomiast znane dotychezas warunki
konieczne nie s3 dostateczne. Problematyka praw wielkich liczb stanowi
fragment ogélnej teorii rozkladéw granicznych sum zmiennych losowyech.
Do najstarszyeh wynikéw w tej teorii nalezg twierdzenia Moivre’a-La-
place’a i Poissona 0 granicy rozkladu dwumianowego oraz prawa wiel-
kich lezb Bernoulliego i Poissona. W twierdzeniach tych mowa o rozkla-
dzie granicznym standaryzowanych sum niezaleznych zmiennych loso-
wyech, z ktérych kazda moze przybieraé z dodatnim prawdopodobieri-
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stwem dwie wartosei. Rozkladami granicznymi sa tu odpowiednio: nor-
malny, Poissona i jednowartosciowy.

Kwestia znalezienia warunkéw konieeznych i dostatecznyech na to,
by cigg dystrybuant standaryzowanych sum zmiennych losowych byt
zbiezny do dystrybuanty Gaussa, gdy ilosé¢ dodajnikéw wzrasta do nie-
skonczonosei, zaprzatala umysty wielu matematykéw. Rozwigzanie tego
zagadnienia ulatwilo wprowadzenie do rachunku prawdopodobienstwa
funkeji charakterystycznych.

Metoda funkeji charakterystyeznych otrzymuje sie latwo twier-
dzenie Lapunowa i Lindeberga-Fellera o warunkach zbieznosci do roz- -
kladu normalnego.

Bylo jednak rzeczg jasng, ze klasa mozliwych rozkltadéw granicznych
sum zmiennych losowych nie ogranicza sie do rozkladéw normalnego,
Poissona i jednopunktowego. Co wiecej: w wielu zagadnieniach, np.
fizyeznych, otrzymuje sie rozklady graniczne o nieskoriczonej wariancji.
Powstala ponadto kwestia mozliwych rozkladéw granicznych sum unor-
mowanych inaczej, niz to sie robi przy standaryzowaniu.

Problem rozkladdéw granicznych sum zmiennych losowych wyma-
gal wiec nowego, ogélnego sformulowania. Dokonal tego A. Chinczyn.
Wprowadzil on tzw. podwdéjne sumy postaci

(1) Cn = Enl+§n2+ +§nkn7

w ktorych skladniki &,; sa niezalezne, mogg sie jednak zmienia¢ wraz z n,
przy czym skladniki poszezegélne &, odgrywaja coraz to mniejszg role,
gdy ich liczba wzrasta do nieskonczonosei (&, jest nieskonczenie male).
Rozwazane dotad standaryzowane sumy w centralnych twierdzeniach
granicznych oraz frednie arytmetyczne w prawach wielkich liczb sta-
nowig przypadek szczegélny sum (1). Zagadnienie ogélnie sformulowane
polega na .

(A) znalezieniu klasy mozliwych rozkladéw granieznych sum (1),

(B) znalezieniu warunkéw koniecznych i dostatecznyech, jakie muszg
spelnié dystrybuanty zmiennych &,; na to, by cigg dystrybuant sum (1)
byl zbiezny do danej dystrybuanty.

Postawione zagadnienia zostaly rozwigzane przez wprowadzenie
teorii zmiennych nieskonezenie podzielnych, tj. takich, ktére dla dowol-
nego naturalnego n moga byé przedstawione w postaci sumy n nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie. Szczegdélnym
przypadkiem zmiennej nieskonczenie podzielnej jest zmienna normalna
oraz zmienna poissonowska. Warto zaznaczyé, ze w mysl twierdzenia
Craméra, jezeli zmienna normalna jest kompozycjg skonczonej ilosci
zmiennych, to zmienne te sg normalne. Analogiczne twierdzenie dla
zmiennych poissonowskich udowodnit D. Rajkow.
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Teoria rozkladéw nieskonczenie podzielnych, ktéra powstala na grun-
cie teorii jednorodnyeh procesow stochastycznyeh, wywarla gleboki
wplyw na teorie rozkladéw granicznych sum niezaleznyeh zmiennych
losowych. Zasadnicza role odgrywa tu twierdzenie Gniedenki, pozwala-
jace na badanie rozkladéw granicznych sum niezaleznych zmiennych
losowych za pomoeg badania granicy odpowiedniego ciggu dystrybuant
zmiennych losowych nieskonczenie podzielnyeh.

Zagadnienie (A) zostalo rozwigzane przez A. Chinezyna, ktéry zna-
lazl, ze klasa rozkladéw granicznych sum (1), w ktorych skladniki &,
83 nieskonczenie male, pokrywa sig z klasg rozkladéw zmiennych nieskon-
czenie podzielnych.

W oparciu o wspomniane twierdzenie Gniedenki ofrzymano warunki
konieczne i dostateczne zbieznodci ciagu dystrybuant sum (1) do dystry-
buanty danej. Wspomniane twierdzenie Lindeberga-Fellera otrzymuje
sie jako natychmiastowy wniosek z rozwazanych twierdzen.

Ograniezajac sie do sum narastajacych, tj. do sum postaci

(2) bn= (Znsk)/Bn—An' :
k=1

P. Lévy znalazl klase wszystkich mozliwych rozkladéw granicznych, tzw.
klase L. Jezeli wszystkie & w (2) maja rozklad jednakowy, to jak wyka-
zaliA, Chinezyn i P. Lévy, jedynymi mozliwymi rozkladami granicznymi
sum (2) sg rozklady stabilne, tj. takie, ze suma dwdéch dowolnyeh nieza-
feznych funkeji liniowych zmiennej losowej o rozkladzie stabilnym jest
lunkejg liniowg zmiennej o takim samym rozkladzie.

Warto zauwazyé, ze rozklad normalny jest jedynym rozkladem
stabilnym o skonczonej wariancji, co tlumaczy dominujacg role, jaka
rozklad normalny ma w zastosowaniach teorii prawdopodobienstwa.
Znane sy poza tym dwa efektywne rozklady stabilne: jednym z nich jest
rozklad Cauchy’ego, drugim — rozklad graniczny, jaki- sie otrzymuje
przy ,,blednym ruchu’ molekuly na linii prostej.

Jakkolwiek omawiana teoria rozkladéw granicznych sum jest bardzo
posunieta, to jednak sg tu jeszcze zagadnienia nierozwigzane. W szezegdl-
nosei dalsze badania rozkladéw stabilnyeh w celu efektywnego ich wy-
znaczenia ma znaczenie nie tylko teoretyczne, ale takze dla zastosowan.

Z nowszych badani w zakresie rozkladéw granicznych sum wspo-
mnimy:

1. Wynik A. Rényiego, ktory znalazl warunki konieczne i dostateczne
na to, by cigg dystrybuant sum niezaleznych, catkowito-liczbowych
zmiennych losowych byl zbieiny do dystrybuanty sumy niezaleznych
zmiennych Poissona. '
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2. Wynik M. Fisza, ktory znalazl klase wszystkich mozliwyeh roz-
kladow granicznych sum niezaleznych »-punktowych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie. Okazalo sig, ze poza rozkladem jednopunk-
towym nalezg do tej klasy jedynie rozklad normalny i Poissona oraz
kempozyeja zmiennych Poissona i zmiennej normalnej, zawierajace co
najwyzej r—1 skladnikow.

Odrebng problematyke w zakresie rozkladéw granicznych sum przed-
stawia sprecyzowanie twierdzen granicznych przez wyznaczenie dokla-
dnofei wzoréw asymptotycznych. Zagadnienie to ma bardzo istotne
znaczenie w zastosowaniach wynikéw teorii rozkladéw- granicznyeh sum.
7 najwazniejszych wynik6w nalezy tu wymienié twierdzenie Lapunowa-
Craméra i Esseena, dotyczace dokladnosci wzoréw asymptotycznyeh
w integralnym i lokalnym twierdzeniu granicznym.

O stopniu aktualnogei tej problematyki moze §wiadezyé fakt, ze
w ostatnim dziesiecioleciu ukazaly sie dwie prace, S. Bernsteina 1 W. Fel-
lera, precyzujace twierdzenie Moivre’a-Laplace’a.

Problematyka ta nie wzbudzila dotad w Polsce szerszego zaintere-
sowania. Pewne wyniki osiggnat M. Fisz.

Znane sy podstawowe prace S. Bernsteina w zakresie rozkladéw
granieznych sum zaleznych zmiennych losowych. Rozkladami grani-
eznymi sum zmiennych zaleznych réwnowaznych (w sensie Cantelliego)
zajmowala sie H. Milicer-Gruzewska. Ze wzgledéw zaré6wno teoretyez-
nych, jak i praktyeznych byloby pozgdane rozszerzenie badan na
funkcje, poza sumami, niezaleznych i zaleznych zmiennych losowych.

1V. Procesy stochastyczne

" Na okres ostatnich dwudziestu lat historii rachunku prawdopodo-
bienstwa przypada nie tylko stworzenie podstaw matematycznych
(A. Kotmogorow) i bogaty w wyniki rozwéj badan nad granicznymi
rozkladami sum zmiennych przypadkowych, ale takze powstanie nowego
dzialu rachunku prawdopodobienstwa, noszgcego nazwe ,,procesy sto-
chastyczne”. W tym dziale, ktdérego podstawy teoretyezne stworzyl
A. Kolgomorow, rachunek prawdopodobienstwa korzysta w niespoty-
kanym dotad zakresie z aparatu pojeciowego i analitycznego innych
dyscyplin matematycznych, zwlaszeza teorii réwnan rézniczkowych,
catkowych, rézniczkowo-calkowyech, teorii szeregéw Fourierowskich oraz
analizy funkejonalnej, stawiajac jednoczesnie zagadnienia nowe pod wzgle-
dem teoretycznym. Teoria proceséw stochastycznych wywodzi sie z dwoch
zrédel. Jednym byly rozwazania Bacheliera o prawdopodobienstwach

ciggtych, drugim prace A. Markowa o zdarzeniach losowych powigzanych
w lanecuch.
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W dziedzinie zastosowall procesy stochastyczne okazuja sie dobry-
mi modelami teoretycznymi do badania ukladéw dynamicznych wtedy,
gdy stan ukladu nie jest wyznaczony jednoczednie przez posiadane o nim
informacje dla ustalonej wartosci parametru, lecz moze byé wyznaczony
jedynie z pewnym prawdopodobienstwem dla kazdego z mozliwych
stanéw. Pojecia ukladu i stanu ukladu dla ustalonej wartosci parametru
na gruncie proceséw stochastycznych moga byé rozumiane bardzo sze-
roko, np. amplituda sygnalu telegraficznego, liczba zajetych linii centrali
telefonicznej, liczba osobnikéw badanej populacji, suma zapadilych pla-
tnodci w przedsiebiorstwach ubezpieczeniowyeh itd. W szezegdlnogei
procesy stochastyezne znajdujg szerokie zastosowanie wszedzie, gdzie
ze wzgleddw zasadniczych zawodzg metody determinizmu klasycznego,
a wiec np. w mechanice kwantowej i mechanice statystycznej.

Do opisywania stanéw badanego ukladu uzywa sie pojecia funkecji
przypadkowej f(f), ktérej warto§ciami sg zmienne przypadkowe, a wiec
funkecje abstrakeyjne (funkcjonaly) okredlone na zbiorze abstrakeyjnym £
(zbiorze zdarzen elementarnych). Z wielu wzgledéw wygodnie jest roz-
patrywaé funkcje przypadkowg jako funkeje f(f, w) dwéch zmiennych,
okredlong na T'x 2, gdzie T jest zbiorem wartosei ¢. Ustalajac ¢ otrzy-
mujemy jako wartodci funkeji przypadkowej zmienne przypadkowe,
ustalajge za$ o otrzymujemy funkeje zmiennej rzeczywistej ¢, zwang
realizacjq procesu. Wedlug Shickiego wszystkie wlasnosei funkeji przy-
padkowej daja sie calkowicie scharakteryzowaé¢ przez n-wymiarowe
rozklady zmiennej przypadkowej (, ¢, ...,,), 0 skladowych bedg-
cych wartodciami funkeji przypadkowej odpowiednio w dowolnych
chwilach t,,¢,,...,t,. Mimo to dotychezasowe teorie funkeji przypadko-
wych okreslajg funkeje przypadkowe w sposéb W pewnym sensie fra-
gmentaryczny, scifle nawigzujae do pewnych typéw badanych zjawisk.
Tak wige w teorii proceséw stacjonarnyech (w szerszym sensie) A. Chin-
czyn wyprowadza wlasnosei funkeji przypadkowych z warunkéw spel-
nianych przez pierwsze dwa momenty rozkiladu funkeji przypadkowej.
Procesem Markowa za$ nazywa sie taki proces, w ktérym prawdopodo-
bienistwa przyszlych stanéw sg jednoznacznie okreslone przez stan w da-
nej chwili, analogicznie jak to ma miejsce w mechanice klasycznej.

Uwzgledniajac jeszeze definicje N. Wienera i P. Lévy’ego, przyj-
mujgeg za punkt wyjdcia réwnanie stochastyezne, a takze definicje ana-
lityezng przez szereg Fouriera o wspélezynnikach bedacyceh zmiennymi
przypadkowymi, $cisle. zwigzang ze wspomnianymi juz badaniami
H. Steinhausa, nalezy podkreslié fakt, ze nie zawsze wszystkie wilasnogei
funkeji przypadkowej mogg byé uwidocznione w oparcin o jedng defi-
nicje; np. dotychczas nie wiadomo, czy zawsze okreslenie funkeji przy-
padkowej przez réwnanie stochastyezne daje informacje o jej funkeji ko-

3%
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relacyjnej, tj. o wartodci oczekiwanej iloczynu f(t, w)-f(s, w). Zagadnienie
to jest zwiazane z niedawnymi badaniami P. Lévy’ego. Z drugiej strony,
funkeje stacjonarne na gruncie teorii korelacyjnej moga nie byé stacjo-
narne w sensie definicji Stuckiego.

Podstawowg role w teorii proceséw stacjonarnych odgrywa funkeja
korelacyjna. Teoria procesow stacjonarnych, opierajaca sie wylacznie
na pierwszych momentach i na funkeji korelacyjnej, nosi nazwe teori
korelacyjnej. Twoéreami tej teorii sa A. Chinezyn, A. Kolmogorow
i N. Wiener. W oparciu o teori¢ korelacyjna rozwigzano zagadnienie
ekstrapolacji oraz zagadnienie filtracji. Ekstrapolacja polega na prognozie
wartosei funkeji przypadkowej na calej prostej ¢ na podstawie znajo-
mogei wartodei funkeji w pewnym zbiorze punktéw, tak by dredni blad
kwadratowy prognozy byl najmniejszy. Zagadnienie ekstrapolacji ma
prosta interpretacje geometryczh@ w przestrzeni Hilberta. Filtracja
polega réwniez na prognozie wartosci funkeji przypadkowej, w warun-
kach kiedy obserwowane wartodci funkeji sg obarczone bledami. Kla-
syeznym zastosowaniem teorii filtracji jest w telekomunikacji zadanie
oczyszezania sygnalu z szuméw. ,

Doniosle znaczenie ma fakt, ze funkecja korelacyjna okazala sie
funkejg okredlong dodatnio: transformacja Fouriera pozwolila zwigzad
funkeje korelacyjng z funkejg rozkladu przecietnej mocy sygnatu na
poszezeg6lne pasma czestosei. Wynik ten ma szezegélne znaczenie ze
wzgledu na to, ze w oparciu o istniejace twierdzenie ergodyczne dla pro-
ceséw stacjonarnych funkeja korelacyjna moze byé wyznaczona doswiad-
czalnie na podstawie dowolnej realizacji sygnalu. Teoria korelacyjna
procesOw stacjonarnych jest w przewazajacej czedei teorig transformacji
Fouriera, uogélnionej w tym sensie, ze stosuje sie. ja nie tylko do funkeji
o warfosciach liczbowych, ale takze do funkeji przypadkowych.

Proces stacjonarny w szerszym sensie moze byé interpretowany
jako krzywa lezgca na kuli w przestrzeni Hilberta, a nastepnie jako
grupa operatoréw unitarnych. Metody analizy funkeyjnej znalazty zasto-
sowanie do procesow stacjonarnych w badaniach A. Kolmogorowa,
Karkunena, a w ostatnich latach i w pracach Grenandera, zwigzanych
z testowaniem hipotez statystycznych w procesach stochastycznych.

Szczegbélng dziedzine zastosowan proceséow stacjonarnyeh stanowi
zagadnienie korelacji serii czasowych (zwanych w statystyce takze ,,sze-
regami czasowymi’). W tej dziedzinie prace H. Wolda umozliwity po-
prawne matematyczne ujecie estymacji wspolezynnikéw regresji i spra-
wdzania hipotez dotyczacych tych wspdltezynnikéw. W zwigzku z tym
nalezy wspomnieé o aparacie . stochastyeznych réwnan réznicowyeh,
stuzgeych do wyprowadzenia proceséw stochastycznych, ktérych reali-
zacje stanowia stochastyeczne serie czasowe.
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Wazng klase funkeji przypadkowych stanowia procesy rdénicowe,
tzn. takie, dla ktoérych przyrosty f(t)—f(u) w niezachodzaeych na siebie
przedzialach (t, u) sg niezalezne. Do proceséw réznicowych zaliczajg sie
w szczeglélnogei proces Poissona, tj. proces stochastyezny, w ktérym
rozklad przyrostéw jest poissonowski, oraz ruch Browna, tj. proces sto-
chastyczny, w ktérym rozklad przyrostéw jest normalny. Prawdopo-
dobienistwo w tym ostatnim procesie moze byé zrozumiane jako miara
Wienera w przestrzeni funkeji ciaglych (w przestrzeni realizacji).

Procesy typu Markowa stanowia klase obszerniejsza od klasy proce-
86w réznicowych. Dla proceséw Markowa spelnione jest znane réwnanie
zwi@zane z nazwiskami A. Markowa, M. Smoluchowskiego, A. Einsteina,
Chapmana i A. Kolmogorowa. Czesto przyjmuje si¢ to réwnanie za de-
finicje procesu Markowa (np. A. Kolmogorow). Nasuwa sie pytanie,
czy kazdy proces spelniajacy to réwnanie i poza tym ewentualnie spel-
niajaecy pewne warunki regularnosci istotnie okresla proces Markowa
w sensie podanym wyzej.

Procesy Markowa znajdujg zastosowanie w takich dziedzinach,
jak obciazenie sieci telefonicznej, proces rozpadu promieniotworczego,
promieniowanie kosmiczne oraz w badaniach nad rozwojem populacji
biologicznych, przy procesach dyfuzji i ruchu Browna. Specjalnym przy-
padkiem proceséw Markowa sa tzw. procesy rozgalezione, opisujace roz-
pad jednostek na wiekszg liezbe elementéw. Procesy te maja zastoso-
wanie przy badaniu lanicuszkowych przemian chemicznych oraz tzw.
kaskad promieniotwoérezych.

Aparat analityczny stosowany w procesach typu Markowa, to uklady
rownan rézniczkowych liniowyeh, réwnanie typu parabolicznego oraz
réwnanie rézniczkowo-calkowe postaci nie-spotykanej gdzie indziej. W ba-
daniach niektérych autoréw wystepuja rownania funkeyjne, np. u B. Har-
risa réwnanie typu Koeniga. Podobnie A. Rényi w swych badaniach
nad procesami o przyrostach niezaleznych rezygnuje z aparatu teorii
réwnan rézniczkowych, korzystajac z réwnan funkeyjnych. Przenie-
sienie pojeé i metod analizy funkcjonalnej na grunt proceséw Markowa
mozna znalezé w ksigzece E. Hille’a, Functional analysis and semi-groups,
New-York 1948. W zastosowaniach praktyecznych rachunku prawdo-
podobieristwa spotyka si¢ czesto zagadnienia prowadzgce do proceséw
stochastycznych nie bedgeych procesami Markowa. Niektore z nich
maja postaé z(¢) = f[@(t)], gdzie z(t) jest procesem Markowa. Badaniem
takich typow proceséw nie-markowskich zajmowat si¢ A. Rényi, stwier-
dzajgc, ze w zasadzie wszystkie procesy tego typu daja sie sprowadzié
do proceséw Markowa, przy czym dla pewnych klas proceséw nie-mar-
kowskich redukcja ta pozwala zbadaé rézne ich wilasnosei, np. wlasnosci
ergodyczne,
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W Polsce Grupa Funkeji Rzeczywistych Panstwowego Instytutu
Matematycznego rozpoczela systematyczng prace nad procesami stocha-
styeznymi w styeczniu 1951 r. i prowadzi jg gléwnie na konwersatorium
we Wroclawiu, kierowanym przez E. Marczewskiego i H. Steinhausa.
Wyijsciows grupg tematow byly procesy réznicowe jednorodne, w szezegol-
nofei proces Poissona i ruch Browna, a pierwszym celem pracy bylo opra-
cowanie dwu zasadniczych zagadnien: .

1. Uproszezenia twierdzen o rozkladach przez qdrzucenie réznych
zalozen analityeznych lub zastgpienie ich innymi.

2. Opracowanie dowodéw istnienia prawdopodobienstwa, ktérych
w podrecznikach na og6l nie ma.

Dla procesu Poissona udalo sie przestudiowadé obie te kwestie i otrzy-
maé takze nowe rezultaty.

Przede wszystkim, jezeli funkeja f(¢) zmiennej nieujemnej spelnia
warunki

(s) f(0) =0, f(ty =0,1,2, ...,
D>

f(t) jest niemalejgca i ma skoki jednostkowe,
to dla procesu 1'(’)Znic6wego jednorodnego, okreslonego w zbiorze funkeji
spelniajacych warunki (8), przyrosty w czasie majg rozklad Poissona
o wartodci oczekiwanej proporcjonalnej do f. ’

E. Marczewski zauwazyl, ze twierdzenie cytowane pozostaje stuszne,
gdy zamiast badaé przyrosty w przedziale o dlugosci ¢ bada sie przyrost —
czyli sume skokéw — w dowolnym zbiorze borelowskim o mierze . Ta
metoda operowania dowolnymi podzbiorami osi czasowej zamiast prze-
dzialéw okazala sie korzystna. Na tej wladnie drodze C. Ryll-Nardzewski
uzyskal wyniki analogiczne do podanego twierdzenia dla proceséw bez
zalozenia jednorodnosei.

Dla ruchu Browna postawione zagadnienia zostaly opracowane przez
S. Hartmana i C. Ryll-Nardzewskiego. Nie otrzymano wprawdzie no-
wyeh twierdzenn w tym zakresie — opracowano jedynie dowody, ktdre
trudno by znalezé w literaturze.

Dalsze prace dotyczyly zwigzkéw miedzy teorig proceséw stocha-
styeznych a teorig ergodyczng, tak podkreslanych przez Craméra. Idae
po linii pytan H. Steinhausa, C. Ryll-Nardzewski sformulowal i udo-
wodnil twierdzenie ergodyczne o ruchu Browna, K. Urbanik za$ twier-
dzenie ergodyczne dla proceséw jednorodnych ,,urodzen i s’r‘r'lierci” oraz
dalsze wyniki, ktéFe przedstawi sam na Zjezdzie.

Grupa Statystyki Matematycznej PIM zajmowala sie zagadnieniem
statystyeznej estymacji parametréw oraz sprawdzania hipotez staty-
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stycznych w procesach Markowa. W tej dziedzinie pewne wyniki wstepne
uzyskal O. Lange. Problematyka ta zasluguje na uwage i wymaga dal-
szych badan.

V. Statystyka matematyczna

Statystyka matematyczna jako odrebna i Scista dyseyplina mate-
matyki zaczela si¢ rozwijaé stosunkowo niedawno. W dawniejszych
pracach stanowila ona cze$é opisanego we wstepie konglomeratu twier-
dzen z rachunku prawdopodobienstwa, wzoréw przyblizonych, obser-
wacji empiryeznych oraz intuicyjnych regul postepowania. Stosunkowo
niedawno rozpoczela sie praca nad $cistym sformulowaniem zagadnien
oraz nad sprecyzowaniem przedmiotu badan statystyki matematycznej,
gtownie dzieki pracom J. Neymana i A. Walda.

Badania szly przede wszystkim w trzech kierunkach:

1) teoria estymacji,

2) teoria sprawdzania hipotez statystycznych,

3) zapoczgtkowany stosunkowo najpdzniej kierunek badan, ktory
mozna by nazwaé teoriq doswiadczenia statystycenego (design of experi-
ments, onvlmHoe 0es0).

Omoéwimy pokrétce stan kazdego z tych trzech dzialéw statystyki,
wskazujae na perspektywy rozwojowe.

1. Teoria estymacji. W teorii estymacji chodzi o konstrukcje metod
pozwalajacyeh na oszacowanie wartosei jednego lub wigcej parametrow,
ktore wystepuja w rozkladzie zmiennych losowych bedacych przed-
miotem obserwacji. Pierwsze rozwigzania dotyczace oszacowania nie-
zhanych parametréow oparte byly na slynnym twierdzeniu Bayesa i na
tzw. postulacie Bayesa. Zakladano, iz nieznany parametr, ktory szacu-
jemy, jest zmienng losowa o okreslonym rozkladzie (rozklad a priori).
Jegdli rozklad ten nie byl znany, korzystano z postulatu Bayesa, przyj-
mujge, iz rozklad szacowanego parametru jest jednostajny. Bayesowskie
rozwigzanie problemu estymacji spotkalo sie z powazng krytyka. Kry-
tyka ta sprowadzala sie do tego, ze w praktyce badz szacowany para-
metr jest wielkoscia statg, badZz — jedli jest zmienng losowy — rozklad
jego jest nieznany i korzystanie w tych warunkach z postulatu Bayesa
jest niezym nie usprawiedliwione.

Podstawy nowoczesnej teorii estymacji zbudowal J. Neyman, twoérca
rozpowszechnionej obecnie teorii prezedziatow wufnosci (confidence inter-
wals). Teoria ta jest nader ogélna, gdyz szacowany parametr moze byé
zardwno wielkoscig stalg, jak i zmienng losowg, przy czym w tym osta-
tnim przypadku znajomoéé jej rozkladu nie jest wymagana. Podkre-
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§lié nalezy, ze teoria Neymana w przeciwienstwie do podobnej teorii
Fishera (przedzialy zaufonia — fiducial intervals) — ma jasny sens lo-
giczny i interpretacje frekwencyjna. Zaréwno ta, jak i inne teorie Ney-
mana, o ktérych jeszeze bedzie mowa, wolne sg od wszelkich subiekty-
wistyeznyeh koncepcji pojecia prawdopodobienstwa, czego nie mozna
powiedzieé o teoriach Fishera. W pracach Neymana daje sie tutaj zauwa-
zy¢ wplyw rosyjskiej szkoly prawdopodobieristwa, z ktérej wyszed!
Neyman jako uczen S. Bernsteina. Wskazane jest, by matematycy polscy
zajeli sie blizszym zbadaniem wzajemnego stosunku teorii Neymana
1 Fishera. :

Przy okazji praktycznych prac nad statystyczng kontroly jakodei,
wykonanych w Polskim Komitecie Normalizacyjnym, J. Oderfeld zwréeil
uwage na Seisty zwiazek wiarogodnosci (w sensie Fishera) z prawdopo-
dobienstwem obliczonym z postulatu i twierdzenia Bayesa; H. Steinhaus
nazwal nastepnie to prawdopodobienstwo ,,mozliwodeia” i wykazal,
ze poprawnie zdefiniowana wiarogodnosé i mozliwosé sg sobie réwne;
pokazal ponadto, ze kazda z obu metod a priori opiera sie na innej hipo-’
tezie co do rozkladu a priori, przy czym obie hipotezy sa réwnie sztuczne.
W koricu H. Steinhaus zwrdcil uwage na istnienie weryfikacji frekwencyj-
nej Bayesa bez zalozen co do rozkladu. Oznacza to rehabilitacje teorii
Bayesa. '

Ostatnio rozpoczeto badania w zakresie estymacji nieparametry-
cznej. Chodzi tu o szacowanie nieznanej dystrybuanty lub gestosci.
W szezegélnosei bada sie ,,przedziaty” ufnogei, ktére z danym prawdo-
podobienistwem zawieraja prawdziwg dystrybuante obserwowanych zmien-
nych losowych. Jednym z pierwszych wynikéw dotyezacych tej proble-
matyki byl wynik A. Kolmogorowa z 1933 r., w ktérym podane jest
prawdopodobienstwo, z jakim empiryczna dystrybuanta zawarta jest
w pewnym szezegélnym przedziale ufnodei. Dalsze badania w tej dzie-
dzinie prowadzili przede wszystkim N. Smirnow, A. Wald i .J. Wolfowitz.
Uzyskane wyniki sg jeszcze bardzo skgpe i zyezyé by sobie nalezalo, by
kontynuowano badania w tym zakresie.

2, Teoria sprawdzania hipotez statystycznych. Zasadniczym za-
gadnieniem w teorii sprawdzania hipotez statystyeznych jest zbudowanie
testu, tzn. reguly postepowania umozliwiajgcej rozstrzygniecie na podsta-
wie zaobserwowanych wartosei zmiennych losowych, czy sprawdzang
hipoteze nalezy przyjaé czy odrzucié. Przez dlugi czas budowa odpo-
wiednich testéw oparta byla na przeslankach czysto intuicyjnych i nie
bylo {cislej i ogolnej teorii sprawdzania hipotez statystycznych.

Nowoczesng teorie sprawdzania hipotez statystycznych zbudowal
J. Neyman wespol z E. Pearsonem. Neyman wykazal, ze nie mozna
zbudowad teorii sprawdzania hipotez bez rozwazania zbioru mozliwych
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hipotez. Gléwna idea Neymana polega na tym, iz znajduje sie pewien
obszar (zwany obszarem krytyczynm) w przestrzeni proby, tj. w przestrzeni
mozliwych wynikoéw obserwacji statystycznych. Jezeli zaobserwowany
punkt w wielowymiarowej przestrzeni préb nalezy do owego obszaru,
to hipoteze odrzucamy, w przeciwnym razie hipoteze przyjmujemy.
Obszar krytyczny buduje sie w ten sposdb, zeby byl podobny do prze-
strzeni préby, tzn. by prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy, gdy
jest prawdziwa, bylo réwne z giéry danej liczbie.

Sposréd obszaréw krytyeznyeh przyjmuje sie ten, dla ktérego pra-
wdopodobienstwo przyjecia hipotezy, gdy jest ona falszywa, bedzie mo-
zliwie najmniejsze. Obszar taki nazywa sie obszarem najwigkszej mocy.
Teoria Neymana i Pearsona dostarcza ukladu twierdzen, ktére pozwalaja
na konstrukeje obszaréw krytycznych o powyzszych wlasnoseiach, jak
réwniez daje pewne rozwigzanie réwniez dla tyech przypadkéw, gdy
obszary o rozpatrzonych wlasnodciach nie istnieja. Teoria ta ma jednak
powazne ograniczenie. Stosuje sie ona jedynie do tzw. hipotez parametry-
cznych, tj. zawierajagcych pewne przypuszczenie dotyczace wartosei je-
dnego lub wiecej parametréw, podezas gdy sam ksztalt dystrybuanty
uwaza sie za znany.

W zakresie testow parametryecznych rozpoczeto w Polsce prace nad
zastosowaniem testow opartych na rozkladzie granicznym ilorazu réz-
nicy dwéech zmiennyeh losowych przez inng sume (M. Fisz i J. Oderfeld).

Dopiero stosunkowo niedawno rozpoczeto powazniejsze badania
w zakresie sprawdzania hipotez nieparametrycznych. Wprawdzie od dogé
dawna istnialo kilka testéw nieparametrycznych, np. znany test 2,
wszystkie one jednak nie mialy dostatecznej podbudowy teoretycznej.
Warto tu wspomnieé o dwéeh waznych testach. nieparametrycznych,
tzw. testach Kolmogorowa i Smirnowa, opartych na dwoch twierdzeniach
granicznych tych autoréw.

W tym miejscu nalezy wspomnieé o ciekawym zastosowaniu do
statystyki matematycznej teorii proceséw stochastycznych. Sz nim
podane przez Dooba i Donskera dowody wspomnianych twierdzen gra-
nicznych Kolmogorowa i Smirnowa. Pierwotne dowody tych twierdzen
byly bardzo trudne. Doob podal heurystyczny dowdd oparty na teorii
elementarnego procesu Gaussa, a nastepnie Donsker uzasadnil stusznosé
tego dowodu. W ten sposéb zostal stworzony pomost miedzy statystyka
matematyezng a teorig proceséw stochastycznych. Pozgdane jest, zeby
matematycy polscy zainteresowali si¢ ta problematyka. Jest mozliwe,
z¢ metoda Dooba i Donskera pozwoli na rozwigzanie zagadnienia mocy
testu 1 Kolmogorowa i Smirnowa.

Systematyczne badania prowadzgce do zbudowania ogdélnej teorii
sprawdzania hipotez nieparametrycznych rozpoczagl R. A. Fisher, ktéry
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zbudowal metode polegajacg na permutowaniu obserwacji, ktéra umo-
zliwiata budowe obszaréw podobnych dla hipotez nieparametrycznych.
Dalsze rozwinigecie tej metody dali S. Scheffé, E. Lehman i C. Stein.
W toku tych badan wykazano, przy dosé stabych zalozeniach, ze metoda
permutacji obserwacji jest jedyng, ktéra pozwala na konstrukcje obsza-
réw podobnych. Réwniez w ostatnim okresie rozpoczeto badania mocy
testow nieparametrycznych. Pewne wyniki w tej dziedzinie ma F. Massey
oraz W. Hoefding, ktéry zbadal moc testéw nieparametrycznych zbu-
dowanyeh metodg permutowania obserwacji, gdy liczba obserwacji
zmierza do nieskonczonosei.

Wydaje sie, ze ten kierunek badan nie tylko jest interesujacy i wazny
z punktu widzenia teoretycznego, ale ma takze duze znaczenie prakty-
czne, bo w zastosowaniach czesto mamy do czynienia z sytuacja, gdy
posta¢ funkeyjna dystrybuanty obserwowanych zmiennych losowych
nie jest znana. Dotychczas w takiej sytuacji trzeba bylo rezygnowaé
z zastosowania testOw statystycznych, a tym samym z uzywania apa-
ratu statystyki matematycznej. Teoria sprawdzania hipotez niepara-
metryeznych pozwala wiee na wielkie rozszerzenie zasiegu zjawisk do-
stepnych badaniu statystycznemu.

W zwigzku z tymi badaniami pozostaja badania dotyczgce problemu k
préb (k > 2) pochodzacyeh z réznyeh populacji o nieznanyeh rozkladach.
Chodzi tu nie tyle o sprawdzenie jakiej$ konkretnej hipotezy, ile o roz-
strzygnigcie, ktére z wielu mozliwych hipotez dotyczacych tych k-popu-
lacji jest stuszna. Badania w tym kierunku podjete ostatnio zostaly przez
F. Mostellera, W. Kruskala 1 innych. Pewne wyniki w tym zakresie uzy-
skal W. Sadowski, w szczegdlnodei w zagadnieniu rozstrzygnieeia, ktéra
sposrdéd k populacji ma najwiekszg wariancje. I ten kierunek badan ma
rowniez znaczenie praktyczne.

3. Teoria do$wiadczenia statystycznego. Trzecim dzialem staty-
styki jest tzw. teoria doswiadczenia statystycenego, ktoéra wyrosla na grun-
cie zastosowan statystyki, gldwnie w dodwiadczalnictwie rolnym.

Istotng role w stosowaniu statystyki gra sam schemat do$wiadcze-
nia. Przy tej same]j liczbie obserwacji — zaleznie od schematu doswiad-
czenia — mozna mie¢ mniejszg lub wigksza ilo$é ,informacji”. Syste-
matyezne badania w tym kierunku zostaly zapoczatkowane przez
R. A. Fishera i J. Neymana. Powazne rezultaty maja tu takze S. Bar-
backi, S. Kolodziejezyk i K. Iwaszkiewicz.

W ciggu ostatnich dziesieciu lat rozwinela sie¢ bardzo plodna teoria
zwana analizq sekwencyjng. W klasycznej teorii statystyki liczba obser-
wacji, na ktorych podstawie prowadzi sie¢ wnioskowanie statystyczne,
jest okreslona z goéry przed rozpoczeciem dodwiadezenia. Nowe, odmienne
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podejscie dal A. Wald, wprowadzajac tzw. analize sekwencyjng, ktorg
sluszniej moze nalezatoby nazwaé metoda sekwencyjng. Charakterysty-
czng jej cechy jest to, Ze liczba obserwacji nie jest stala i z géry dana,
lecz jest zmienng losowg. Sprawdzanie hipotez statystyeznych odbywa
sie wedlug tej metody kolejno, etapami. W kazdym etapie doswiadczenia
mozliwe sg zawsze trzy decyzje:

a) przyjaé¢ sprawdzang hipoteze,

b) odrzucié hipoteze,

¢) dokonaé dodatkowej ohserwacji.

Okazuje sie, ze postepowanie takie jest znacznie efektywniejsze
od postepowania klasycznego. Przy danych z géry prawdopodobierist-
wach odrzucenia hipotezy prawdziwej (blad pierwszego rodzaju) oraz
przyjecia hipotezy falszywej (blad drugiego rodzaju) liczba obserwacyij,
jakiej wymaga metoda klasyczna, jest przecigtnie dwa razy wieksza niz
przy metodzie sekwencyjnej.

Analiza sekwencyjna znajduje sie w stalym rozwoju, gléwnie dzigki
pracom M. Girshicka, J. Wolfowitza i innych. H. Steinhaus zauwazyl,
ze teoria Bayesa daje znacznie naturalniejsze zrozumienie analizy sek-
wencyjnej, niz podejscie Walda i jego szkoly.

Metoda sekwencyjna okazala sie szezegdélnie pozyteczna w zastoso-
wanin do teorii estymacji. Neymanowska teoria przedzialéw ufnodei
miala powazny mankament, obnizajacy bardzo jej znaczenie prakty-
czne. W teorii tej bowiem dlugo$é przedzialéw ufnosei (w wiekszodei
praktyeznie spotykanych sytuacji) jest zmienng losowy. Oznacza to,
iz przed doswiadczeniem nigdy nie wiadomo, jaka bedzie dlugosé otrzy-
manego przedzialu, za pomoey ktérego szacujemy nieznany parametr.
Okazuje sie, iz niedostatek ten mozna usungé, jesli liczba obserwacji jest
zmienng losowg. Rozwigzanie tego zagadnienia dal C. Stein, a wyniki
jego zostaly pdzniej unogoélnione przez A. Walda. Ogdélnie mozna powie-
dzieé, ze badania zwigzane z metoda sekwencyjng maja doniosle zna-
czenie teoretyczne i praktyczne i dlatego badania te, zwlaszeza w dzie-
dzinie statystycznej kontroli jakosci, nalezy kontynuowac. W szczegol-
nosei nalezy rozwijaé badania w zakresie zastosowania metody sekwen-
cyjnej do teorii estymacji, gdzie wiele kwestii jest jeszcze nierozstrzy-
gnietych. Ponadto wydaje si¢, ze nalezaloby podjaé¢ préby zastosowania
metody sekwencyjnej do sprawdzania hipotez nieparametrycznych. Pe-
wien schemat losowania typu sekwencyjnego, dogodny w badaniach
metodg reprezentacyjna, byl rozwazany przez M. Fisza.

4. Ogélna teoria statystycznych funkeji decyzji. Niezwykle do-
nioslym teoretycznie kierunkiem badan jest teoria statystycznych funkeji
decyzji, ktorej tworeg byl A. Wald. Teoria ta laczy wszystkie trady-
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cyjne dzialy statystyki w harmonijng calosé. Obejmuje ona wszystkie
dzialy statystyki matematycznej. Poza tym w §wietle tej teorii staje sie
zupelnie jasna swoistosé statystyki matematyeznej, odrézniajgea ja od
innyeh dyscyplin matematyeznych, a zwlaszeza od rachunku prawdo-
podobienstwa, co ma duze znaczenie metodologiczne.

Kazdy problem statystycznej decyzji powstaje na tle pewnego
zbioru (skonczonego lub nieskonczonego) obserwowanych zmiennych
losowych (zaleznych lub niezaleznych) o nieznanym rozkladzie lacznym.
O rozkladzie tym wiadomo jedynie tyle, ze jest on elementem pewnej
klasy rozkladow, ktdéra jest dana w kazdej konkretnej sytuacji. Zaga-
dnienie polega na tym, by majac zbiér decyzji, jakie sa mozliwe do
podjecia w zwigzku z nieznanym rozkladem, podjaé¢ jedng z nich. De-
cyzja tego typu nosi nazwe decyzji ostatecznej, w odréznieniu od decyzji
dotyczacych sposobu przeprowadzenia doswiadezenia, tzn. sposobu obser-
wowania wartosci zmiennych losowych. W kazdym konkretnym przy-
padku przestrzen decyzji mozliwych jest z géry dana; jest ona sumg dwéch
przestrzeni: przestrzeni decyzji ostatecznych oraz przestrzeni decyzji
dotyczacych sposobu przeprowadzenia Jdoswiadezenia. Funkeja decyzji
zbudowana jest w taki sposdb, iz wartodciami jej sa elementy przestrzeni
decyzji mozliwych, argumentami za§ punkty w przestrzeni prob. Cale
zagadnienie sprowadza si¢ do skonstruowania takiej funkeji decyzji,
ktéra miataby odpowiednie wlasnodci. Dla rozstrzygniecia, ktora z funkeji
decyzji jest lepsza, A. Wald wprowadzil dwa pojecia pomocnicze: funkeje
wagi i funkcje ryzyka.

W swym obecnym stanie teoria funkcji decyzji sklada sie przede
wszystkim z twierdzenn podajacych warunki istnienia funkeji decyzji.
W bardzo niewielkim jeszeze zakresie teoria ta pozwala na efektywne
rozwigzywanie konkretnych zagadnien statystycznych, jakkolwiek i w tym
zakresie mamy juz pewne wyniki, uzyskane gléwnie przez samego A. Walda
oraz J. Wolfowitza. Prace, majace na celu uzyskanie efektywnyeh rozwig-
zan zagadnien statystycznych na podstawie teorii funkeyj decyzji, sa
kontynuowane, chociaz nzyskiwane rezultaty ciggle jeszeze majg jedynie
znaczenie teoretyczne.

Interesujace jest to, ze jakkolwiek statystyka matematyczna w glé-
wnej mierze korzysta z aparatu probabilistycznego, czesto ucieka sie takze
do innych galezi matematyki. W szczegdlnosci teoria funkeyj decyzji
korzysta miedzy innymi z topologii i z analizy funkeyjnej.

W zakoniczeniu nalezy podkreslié, ze rozwdj teorii statystyki mate-
matycznej we wszystkich wskazanych powyzej kierunkach ma zna-
czenie takze dla zastosowan statystyki.

O zastosowaniach statystyki matematycznej w Polsce do produkeji
i techniki bedzie mowa nieco dalej. W tym miejscu wspomnimy o zasto-
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sowaniach do zagadnien demograficznych oraz doiwiadezalnictwa rol-
nego. W obu tych dziedzinach zastosowan statystyka polska ma pewne
osiagniecia. Tak np. materialy Narodowego Spisu Powszechnego z 1950 r.
opracowywano metodg reprezentacyjna, co pozwolilo na uzyskanie naj-
wazniejszych wynikéw w ciggu kilku miesigey. Réwniez i w doswiadezal-
nictwie rolnym mamy interesujgce rezultaty. Wydaje sie jednak, ze
weigz jeszeze zbyt mato korzysta sie w tyeh dziedzinach ze statystyki
matematycznej, co odbija sie ujemnie zaré6wno na praktyece, jak i na
rozwoju samej teorii statystyki matematycznej.

VI. Zastosowania do produkcji przemyslowej

1. Zagadnienia ogolne. Szczegiélne zastosowanie ma statystyka
matematyczna w dziedzinie produkeji przemystowej. Kluczowym za-
gadnieniem jest tutaj weryfikacja hipotez statystycznych. Znamy wiele
testow uniwersalnych i specjalnych, nieraz bardzo pomyslowych, istnieja
tez ogélne teorie testow, ktdore zostaly wyzej opisane. Bardzo mato zro-
biono jednak, zeby odpowiedzie¢ na dwa pytania praktyka:

1° Jaka ma byé wielkosé probki?
2° Jaki poziom istotnoseci zastosowadé?

Oba te pytania s ze soba sprzezone, gdyz wielkod§é probki zalezy
od przyjetego poziomu istotnosei i na odwrét.

Na zadne z tych pytat matematyk nie moze odpowiedzieé z sen-
sem bez ekonomii. .Przy jej pomocy moze on odpowiedzieé konkretnie
na pierwsze pytanie, a zamiast odpowiedzi na drugie pytanie moze daé
regule postepowania sformulowang w terminach zrozumialych i uchwy-
tnych dla praktyka. Wyjasnimy to biorge za przykitad dwa skrajne przy-
padki sprawdzania produktéw. Jesli sprawdzanie nic nie kosztuje, mozna
i nalezy zrezygnowaé z metod statystycznych i sprawdzaé caly ilosé
produktu. Jedli sprawdzanie kosztuje nieskonczenie wiele, trzeba zre-
zygnowaé z badania. Miedzy tymi kresami lezig wszystkie przypadki
praktyczne i w kazdym z nich praktyk pyta o wielkodé prébki i o regule
postepowania. Mozna na to odpowiedzieéd, jesli sie sprecyzuje, jaka jest
jego cena, jaki jest cel badania i jaka jest cena konsekwencji, ktére po-
cigga za soby decyzja oparta na blednym wyniku badania.

Postulat najmniejszej ogdlnej szkody gospodarczej, wprowadzony
przez H. Steinhausa, pozwala na ustalenie wielkosei probki i podanie
reguly postepowania, przy czym nie korzysta si¢ wecale z arbitralnych
pozioméw istotnosci. Nalezy jednak zaznaczyé, ze oszacowanie tej szkody
trafia na trudnosei, gdyz wsréd ekonomistéw nie ma zgodno$ei co do
zasadniczych kwestii, a nawet mozna spotkaé¢ si¢ z radg, zeby opieraé
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wyznaczenie licznosei préobki (ktére tu jest gléownym zagadnieniem)
na doswiadezeniu praktykdéw. Oczywiscie takie rozwigzanie byloby zna-
chorstwem tym gorszym, ze zwykle praktycy zwracaja sie do matematy-
kéw, zeby ci orzekli, czy ich zwyczaje sg uzasadnione. S. Drobot powzigl
niezmiernie oryginalng i trafng mysl rozeiecia wezla gordyjskiego przez
zastosowanie analizy wymiarowej do statystycznej kontroli jakoéei.
Praca napisana przez niego i M. Warmusa ukazala sie¢ w drugim tomie
Zastosowann Matematyki. Glownym rezultatem jest zbudowanie wzoru
na lieznoéé probki, w ktérym obok takich zmiennych, jak licznodé partii,
wartodé sztuki, koszt prébowania jednej sztuki itd., ktore sg zwykle bez-
posrednio znane, wystepuja inne w taki sposéb, ze wiadomo, jakie wstepne
badania statystyczne i dane empiryczne s3 potrzebne do ich wyznaczenia.
Efekt praktyczny jest taki, ze przyjecie liczebnogei prébki dla jednej
partii towaru wyznaeza ja juz dla wszystkich. Niezmierna waznosé¢ za-
gadnienia i ogdélnosé metody uprawniaja nas do nadziei, ze systematy-
czne przeprowadzenie idei Drobota nie tylko ozywi statystyke polska,
ale przyczyni sie do ugruntowania naszej pozycji nankowej w ogélnym
znaczeniu tego slowa.

Liczne sy zastosowania analizy sekwencyjnej do badania produkeji.
Pewne prace aplikacyjne wykonano w Komisji Statystycznej Kontroli
Jako$ei w Polskim Komitecie Normalizacyjnym, prowadzi si¢ je nadal
w Instytucie Matematycznym Polskie] Akademii Nauk.

Interesujacym kierunkiem statystyki matematycznej jest wnio-
skowanie na podstawie naturalnego lub sztucznego uporzadkowania
elementéow w probee.

Pierwszy przypadek zachodzi na przyklad przy biezgeym badaniu
produktéw, gdy o stalosci produkeji wnosimy na podstawie zespolu
pomiaréw uszeregowanych w kolejnosei chronologicznej. Waznym tego
zastosowaniem staty sie karty kontrolne, wprowadzone przez Shewharta
i obecnie uzywane w przemysle niemal wszystkich krajéow. Pod naei-
skiem potrzeb praktyki, metody matematyczne doznaty tu pewnej wulga-
ryzacji, co sklania do wznowienia badan teoretycznych.

Drugi przypadek dotyczy miedzy innymi rozkladu elementéw probki
uporzgdkowanych rosngeo lub ich kombinacji liniowych. Interesujace
wyniki uzyskali w tym zakresie S. Romanowski i inni.

Pewne prace w obu kierunkach prowadzi si¢ obecnie w Instytucie
Matematycznym P.A.N.

We wszystkich zastosowaniach przemystowych statystyki mate-
matyecznej stale potrzebna jest pomoc matematyki klasycznej, w szczegol-
nosci analizy.

Niezwykle plodne okazalo si¢ zastosowanie analizy wymiarowej
do statystyeznej kontroli jakosci. Wymienione juz prace Drobota i War-
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musa pozwolily skutecznie zaatakowaé na nowej drodze zagadnienie
wielkodei probki i odwietlity z nowej strony role eksperymentu statysty-
cznego.

Wydaje sie, ze cenng pomoecg dla statystyki matematyeznej w spra-
wach jednorodnosei populacji beda metody taksonomiczne (Ogolna
Grupa Zastosowan Instytutu Matematycznego P.A.N.).

Duze znaczenie dla probabilistyki majg metody numeryczne mate-
matyki, rozwijane w kilku grupach Instytutu Matematycznego. Jako
przyklad wymienimy zastosowanie do probabilistyki ciagéw Renarda
(J. Oderfeld).

Wyraznie zarysowuje sie dcisty kontakt miedzy probabilistyka
a naukami technicznymi, w szezegélno$ci nauka o wytrzymalodei mate-
rialdw. Ruch ten daje sie zauwazyé réwniez w naszym kraju (z okresu
miedzywojennego prace W. Wierzbhickiego, w ostatnich latach W. Mo-
szynskiego, W. Pogorzelskiego i J. Oderfelda).

Niezbedna w naszym kraju, lecz dotad nie okazana, jest dla proba-
bilistyki przemyslowej pomoc ekonomistow. Bez niej nie jest mozliwe
efektywne rozwigzanie takich fundamentalnych zagadnien, jak sprawa
licznosei probki i bezpieczenstwa kounstrukeji.

2. Niektore zastosowania. 7 wielu zastosowan przemyslowych
statystyki matematycznej wymienimy tylko kilka, ograniczajac sie do
tych, ktére opracowuje sie w naszym kraju i ktére wydajg sie nam
szezegdlnie wazne.

A. Gérnictwo. Do zagadnienn niemal zupelnie nietknietych mate-
matyecznie nalezy problem wiercen préobnyeh w gérnictwie. Obejmuje
on poszukiwanie i charakteryzowanie z10z wegla, cynku, otowiu, ropy itd.,
ma wige pierwszorzedne znaczenie ekonomiczne. Problem rozpada sie
na kompleksy zagadnien. Pierwszy z nich to rozmieszczenie wiercen
probnych, drugi to wydobycie informacji zawartych w obrazie dostar-
czonym przez gotowe wiercenia. Wiekszosé geologdw niezupelnie zdaje
sobie sprawe z tego, ze obok morfologicznego istnieje matematyczny
aspekt zagadnienia. Bierze sie to stad, ze niezmiernie trudno jest abstra-
howaé od do§wiadczen, ktore skladajg sie na wiedze praktycznego geologa;
doswiadezenia te ulatwiajg znalezienie wlasciwej drogi w kazdym terenie
z osobna, a utrudniajg stworzenie jasno okreslonej metody, ktérag mozna
by zakomunikowa¢ innym. Pierwszym krokiem matematyka jest studium
statystyczne obszaréw pokrytych otworami wiertniczymi. Zmierza ono
do scharakteryzowania korelacji miedzy gruboseig zloza w dwéch punk-
tach odleglych o d, ktéra to korelacja f(d) okaze si¢ funkeja malejgcg
‘zmiennej d. Gdy znajdziemy te funkcje, bedziemy mogli podaé sposéb
obliczania zawartodci zl6z z dat dostarezonych przez otwory. To zadanie
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nie jest bynajmniej latwe, ale matematycznie niezmiernie interesujace.
Obok trudnodci teoretycznych pojawia sie inna, mianowicie trudnogé
znalezienia prostych schematéw, ktére pozwolilyby powierzyé rachunki
silom pomocniczym i nie wymagaly zmudnych obliczenn. Po rozwigzaniu
tego zadania mozna bedzie pomysleé o problemie planowania otwordw
wiertniczych. Zauwazymy tutaj, ze zaréwno zasada najmniejszej szkody
gospodarczej, jak i analiza wymiarowa moga i powinny znaleZé tu zasto-
sowanie.

B. Wytrzymalo§é konstrukeji. Jak zauwazyl W. Wierzbicki,
bezpieczenstwo konstrukeji budowlanych podpada pod rachunek pra-
wdopodobienstwa, bo wytrzymalo$é elementéw konstrukeyjnych jest
zmienng losowa. Tak np. wytrzymalo$é preta na zerwanie jest zmienng
losowg, bo fabrykowane seryjnie prety o minimalnie jednakowym prze-
kroju z jednego materiatu, r6znig sie indywidualnie. Stad ich wytrzymatosé
na zerwanie jest rézna; jest to zmienna losowa, ktorej wartodé oczekiwang
i rozrzut na ogo6l znamy.

Ale i obcigzenie, ktoremu poddany bedzie element konstrukeji, jest
zmienng losowg i to z dwéch powodéw. Pierwszy powod to nieuniknione
niedokladno$ci w wykonaniu, przez co np. w kratownicy mogg powstad
naprezenia wewnetrzne. Drugi powdd jest na ogél wazniejszy. Jest nim
zmienno$é obcigzen roboczyeh w czasie. Na przykiad pltug moze orad
grunt piaszezysty albo kamienisty, rama samochodu w czasie pélgodzin-
nej jazdy po miescie podlega wielu tysigcom wstrzgséw o réznej ampli-
tudzie i frekwencji, wiezar dachowy podlega obciazeniu zaleznemu od
predkosei wiatru itd. Z tego wynika, ze zyecie konstrukeji jest zmienng
losowa. Mozna dazyé do zagwarantowania pewnej dlugowiecznosei kon-
strukeji z arbitralnym prawdopodobienstwem, jesli sie da owe prawdo-
podobienstwo uzasadnié rzeczowo, nie za$ przez analogie np. z astronomia
Iub geodezjg. _

Bardgiej obiecujaca wydaje sie eliminacja arbitralnodei za pomocy
postulatu najmniejszej szkody, a wiec metodg matematyczno-techniezno-
-ekonomiczng. Tu zrnowu ustalamy zaledwie program, do ktérego reali-
zacji jest daleko, choé cel jest wytyczony. Trzeba wiele gléw do przemy-
§lenia i definitywnego sformulowania. Pelne zastosowanie znajdg tu
zagadnienia dotyczace wielu zmiennych losowych. Znowu musi si¢ nasu-
naé¢ pomyst analizy wymiarowej.

C. Statystyezna kontrola jakoSei. Ten dzial zastosowania sta-
tystyki matematyecznej, zapoezatkowany przed 30 laty przez Shewharta,
.wyrést w osobna dyscypline, znang u nas dopiero od 6 lat, lecz repre-
zentowang juz przez wyklad w wyzszej uczelni i przez dosé zaawanso-
wane prace badawecze H. Steinhausa i jego ucznidow.
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Po doé¢ dokladnym opracowaniu metod statystycznego odbioru
produktéw gotowych, zlozonych z poszezegélnych sztuk (jak $ruby,
wyroby metalowe, szklane itd.), na najblizsze lata przewiduje si¢ ba-
dania nad odbiorem cial bezksztaltnych (jak cement, benzyna, wegiel itd).
Wystepuje tu z calg silg zagadnienie wielkosei prébki, o ktérym wspo-
minaliSmy poprzednio. Zastosowanie znajdzie zapewne analiza sekwen-
cyjna. Widzimy tu takze zastosowania dla metod retrospektywnych,
uwzgledniajacych poprzednie do§wiadczenie przemyslowe.

Dwa problemy: ocena dokladnosci badan laboratoryjnych i badanie
przedmiotéw co do wielu wladciwosei wymagaja szybkiego rozwoju
teorii w zakresie omdéwionych poprzednio zagadniern wielu zmiennych
losowych.

Jednym z najpilniejszych zagadnien wydaje sie¢ wprowadzenie do
przemystu statystycznej kontroli zapobiegawczej, to znaczy kontroli
sprawowanej w toku produkeji. Zadaniem jej jest dobér frodkéw pro-
dukeji do zamierzonego poziomu jakodei i ezuwanie nad praktyczng
statodcig tej jakodci. Tu znown nalezy rozwigzaé w sposéb wolny od arbi-
tralnodei trudne zagadnienie wielkodei probek i czestodei ich pobierania,
korzystajage w miare moznosci i potrzeby z analizy wymiarowej i teorii
struktury prébki.

Powinno sie kontynuowaé prace z zakresu obrotu produktéw, oparte
na postulacie najmniejszej szkody gospodarczej.

Postepowi technicznemu w przemysle powinny shuzyé metody po-
réwnywania nowych produktéw, nowych urzadzen i nowych metod,
oparte na prostych testach o duzej mocy, byé moze sekwencyjnych.

Na szezeg6lng uwage zasluguje zagadnienie badania towaréw co do
cechy cigglej, ktéremu wiele uwagi po§wiecil H. Steinhaus. Badanie to-
waréw sztukowych ma rozlegle pismiennictwo; teorie i praktyczne metody
tego dzialu statystyki obejmuja wszystkie sytuacje, z ktérymi zwykle
spotyka sie inzynier, sprzedaweca, brakarz lub kontroler. Inaczej jest
z towarami cigglymi, takimi jak wegiel, rudy, cement, nafta, benzyna,
karbid i inne. Zwykle bada si¢ je laboratoryjnie. Tak np. bada sie war-
to$é kaloryczng wegla mieszajae dokladnie proszek otrzymany z kilkuset
grud reprezentujgcych catodzienng produkeje szybu i spalajac nastepnie
Szezypte tego proszku w kalorymetrze. Jest to jednak wyminiecie pra-
ktycznej kwestii uzytecznosei towaru. Konsumentowi nie chodzi o wyzna-
¢zenie parametru fizykalnego, jakim jest kalorycznosé, lecz o praktyczng
uzytecznosé towaru, ktérej nie mozna odczytaé z jednej cechy, a nawet
z zespolu cech zmierzonych. Stad powstal u nas pomyst badania towaréw
cigglych poprzez przedmioty sztukowe uzytkujace material ciggly. Tak
wige w przypadku nafty, ktéra jest przeznaczona do lampek konduk-
torskich, napelnia si¢ nig 20 lampek wybranych losowo i okredla sie
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wartosé cysterny nafty wedlug tego, ile lampek zachowalo przepisang
jasnosé 15 dwiec przez co najmniej 6 godzin. Dzieki temu nie tylko
mozna wyzyskaé teorie statystycznej kontroli jakodei towardéw sztu-
kowych, ale takze uwolnié si¢ od koniecznosci laboratoryjnego badania
c¢o do kilku cech, trudnego i nie odpowiadajgcego na pytania praktyka.
Mozna mieé¢ tu watpliwosé co do przedmiotu obranego za probierz, prze-
ciez lampki moga by¢ zepsute... Otéz lampki nalezy badaé¢ w ten sam
sposéb, probg $wiecenia. Wprawdzie powstaje tu na pierwszy rzut oka
bledne kolo, ale jak wiadomo — matematyka umie jechaé na takim kole:
termin ,,kolejne przyblizenia” taka ma etymologie. Ten ciekawy tok
mysli dotychezas nie zostal gruntownie opracowany, jak wiele pomy-
sléw znajdujacych sie w archiwach Komisji Statystycznej Kontroli Ja-
kodeci w Polskim Komitecie Normalizacyjnym.

VII. Zastosowania do nauk przyrodniczych, medyeyny i rolnictwa

W naukach przyrodniczych mozna zanotowaé w Polsce nastepujace
osiggniecia uzyskane za pomocy statystyki matematycznej. Pierwszym
jest uwaga zrobiona przy sposobnosei badania spadku granulocytozy
w miare powracania do zdrowia pacjentéw (leczonych penicyling, co nie
jest istotne) majaeych objawy ropne. Spadek jest zwykle zamaskowany
wahaniem; mozna spadek obliczyé tak, jak sie oblicza wspélezynnik
regresji dwoéch zmiennych, tu 8g nimi czas i poziom granulocytéw. Wtedy
wahanie granulocytéw gra role bledu owego wspolezynnika. Uwaga
polega na tym, ze zachowanie si¢ organizmu nie jest bledem, lecz sympto-
matem, ktérego nie nalezy pomijaé. Tworzymy iloraz wspélezynnika
regresji przez 6w rzekomy blad i klasyfikujemy pacjentéow wedlug tego
ilorazu, czyli istotnogei spadku, a nie samego spadku. Uwagi tej nie wy-
zyskano dotad poza jedng praca, ktorej lekarska czesé pochodzi od
Szczeklika. _

Drugim ciekawym chwytem jest polgczenie pojecia dendrytu z ra-
chunkiem prawdopodobienistwa. Powstalo ono z zagadnienia lancuszkéw
gwiezdnych. Gdy na mapie gwiazd lgczy sie kazdg gwiazde z najblizsza,
powstaje dendryt, ktéory ma punkty koticowe, punkty przejsciowe czyli
podwéjne, rozgalezienia czyli punkty potrdéjne, poczwérne i popigte.
Rozklad frekwencji tych punktéw charakteryzuje tendencje do ukiladania
sie gwiazd w lancuszki, mianowicie bedzie wtedy wiecej punktéw po-
dwdjnych, niz byloby ich przy przypadkowym rozlozeniu. Ale obliczenie
rozkladu przy rozlozeniu przypadkowym jest zbyt skomplikowane, dla-
tego S. Zubrzycki postanowil zrobié mape gwiazd sztueznych, wzigwszy
ich wspélrzedne z tablicy liezb przypadkowych i budowaé dendryt, co
jest zadaniem bardzo latwym. Poréwnanie obu dendrytéw pokazalo,
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ze majg one te samg frekwencje punktéw kazdego rodzaju. Wniogki
astronomiczne z tego spostrzezenia mozna znalezé w pracy W. Zonna,
ktéra jest w druku. Narzucajg sie inne zastosowania,

Trzecim zastosowaniem rachunku prawdopodobieristwa jest docho-
dzenie ojcostwa. Jak wiadomo, prawa dziedziczenia grup krwi sg takie,
ze czasem pozwalajag wylgezyé absolutnie ojecostwo pozwanego mez-
czyzny, ktoérego — wraz z matky i dzieckiem — poddano badaniu sero-
logicznemu, a w pozostalych przypadkach moga co najwyzej wzmoenié
lub ostabié prawdopodobienistwo ojcostwa. Ekspertyzy podaja prze-
waznie to prawdopodobienistwo a posteriori, ale zawsze blednie. Blad
polega mna nieznajomosei prawdopodobienistwa a priori: albo zaklada
sie, ze jest ono réwne 1/2, albo przyjmuje sie falszywa zasade logiczng
pjezeli R implikuje § z prawdopodobienstwem p, to non-8 implikuje
won-R z prawdopodobienstwem p”.

Korzystajage ze spostrzezen L. Hirszfelda i z materialu dwoéeh ty-
sigcy ekspertyz sadowych, udalo sie obliezyé prawdopodobieristwo
@ priori ojcostwa mezezyzn wskazanych w pozwach; wynosi ono w tej
chwili 72¢/,. Dzigki temu mozna dzi$ w ekspertyzach podawaé poprawne
prawdopodobienstwo ojcostwa.

Poréwnano takze statystyke z wyrokami. Okazuje sie, ze sady
z reguly oddalaja pozew w razie wylgczenia ojcostwa. Poniewaz wylg-
czen jest okoto 10°/,, wiec w pozostalych 90°/, miedci sie 720/, ojeow.
Z tych 90°/, sady uwalniajg tylko 5°/, od odpowiedzialnodci; gdyby nawet
tu sie nigdy nie mylily, to zostaloby 18°/,—5°/, = 13°/, wyrokéw krzy-
wdzgeych pozwanyeh., Nieraz prawnicy protestuja przeciw orzekaniu
wedlug rachunku prawdopodobienistwa, odwolujge sie do zasady indywi-
dualnego traktowania kazdej sprawy. Statystyka, ktérg podalismy, $wiad-
¢zy, ze postepuja wrecz przeciwnie: rozstrzygaja przewaznie zgodnie z ra-
- chunkiem prawdopodobienstwa opierajae sie zwykle na ekspertyzie, to jest
na 'udowodnionej lub domniemanej prawdzie materialnej i nie czesto umie-
j2 prostowadé ja za pomocy konkretnej oceny indywidualnego przypadku.

Czwartym osiggnieciem, ktére zawdzieczamy J. FYukaszewiczowi
1 A. Kellusowi, jest zbadanie schematu dziedziczenia grup krwi A, B,
O, AB oraz M, N, podanego przez S. Bernsteina. Badanie przeprowadzono
na 86 populacjach, a wyniki poréwnano z tymi, ktére by uzyskano biorge
zamiast prawdziwych populacji populacje wylosowane. Rezultaty zo-
stang opublikowane w Zastosowaniach Matematyki i dlatego nie bede
ich tutaj omawiat.

Wizystkie te badania maja wspélng ceche, ze nie sa powtarzaniem
rzeczy, ktére zagranicg byly zrobione wezedniej i lepiej. Dlatego kazda
z cytowanyeh prac moze mieé¢ kontynuacje i juz dzisiaj mozemy przewi-
dzieé, ze tych kontynuacji nie zabraknie.

4.
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Wirod nauk, ktére by mogly odnie$é niemaly korzysé z rachunku
prawdopodobienistwa, geografia zajmuje poczesne miejsce. Geografia
matematyczna sklada sie z rozdzialtu traktujacego o tych faktach astro-
nomicznych, ktére sg wazne dla geografii fizycznej i dla orientacji czasowe]
i przestrzennej, oraz z kartografii matematycznej, ktora uezy, jak odwzo-
rowywadé elipsoide ziemskg na plaszezyzne mapy. Nie ma w niej nato-
miast rozdzialu o takich sprawach, jak matematyczne ujecie ksztaltu,
definicja rozwoju granie, indeksy stromosdei, wahania pionowego, rzezby
terenu, geometryczny wskaznik erozji albo takich, jak wspélezynnik roz-
proszenia i skupienia punktéw geografieznych, a wiee miast i innych
ofrodk6w. Prébom poprawnego okreslania parametréw dajgcych sie
mierzyé towarzysza protesty, i to nie tylko ze strony zwolennikéw opi-
sowego, nieraz literackiego traktowania nauki o ziemi, ale takze ze strony
tak zwanych antyformalistéw. W obu przypadkach tlo psychologiczne
jest jednakowe: obawa przed kryteriami pozwalajgcymi ustali¢ fakty
obiektywne.

Naukg, ktéra z koniecznosei dlugo musiata si¢ obywaé bez inter-
weneji matematycznej, jest meteorologia. Obserwatoria meteorologiczne
zbieraly spostrzezenia i rejestrowaly zapiski instrumentéw, az ten ma-
teriat przerdst mozliwosci, ktére daje rachunek bez maszyn. Totez prze-
wazna cze$¢ materialu marnuje sie, a weigz naplywa nowy. Mozna jednak
juz dzi§ wyobrazié sobie maszyne do prognozy meteorologicznej. Nie
musi to byé koniecznie maszyna elektronowa, jej dziatlanie za$ nie musi
byé ograniczone do meteorologii. Nie bylby zbyt $mialym pomystem
projekt maszyny do diagnozy i prognozy lekarskiej. Istoty takiej maszyny
jest urzgdzenie rejestrujace material obserwacyjny w ten sposéb, zeby
mozna z niego wybraé wszystkie zapisy odnoszgce sie do przypadkow
symptomatyeznie podobnych do aktualnego, i drugie urzgdzenie, obli-
czajace frakcje przebiegéw pomyslnych sposréd wybranyeh przez
pierwsze. Ta frakeja daje prognoze. Sprawa terapii jest bardziej zawila,
ale nie jest weale beznadziejna. Natomiast beznadziejne jest juz dzisiaj
czytanie kazuistyki lekarskiej, obejmujacej miliony pozyeji.

VIII. Aparaty, tablice, uproszczenia rachunkowe

Bardzo wiele zagadnieni probabilistyeznych i to wladnie tych, ktére
nastrecza praktyka, wiedzie do beznadziejnie skomplikowanych rachun-
kéw. Przewazajy jednak wsréd nich takie, ktére mozna by zastapié
losowaniem z odpowiednich populacji sztucznyech, byle ono bylo bez-
tendencyjne i wielokrotnie powtarzane. Aparat przeznaczony do tego
celu musialby umieé tworzyé populacje sztuczng, losowaé wielokrotnie
bardzo szybko, a w koncu rejestrowaé wyniki losowania. Przy dzisiejszym
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stanie techniki nie jest mozliwe skonstruowanie takiej maszyny. C. Rajski
opracowal projekt wstepny maszyny do szybkiego sprawdzania dzialania
planéw odbiorezych na drodze czysto empirycznej. Maszyna sama wy-
twarza populacje generalng o wadliwosei, ktérg mozna nastawié z gory.
Wstepnym elementem do wytwarzania populacji generalnej jest rodzaj
elektronowego kola wirujacego. Zrédlo promieniowania radioaktywnego
wylosowuje za pofrednictwem licznika Geigera-Miillera cigg cyfr spel-
niajaeych ostre wymagania co do réwnosei frekwencji cyfr i frekwencji
liczb utworzonych przez cyfry. W ten sposéb otrzymujemy elektro-
nowy aparat produkeyjny o wadliwosei nastawialnej w skokach co 1°/,;
gdy uzyjemy np. 04, 05, 06 jako symboléw zlych sztuk, wadliwo$é bedzie
3%/,. Na tym musimy przerwaé opis techniczny. W ostatecznym wyniku
maszyna produkuje zbiér liczb, ktéry informuje nas, ile razy np. w 1000
gier maszyna kazala odrzucié partie, ile razy przyjaé i jak dlugo trwalo
kazde z tysigea badan przy wadliwodei partii 3°/, i przy narzuceniu ma-
szynie pewnego okreslonego planu badania. Tym sposobem mozemy
badaé warto$é rozpoznawezg planéw i koszt ich uzycia bez zmudnej
analizy matematyezno-probabilistycznej.

W naszych warunkach jednak wazniejsze s3 proste przybory war-
sztatowe, niz wszelkie wyrafinowane aparaty. Takim przyborem jest
np. papier probabilistyczny, to jest papier, na ktérym dzieki anamorfozie
osi pionowej dystrybuanta normalna ma przebieg linii prostej. Nie 1a-
twiejszego, jak zrobienie odpowiedniej kliszy i drukowanie takiego pa-
pieru. Przyrzagdem o duzym znaczeniu praktycznym, juz skonstruowa-
nym przez H. Steinhausa, jest dyspersjometr. Jego model jest gotowy.
Jest to po prostu blacha ze szezeling zlamang pod katem prostym i zao-
<patrzong w zwykle podzialki z odpowiednimi modulami. T¢ blache kladzie
si¢ na deske zaopatrzong w gwozdzik, ktéry ja prowadzi wzdluz szezeliny,
a przy kazdym ruchu drugim punktem staltym jest szpilka, ktorg sig
wbija wedlug odchyleri obliczonych z obserwacji, a nastepnie wyjmuje.
Aparat daje odchylenie standardowe i przy kilkunastu obserwacjach
jest jeszcze weale wygodny. Poniewaz odchylenie standardowe ma wiel-
kie znaczenie przy ocenie jednostajnoci produkeji, wige dyspersjometr
moze odegraé — zwlaszeza wobec prostoty budowy i latwosei manipu-
lacji — uzyteczng role w praktyce warsztatowej i fabrycznej. Nie zapo-
minajmy takze, ze lekarze i przyrodnicy nieraz powinni obliczaé dysper-
8j¢, a jezeli tego nie czynig, to czesto dlatego, ze ich odstraszajg rachunki.

Na wzmianke zastuguja aparaty automatyczne. Tym terminem
oznaczamy urzgdzenia przeznaczone do specjalnych celéw, ktore laczay
pomiar z obliczeniem. W zakresie statystyeznej kontroli jakosei zajmowat
sie tym J. Oderfeld. Jeden z projektéw np. przewiduje jednoczesny
pomiar kilkunastu sprezyn, przy czym jako wynik otrzymuje si¢ od razu
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§rednig arytmetyczng i jej rozstep, z pominieciem pomiaréw indywidu-
alnych i wszelkich rachunkdw.

Do tego rozdzialu nalezg liczby przypadkowe. Wkriotce wyjdzie
nakladem Instytutu Matematycznego P.AN. Tablica liczb przetasowa-
nych (juz sie ukazata w Rozprawach Matematycznyeh 6 (1954) — przyp.
Red.), zawierajaca wszystkie liczby czterocyfrowe, kazdg raz i tylko
raz, przy czym dbano o ich gruntowne przemieszanie. Rézni sie ona od
tablic liczb przypadkowych nie tylko tym, ze wypelnia pojedynczo prze-
dzial od 0000 do 9999, ale takze i tym, ze nie pochodzi z losowania a wiec
nie jest natury fizykalnej ani tez nie powstata z zapiskéw statystycznych.
Liczby przemieszano mianowicie sposobem matematyeznym stosujge
co$ w rodzaju zasady ergodycznej, to znaczy iterujac pewien okreslony
proces, a nastepnie poddajac liczby permutacji okredlonej wprawdzie
po prostu, ale sprawiajacej, se w koncu liczby sgsiadujace w tablicy
powstajg, kazda z poprzedniej, przez kilkaset iteracji. Tablice mozna
czytaé¢ dwojako, jako tablice liczb tasowanych lub jako tablice liczb
przypadkowyech. Ten drugi sposéb polega na czytaniu pionowym blokow
zlozonych z wierszy. Zauwazmy, ze w samej koncepeji tablicy liczb
przypadkowyech tkwi paradoks: przestaje ona byé przypadkowa, gdy
jest wydrukowana, byla nig, gdy jeszcze tkwila w maszynie losujgcej.
Postulat wymagajacy od tablicy, zeby byla wolna od wszelkich prawi-
dlowodci w ukladzie liezb, nie da sie sformulowaé matematycznie i trudno
mu przypisaé jakis okreslony sens. Praktycznie uwazamy za przypadkowsg
takg kolejnosé liczb, ktéra nie wykazuje zadnej pospolitej prawidlowosci,
takiej jak np. alternowanie liczb parzystych i nieparzystych. Wydaje sie
dosyé dziwne, ze tak zwane liczby przypadkowe odgrywaja takg role
w zagadnieniach praktycznych — moze gle¢bsza analiza pojecia przy-
padkowodei uwolni kiedys$ wszystkie plany postepowania z kolektywami
od magicznych sztuczek z wycigganiem numerkéw przez tresowansg
papuge — jako§ trudno uwierzyé w to, Ze np. przy odbieraniu pretéw
zelbetowych owa papuga jest najlepszym doradea przy wyborze sztuk
prébnych. Wydaje sie nam, ze liczby tasowane sg pierwszym krokiem
na tej drodze.

* IX. Dydaktyka i szkolenie

Co do nauczania rachunku prawdopodobienstwa, sprawa zaczyna
chromaé tam, gdzie trzeba przej$¢ do zastosowan. Jak wyksztalcié ludzi,
ktérzy potrafia stosowaé rachunek prawdopodobienistwa do potrzeb
technikéw, przyrodnikéw i lekarzy? Autor niniejszego referatu nie
wierzy w to, ze matematyka stosowana da sie wykladaé, natomiast
mozna wykladaé matematyke tak, zeby zwrécié uwage na mozliwosé
jej stosowania.
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W roku 1952 w Warszawie, a obecnie i we Wroclawiu, zostalo uru-
chomione na uniwersytecie w ramach studiéw matematycznych studium
magisterskie w zakresie zastosowan statystycznych. Réwniez w Szkole
Gléwnej Planowania i Statystyki w Warszawie powstaje specjalizacja
magisterska w dziedzinie statystyki matematycznej i jej zastosowan.
Uwazam za zbedne stawianie daleko idacych zgdan co do katedr, insty-
tutéw i dotacji. Impuls powinien przyj$é skadinad, stamtad gdzie sie
bedzie rachunek prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej sto-
sowato.

Ludzie chodzg po porade do lekarzy, nie chodzg do matematykéw.
Czy chodziliby do lekarzy, gdyby byly tylko wyklady medycyny, a nie
bylo szpitali, klinik i aptek, gdyby byli profesorowie medycyny lub
nauczyciele higieny, ale nie bylo nikogo, co umie zbadaé¢ chorego i za-
pisa¢ mu lekarstwo? Dopéki nie bedzie matematykéw-praktykow, to
jést ludzi przyuczonych i przyzwyczajonych do udzielania porad mate-
matycznych, i dopdki w kazdej fabryce, w kazdym biurze, urzedzie,
banku czy tez dyrekeji kolei nie bedzie wiadomo, gdzie lecza choroby
matematyczne, dopéty cata dydaktyka nizsza i wyzsza nie da rezultatu.
A matematyka-praktyka kazdy pozna po tym, ze od swoich pacjentow,
tj. ludzi skarzgcych sie na niedomoge matematyczng, nie zgda, zeby
sami sobie stawiali diagnoze.



