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H. STRINHAUS (Wroctaw)

Dlugo$é, ksztalt i pole

Praca niniejsza jest raczej zaproszeniem czytelnika do rozwigzania
zagadnien czystej i stosowanej geometrii, napotkanych przez autora
przy badaniu pojecia dlugosci i ksztaltu, niz odpowiedzig na te zagadnie-
_nia.

1. Tlo historyezne. P. S. Laplace [9] juz w r. 1812 proponowal
uzycie metod probabilistyeznych przy mierzeniu diugosdei. Na jego
wezwanie odpowiedzial w'r. 1868 M. Crofton, ktory zdefiniowal miary
zbioréw prostych na plaszezyznie. Odkrycia Croftona [4] nie spotkaly
si¢ z uznaniem, na jakie zaslugiwaly; stosowano je w zagadnieniach do-
tyczacych prawdopodobienstw geometrycznych; E. Czuber [5] poswiecil
im ksigzke. R. Deltheil (7] opublikowal w r. 1926 monografie w kolekeji
Borela; jego Probabilités géométriques sa oparte na pracy E. Cartana
o zasadzie dualnosci, a w calej pracy zachowany jest punkt widzenia
geometrii rézniczkowej — w tym szeregu zaden autor nie jest w peini
§wiadomy, co zawdziecza swemu bezposredniemu poprzednikowi. Duza
czesé tych badan nalezy do rachunku catkowego, na co wskazuje zdanie
z pierwszej pracy Croftona: ,,...omawianych metod uzywamy takze do
dowodu pewnych nowych twierdzen z rachunku catkowego”. W. Blaschke
[2] i jego wspolpracownicy uzyskali wiele nowych wynikéw z podsta-
wowej idei Croftona. W Integralgeometrie Blaschkego znajdujemy imiona
H. Lebesgue’a i J. Favarda (1932) jako tych, ktérzy pierwsi zapro-
ponowali zdefiniowanie dlugosci luku na zasadzie Croftona — krotka
broszura [12] autora niniejszej pracy, opublikowana w r. 1930, uszla
widocznie ogélnej uwagi.

2. Tlo matematyezne. Aby sformulowaé gléwny wynik Croftona,
zauwazmy, ze gdy rozciggniemy pojecie miary na zbiory prostych na
plaszezyznie, bedziemy mogli méwié o prawdopodobienstwie tego, ze
prosta przetnie tuk 4 w 0,1,2,... punktach. Prawdopodobienstwa
te bedy proporcjonalne do miar zbioréw prostych, ktére przecinajg luk A
w 0,1,2,... punktach. Méwigc jezykiem teorii zmiennych losowyech,
mozemy oznaczyé przez x liczbe przecieé prostej losowej X z hukiem A,
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a przez E(x) wartodé oczekiwang x: wynik Croftona polega na réwnosci
(1) ¢E () = dlugoéé luku 4,

gdzie ¢ jest stalg absolutng.

Aby sformulowaé (1) écisle, oznaczmy litery /7 plaszezyzne, do ktérej
ograniczaé sie beda wszystkie nasze rozwazania. Niech O hedzie ustalo-
nym punktem, a 0@ ustalonym kierunkiem na /1. Dla kazdego kata
? (0 <& < x) i kazdej liczby rzeczywistej p mozemy znalezé kierunek
OT zdefiniowany réwnoscig X QOT = ¥ i taki punkt P na OT, ze OP = p.
Rysujemy przez P prostg L prostopadla do OT. W ten sposéb ustalamy
wzajemnie jednoznaczng odpowiedniodé miedzy punktami (&, p) pasa § =
= (0 < & < =) plaszezyzny (9, p) a prostymi L plaszezyzny I1. Mozemy
teraz zdefiniowaé miare |Z| dowolnego zbioru Z prostych L plaszezyzny I7

(2) |Z| = miara plaska zbioru Z~,

gdzie Z* jest obrazem zbioru Z w pasie S. Ta definicja, ktora jest nowo-
czesnym sformulowaniem gléwnej idei Croftona, przypisuje skoliczong
miare |Z| kazdemu zbiorowi Z prostych L, ktérego obraz Z* ma skon-
czong miare plaska w sensie Lebesgue’a.

Rozwazmy teraz luk A na plaszezyznie 77T i oznaczmy przez A,
(k =1,2,...) zbiér prostych L, ktére przecinaja luk A dokladnie w %
punktach. Twierdzenie Croftona mozna napisaé tak:

(3) dlugodé tuku A4 = Y'k[4yf.
k=1

Aby uzyskaé stad (1), musimy tylko ograniczyé plaszezyzne II do kola
o promieniu 1 i §rodku O i zalozyé, ze luk A lezy w tym kole; stala ¢ jest
réwna wtedy n. To ograniczenie jest tu oczywidcie nieistotne i potrzebne
tylko do ulatwienia przekladu réwnosei (3) na jezyk probabilistyezny.
Obraz L w plaszezyznie IT punktu (&, p) z pasa S oznaczmy przez
L($, p). Liczba przecieé prostej L(#, p) z lukiem A4 na IT jest funkeja
a(®, p) dwu zmiennych &, p. Wzér (3) mozemy teraz napisaé¢ w postaci

(4) dlugosé huku 4 =3 [ [a(s,p)ddap,
—~o00 ¢
gdzie calke podwdjng rozumie sie w sensie Lebesgue’a.
Wzor (4) nie jest jednak pierwszym wzorem wyrazajaecym dlugosé
za pomocy calki podwéjnej: juz w r. 1832 znajdujemy w pracy Cauchy’ego
{3] wzér

(5) [Var 4y (02dt = 4 [ @9 [ & (t)cos #+y (1) sin 9| dt

dia krzywych wypuklych & = x(f), ¥y = y(f) (0 <t < 1). Latwo spraw-
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dzié, ze oba wzory, (4) i (D), wyrazajy Srednig dlugos$é rzutu krzywej
we wszystkich kierunkach. W $wietle tej uwagi wzér (4), ktory jest
nowoczesng transkrypcja twierdzenia Croftona, okazuje sie niezaleznym
od rozwazan probabilistyeznych.

3. Dowody i komentarze. Aby udowodnié (1), zaczynamy od spe-
cjalnego przypadku, gdy A jest odeinkiem; w tym przypadku dowdd
jest oczywisty. W nastepnym kroku rozpatrzmy luk A4 zlozony ze skon-
czonej liczby odeinkéw C,, C,, ..., C,. Jesli x jest liczbg przecigé prostej
losowej X z lukiem 4, a a; (j =1,2,...,n) liczbg przecieé prostej X

n

z odeinkiem C;, to @ = > w; i, na podstawie twierdzenia o zmiennych
osowych, =1

n n

¢B(x) = 02 E(x) = Z dhugosé (; = dlugosé A.
j=1 =1

Trzeci 1 ostatni krok polega na aproksymowaniu danego luku A4 lamang

zlozong z kolejnych cieciw Cy, C,, ..., C,; przejscie do granicy przy

n—>oo prowadzi do (1).

Dla krétkodei bedziemy dalej nazywali tukiem wzajemnie jedno-
znaezny i ciggly obraz odcinka, a kreywq wzajemnie jednoznaczny i ciggly
obraz kola. Liuk bedziemy nazywali prostowalnym (lub rektyfikowalnym),
gdy ma skoticzong dlugo$é w sensie Jordana; to samo dotyczy krzywej.
Nazwijmy nieujemng funkeje a(d, p) catkowalng na pasie S, jesli jest
skonczona we wszystkich punktach pasa § (z wyjatkiem, byé moze, zbioru
punktéw o mierze Lebesgue’a zero) i jezeli staje sie catkowalna na S
w sensie Lebesgue’a po zamianie jej wartosci nieskonezonych na skoii-
czone. Ilekroé bedziemy mowili o wartosei podwdjnej catki (4), bedziemy
uwazali, ze jest ona obliczona w ten wlagnie sposéb, Przy tych umo-
wach mozemy sformulowaé nastepujace twierdzenie:

(T) Dla dowolnego tuku A catkowalnosé funkeji a(9,p) na pasie S
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, Zeby byt on prostowalny,
a dla kazdego prostowalnego tuku A zachodzi wzor (4), w ktérym lewq strone
czyta sie jako dlugosé Jordana.

Dowé6d naszkicowany dla (1) zawiera wszystkie skladniki dowodu
twierdzenia (T): przeprowadzil go W. Maack i jest opublikowany w ksigzce
Blaschkego [2].

Nasuwa sie naturalnie pytanie, czy podwéjna catka (4) musi byé koniecz-
nie catky Lebesgue’a. Ogélnodé catki Lebesgue’a wynika z dwéoch wzgledow:

1° mozna ja stosowaé do funkeji nieograniczonych, a przynajmniej
do niektérych z nich;

2° mozna ja stosowaé do funkeji bardzo niecigglych.

5%
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Mozna by przypuszczaé, ze tylko wlasno§é 1° wymaga stosowania
lebesgue’owskiego catkowania we wzorze (4) i twierdzeniu (T): istnieja
prostowalne luki A, dla ktérych liczba a(L) przecigé tuku 4 z pro-
stag L jest nieograniczong funkcjg prostej L. To prowadzi do pytania,
czy catka Riemana wystarczylaby dla tukéw, dla ktérych a(L) jest ogra-
niczona, np. a(L) < 6. H. Fast i A. Goetz [8] rozstrzygneli to pytanie
negatywnie, konstruujae tuk 4, ktérego zadna prosta nie przecina w wigcej
niz 6 punktach i dla ktorego funkeja a(?, p) ma zbiér punktéw niecig-
glodci miary plaskiej dodatniej. Przyklad ten pokazuje, ze nie mozna
zastapi¢ w (4) calki Lebesgue’a catka Riemanna nawet po zmianie war-
tosei funkeji a(#, p) na zbiorze punktéw miary zero.

Twierdzenie Banacha. S. Banach [1] udowodnil, zZe istnienie
dwoéeh calek pojedynezych

(6) [a@,pdp  (i=1,2; 0 < <9 <n)

jest warunkiem dostatecznym prostowalnosei tuku A. Z warunku Banacha
wynika, ze funkcja a(d;, p) (¢ = 1-lub 2) jest skonezona poza zbiorem
liczb p miary liniowej zero. Twierdzenie Banacha i (T) pokazuja, ze funkcje
a($¥, p) mierzalne na pasie § i spelniajgce warunek Banacha muszg byé
catkowalne, jedli tylko odpowiadaja jakiemus$ lukowi. Powstaje pytanie:
Czy caltka podwdéjna '

(7) [ fa(s, p)asdp

Py 0

musi byé skoriczona, jesli dla p = p, > 0 skonczone s3 calki

-(8) favw, p)ad,  [a(8, —p)dd

i, oczywidcie, a(®, p) odpowiada pewnemu lukowi A ?

4. Definicja dlugos$ci. Opuszezajac warunek, ze 4 jest lukiem,
mozemy zdefiniowaé dlugoéé dowolnego plaskiego zbioru 4 wzorem (4)
w tych wszystkich przypadkach, gdy rozwazana catka podwoéjna jest
skoniczona.

Zalety takiej definicji sg widoezne: dlugos$é okazuje sig¢ tutaj catky
i staje sie niezalezna od przedstawienia parametrycznego zbioru 4, od
pojeé stycznej lub pochodnej i od aproksymowania A przez wpisane
wielokgty. Nasza definicja obejmuje wiecej niz tuki prostowalne: skon-
czony lub przeliczalny zbiér takich lukéw ma dlugodé w nowym sensie,
skoro tylko suma dlugosci komponent jest skoriczona. Zakres stosowal-
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nodei naszej definicji jest jednak, jak to pokazal S. Sherman [11], szer-
szy, niz to wskazuje powyzsze stwierdzenie.

Pole powierzchni mozna zdefiniowaé w analogiczny sposéb za po-
moceg calki czterokrotnej; funkeja catkowang jest liczba przecieé powierzehni
przez ruchomg prosta. Taka definicja stawia paradoks Schwarza w no-
wym $wietle: przyczyng, dla ktérej triangulacja powierzehni (na przy-
klad walca) nie daje w pewnych przypadkach aproksymacji pola tej
powierzchni, jest istnienie prostych, ktore przecinaja aproksymujgey
wielodcian w wiekszej liczbie punktéw niz samg aproksymowang po-
wierzehnig; paradoks znika, gdy sie takie wielosciany aproksymujace
wylgezy.

Jedyng wadg naszej definicji dilugodei jest to, ze nie pokazuje
bezposrednio niezmienniczosei dlugosei wzgledem ruchéw sztywnyeh;
dowdd niezmienniczosci jest jednak bardzo prosty. Aby nasza definicja
byla doskonala, nalezatoby wprowadzié sfere zamiast plaszczyzny.

5. Dlugos$é 1 pole na sferze. Traktujemy zamiast plaszezyzny I7
sfere K o promieniu 1. Wielkie kola L na K bedziemy nazywali prostyms.
Kazda para antypod na K niech sie nazywa punktem. Kazdej prostej L
na K mozemy przypisaé¢ jako jej obraz punkt P, zdefiniowany jako para
biegunéw odpowiadajaeych réwnikowi L. W ten sposéb ustaliliémy
wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é P =f(L), L =f~'(P), miedzy punk-
tami P a prostymi L na K. Zdefiniujemy miare |Z| dowolnego zbioru Z
prostych L jako sferyczng miare Lebesgue’a zbioru punktowego Z* —
= f(Z), zakladajac oczywidcie mierzalno$é Z*. Jedli A jest tukiem na
K, a A jest zbiorem prostych I, ktére przecinajg luk A w k punktach,
mozna napisaé twierdzenie Croftona w postaci (3), tak jak na plaszezy-
Znje. Nalezy jednak zauwazyé, ze tuk A sklada sie z punktéw w nowym
sensie, tu zdefiniowanym — w zwyklym sensie sklada sie on z dwoich
antypodalnych tukéw A1 A”. Gdy te tuki majg zwykle punkty wspdlne,
A nie jest lukiem w nowym sensie, poniewaz przecina sie sam ze soba.
Méwige o dlugodei luku 4, mamy na myéli sume diugosei tukéw A’i A",
obliczonych w zwykly sposéb, to znaczy wedlug definicji Jordana. Ta
sama uwaga dotyezy mierzenia Z*.

Oznaczajac przez a(P) liczbe przecieé prostej L = f~'(P) z lukiem 4,
uzyskujemy wzér

(9) dtugosé A = % [[a(P)dR,
K

gdzie obszarem calkowania jest sfera K, a dK jest rozniczky pola. Wzor (9)
mozna uwazaé za definicje dlugosei dla lukéw sferyeznych lub ogdlniej
dla zbioréw punktowych na sferze. Ta dingodé nie zmienia sie, gdy luk
(zbiér) poddajemy sztywnemu przesunieciu na K: niezmienniczo§é wy-
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nika trywialnie z niezmienniczosei miar zbioréw A, bo kazde sztywne
przesuniecie jest obrotem sfery K; musimy tylko uznad, ze takie obroty
nie zmieniajg sferycznej miary zbioréw punktowych.

Dualnodé. Wzajemnie jednoznaczna odpowiedniofé miedzy punk-
tami a prostymi na K wyjawia dualng wzajemnosé pojeé dlugosei i pola,
ktéra trudno byloby odkryé bez geometrii sferycznej. Niech C bedzie
wypukly kreywe Jordana na K; wypuklos$¢ oznacza tu, ze zadna prosta L
nie przecina C w wiecej niz dwéch punktach, a dwie zwykle antypodalne
krzywe Jordana ¢’ i C” na K bez punktéw wspélnych nazywajy sie
krzywq Jordane na K. Oznaczajgc przez C, zbioér prostych L, ktére prze-
cinajg C dokladnie w k punktach, mamy oczywiscie |Cy| = 0 dla &k # 2,
i wzér (3) daje

(10) diugosé ¢ = |0,)].

Ale prawa strona rownosei (10) jest réwna mierze sferycznej punk-
towego zbioru f(C,). Ten otwarty zbiér jest ograniczony punktami zbioru
F(C,); zbior f(C,) jest wypukla krzywg Jordana na K i mozna go oznaczaé
o prostu przez f(C) — oznaczenie to jest zgodne z poprzednim ogranicze-
niem funkeji f do prostych i zbioréw prostych. Zbiér D = f(C) jest wy-
pukla krzywa Jordana, zlozong z dwéeh zwyklych antypodalnych krzy-
wyeh C’ i ¢, a pole obszaru pierscieniowego miedzy €’ a C' jest miarg
sferyczng zbioru f(C,), a wiec jest réwny prawej stronie réwnania (10).
To pozwala nam napisaé, ze

(11) dlugosé € = pole ograniczone przez D (D = f(C)).

Dla wyjadnienia geometrycznego sensu réwnosei (11) musimy tylko
zauwazyé, ze symbol D = f(C) oznacza, ze krzywa D jest opisana przez
bieguny ruchomego wielkiego kola stycznego do € podezas swego
ruchu.

Zauwazmy, ze przeksztalcenie D = f(C) jest inwolucja, to znaczy
ze D = f(C) implikuje ¢ = f(D). Dla uzasadnienia tego twierdzenia ozna-
czmy przez L ruchome wielkie kolo styczne do C; niech ¢ i ¢’" bedg infi-
nitezymalnymi lfukami wspélnymi dla ¢ i L, a I niech bedzie $rednicg
kola L laczgeg ¢’ i ¢''. Chwilowy ruch kola L jest obrotem dookola I;
o8 J laezgea bieguny kola L opisuje podezas jego ruchu dwa infinitezy-
malne luki réwnolegle do ¢’ i ¢'; tuki te lezg na Dj; nazwijmy je d' i d”.
Rownoleglogé tukéw ¢, ¢”’, d’, d”’ i ortogonalnosé osi I i J sprawia, ze
wielkie kolo M, styczne do D wzdluz d’ i d", ma I za of laczacyg jego bie-
guny; oczywiscie J jest osig jego chwilowego obrotu, gdy sie ono porusza
pozostajac styczne do D. Z tego wynika, ze bieguny kola M opisuja
podezas takiego ruchu krzywg O, a to wlasnie oznacza symbol ¢ = f(D).
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Gdy w ten sposob ustalilismy inwolueyjny charakter transformacji f,
uzyskujemy bezposrednio z réwnosei (11) wzor

(12) dlugosé D = pole ograniczone przez C.

W ten sposéb zdefiniowaliSmy inwolucje miedzy pierscieniowymi
obszarami na K, ograniczonymi przez pary antypodalnych wypukiych
krzywych Jordana, tak ze dla wszelkich dwéch odpowiadajacych sobie
wzajemnie obszaréw R,, R, zachodzi dualna relacja

dlugogé brzegu R, = pole R,,

(13)
dlugoéé brzegu R, = pole R,.

Inwolucja jest zdefiniowana wyzej: bieguny wielkich két styeznych do
brzegu R, (R,) opisujg brzeg R, (R,). O ile wiadomo, te dualno$é pierw-
szy odkryl L. A. Santalé [10].

6. Praktyczne obliczanie dlugos$ci. Do zmierzenia dlugosci rzeki
Iub drogi narysowanej na mapie, zgodnie z wzorem (4), uzywamy prze-
zroczystej plytki z rodzing réwnoodleglych prostych réwnolegltych L,

(t=...,—2,-1,0,1,2,...). Mierzony luk A4 przecina L; w a; punk-
tach, a s, = Y a; jest liczbg wszystkich przecieé. Obracajac plytke o kat
m—1

akim (k=0,1,..., m—1) uzyskujemy s, przecieé,v a N = D s, jest
k=0

ogélng sumg wszystkich przecigé. Oznaczajge odleglo$é L;L;,, przez d
uzyskujemy wyrazenie '

(14) Ndz[2m

jako aproksymacje dlugosei tuku 4. Dokladnodé ([13], [14]) zalezy od d
i m: wyrazenie (14) zmierza do dlugoéci A przy d—0, m—>oco — nie bierze-
my pod uwage przykladu wymienionego w § 3. Pozostaje jednak otwarte
pytanie, czy w tym przypadku zbiezno$é jest prawie pewna w sensie
stochastycznym. W przewaznej liczbie zastosowan praktyeznych d =
=2mm i m = 6 daja wystarczajacg dokladnosé. Zalety tej techniki
staja sie jasne, gdy A jest rodzing krzywych. Zagadnienie wyznaczenia
fredniej pochylosci jest na to przykladem: trzeba pomnozyé calkowity
dlugosé warstwic przez pionowgy odleglo$é warstwic sasiednich i podzielié
otrzymany iloczyn przez pole badanego obszaru. Duzo latwiej jest po-
liczyé przeciecia prostych z przezroczystej plytki z rodzing warstwie,
§ledzac przeciecia wzdluz prostych, niz toezyé pomiarowe kétko wzdluz
zakretéow krzywych lub kroezyé wzdluz nich cyrklem; wyniki uzyski-
wane tymi zwyklymi metodami sg bardziej zalezne od bledéw osobistych
i instrumentalnych, niz uzyskane w tym samym czasie nasza metoda.
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Dtugodé przedmiotéow. Rzeka na mapie 1:100000 ma zzzwyczaj
widoezng szerokosé. Geografa interesuje dlugosé rzeki, a nie dlugosé jej
brzegéw. To prowadzi do pojecia dlugosei przedmiotéw plaskich. Opisana
wyzej metoda rozwigzuje kwestie w sposéb naturalny: nalezy liczyé jako
jedno przeciecie kazdy ,,most’’, to jest kazdy odcinek prostej L; laczacy
jeden brzeg rzeki z drugim i tylko takie odcinki; takie postepowanie jest
rownowazne z pomiarem ,dlugodei najkrétszego zanurzonego w rzece
sznura laczacego zrédlo z ujsciem.

7. Paradoks dlugo$ci. Dlugosé jest funkcjonalem niecigglym. To
oznacza w prostych slowach, ze mozemy poprowadzié w sasiedztwie
kazdego prostowalnego luku 4 inny tuk A’ o dlugodei przekraczajacej do-
wolng z géry dang liezbe lub nawet wrecz nieskonczonej. Fakt ten jest
czyms§ wiecej, niz ciekawostkg matematyczng: ma on konsekwencje prak-
tyczne, Gdy mierzymy dlugosé lewego brzegu Wisly na szkolnej mapie
Polski, otrzymujemy dlugosé znacznie mniejszg niz odezytana na mapie
1:200000. Poréwnujac dlugo§é obecnych granic Polski z ich dlugoscig
w roku 963, nie mozemy uzywaé map narysowanych z jednakows do-
kladnoscig, z powodu braku informacji o dokladnym przebiegu naszych
granic przed tysigcem lat. Te samg trudnosé spotykamy przy pomiarze
takich przedmiotéw, jak kontury pni lub obwody plaskich przekrojéow
drzew. Wynik zalezy istotnie od dokladnogci uzytych przyrzadéw.

Tego paradoksu dlugosei nie nalezy mieszaé z faktem, ze wszelkiey
pomiary takich wielkodei fizycznyeh, jak pola, objetodci, masy lub sily,
podlegaja bledom: mierzage pole mozemy dostosowaé dokladnosé przy-
rzagdu do postulatu, zeby blad nie przekraczal 19/,; mozemy, gdy to jest
potrzebne, zwiekszyé dokladno§é przyrzadu tak, zeby blad zredukowad
ponizej 3°/,, W stosunku do dlugosei jest to przewaznie niemozliwe.
Lewy brzeg Wisly, mierzony z rosnacg precyzja, da diugosei dziesied,
sto, a nawet tysige razy wieksze od dlugosei odczytanej z mapy szkol-
nej. Nazwanie wiekszosci lukéw spotykanych w naturze nieprostowalnymi
jest zgodne z rzeczywistoscia. Twierdzenie to jest sprzeczne z opinig,
ze tuki nieprostowalne sg wymyslem matematykéw i ze tuki naturalne
sg prostowalne: przeciwienstwo jest prawda.

Nasza metoda pozwala opanowaé paradoks w wiekszosei zagadnien
praktyeznych: w tym celu nalezy tylko ograniczyé sumowanie szeregu (3)
do m-tego wyrazu i napisaé ‘

m
(15) diugosé 4 rzedu m = %Z kA
=1

jako definicje ,,dlugodei rzedu mm”. Mozna tez zmodyfikowaé wzér (4)
piszac po lewej stronie dhigosé m-tego rzedu i zastepujge po prawej stro-
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nie funkeje a(, p) przez a™ (9, p), gdzie e = a, gdy a < m, i a™ = m,
gdy a > m. Obliczanie dlugosei rzedu m za pomocy przezroczystej plytki
opisanej w § 6 jest bardzo proste: nalezy liczyé przeciecia kazdej prostej
z Aj jedli ich liczba a; przekracza m, nalezy zastapié a; przez m; prakty-
cznie oznacza to, ze mamy zakonczyé liczenie, gdy osiagniemy m; regula
ta skraca postepowanie opisane w § 6.

Ta wgkazéwka umozliwia nam poréwnywanie dlugosei rzek lub
granic narysowanych z réznymi dokladnogciami: na przyklad gra-
nica Polski z roku 963 jest narysowana tak, ze zadna prosta nie prze-
cina jej w wiecej niz 8 punktach; dlugosé, jakg mozemy odezytaé z takiej
mapy, jest dokladnie dlugoscia rzedu 8, bez wzgledu na to, jakich uzy-
jemy instrumentéw. Dla poréwnania tej dilugosei z dlugosécia obecnej
granicy musimy obliezyé dla obu granic dlugosé rzedu 8, zaniedbujac
w ten sposéb te wszystkie szcezegély nowoczesnej mapy, ktérych by
braklo, gdyby kartograf miat ré6wnie skape wiadomosci o wspdlezesnym
przebiegu granie, jak je ma o ich przebiegu w X wieku ([15], [6]).

Dlugosé wzgledna. 1dea przedstawiona wyzej prowadzi do pord-
wnywania dlugodei lukéw nieprostowalnych. Niech |Al, oznacza dlugodé
rzedu m luku A4; | 4], jest zawsze skoniczone, ale lim |41, = oo, gdy luk A

m—>00

nie jest prostowalny. Moze sie zdarzyé, ze luki A i B sa oba nieprosto-
walne, ale istnieje skoriczona granica
(16) lim A,/ [Bly, = C.

m—00
Mozemy wéwezas napisaé [A]/|B| = ¢, co znaczy, ze A jest ¢ razy diuz-
sze niz B. Pomysl przezroczystej plytki z réwnoleglymi prostymi umo-
zliwia liczenie ¢ z dowolna dokladnoscia w takich przypadkach jak
poréwnanie dlugodci obu brzegéw Wisty.

8. Odleglosé. Niech 4 i B beda dwoma lukami (lub krzywymi Jor-
dana). Oznaczmy przez b(#, p) funkeje odpowiadajaca B tak, jak funkcja
a(®, p) odpowiada 4 w tekécie § 2. Przyjmijmy

(17) (4, B) =4 [ [la(#, p)—b(#, p)ldddp
S

jako definicje odleglosci (4, B) lukéw A, B. Jedli oba luki sg prostowalne,
(4, B) jest skoniezone. W tym przypadku mamy (4, B) = (B, 4). Jest
oczywiscie (4, A) = 0. Nierdwnogé tréjkatowa (4, B)+(B,C) = (4, 0)
dla tukéw prostowalnych oczywiscie zachodzi. Gdy A jest ustalone, a B
odsuwamy ruchem sztywnym do nieskoriezonosci, odleglo$é (4, B) lu-
kéw prostowalnych 4, B staje sie réwna sumie ich dlugodei. Aby zde-
finiowane tu pojecie odleglosci mialo wladeiwy sens, musimy sie odwolaé



74 H. Steinhaus

do twierdzenia orzekajacego, ze (A, B) = 0 pociaga za sobg identycznosé
A i B. Uproszezona wersja tego twierdzenia jest taka: Jesli A i B sa lu-
kami (lub krzywymi Jordana), A (L) jest liczbg przecie¢ A z L, a B(L)
liczba przecie¢ B z L, wtedy identyczno§é funkeji A(L) = B(L) dla L
przebicgajacyeh 7 implikuje identyczno$é A = B. To twierdzenie udo-
wodnil H. Fast; swoj wynik przedstawil Oddzialowi Wroctawskiemu
PTM dnia 30 pazdziernika 1953.

Zdefiniowana wyzej odleglodé streszcza w jednej liczbie wszystkie
réznice miedzy dwoma tukami. Mozna ja obliczaé¢ za pomocy przezro-
czystej plytki opisanej w § 6; trzeba tylko liczyé przeciecia wzdluz L,
z tukami A i B: jedli liczbami przecieé¢ sg odpowiednio liczby e, i b;, two-
rzymy sume s, = '|a;—b,| i analogiczne sumy s, a w koicu stosujemy

wzér (14). Postepowanie to pozwala odpowiedzie¢ na takie pytania
z geografii, jak okreslenie numeryczne zmiany biegu rzeki.

Odleglo$é (A, B) ma wymiar dilugoseci. Aby uezynié zen liczbe nie-
mianowang, mozemy podzielié (A4, B) przez sume |A|+|B| dlugosei
hikéw 4 i B. W ten sposéb uzyskujemy wskaznik zmieniajgey sie od
0 do 1; warto§é 1 jest przyjeta badz wtedy, gdy jeden z lukéw oddala sie
do nieskoriczonosci, badz tez wtedy, gdy jeden z lukow zbiega sie do
punktu.

W zagadnieniach praktycznych moze wyniknaé potrzeba uniknie-
cia paradoksu dlugodci, ktéry dotyczy nie tylko pojecia dlugosei, ale
i odleglodci. Czyni sie to zastepujac liczby a; liczbg m, skoro tylko a;
przekracza m, i modyfikujae b; tak samo. Wynikiem jest odleglosé rze-
du m, ktérg mozna latwo obliczaé za pomocy opisanej wyzej przezro-
~ czystej plytki.

Aproksymacja. Jedli F jest dowolng rodzing krzywych, a ¢ dang
krzywg, mozemy wybraé krzywa D, nalezgca do F i minimizujaca odle-
glo§é (C, D) przy D przebiegajacym F. Jesli na przyklad F jest rodzing
wszystkich kél, postepowanie powyzsze prowadzi do najlepszej aproksy-
macji krzywej € za pomocs kola. Minimalna odleglosé (C, D,) lub, lepiej,
liczba 1—(C, D,)/(|C|+1D,|) daje miare ,,0kragloéci” krzywej C; $rodek
kola D, w przypadku jednoznacznego rozwigzania mozna uwazaé za
Srodek krzywej C, a promien kola D, za promien krzywej C.

Nazwijmy krzywe, dla ktérych m jest maksymalng liczba przecied
z prostymi, krzywymi rzedu m. Biorge za F rodzine wszystkich krzywych
rzedu <m mozemy zdefiniowaé najlepszg aproksymacje krzywej ¢ przez
krzywe rzedu <m. To jest préba podejscia do pojecia generalizacji uzy-
wanego w kartografii i innych naukaech praktycznych.

Symetria. Jesli C jest dang krzywg, mozemy zdefiniowaé jej asy-
metrie w stosunku do prostej M jako odleglosé (C, ¢’), gdzie ¢’ oznacza
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odbicie krzywej C w prostej M. Prosta M, ktéra minimizuje asymetrie
(C, C'), mozna nazwadé osiq symetrii krzywej C, réznice 1 — min(C, C")/2|C]
za§ wskainikiem symetric krzywej C. Nie bedziemy sie rozwodzili nad
dalszymi szezegdélami. Pojecia aproksymacji i symetrii nie sg jeszcze
gotowe do zastosowan i publikujemy je tu, aby daé czytelnikom okazje
do ulepszen. Pojecie symetrii srodkowej mozna potraktowaé podobnie.
To samo dotyczy takze ekscentrycznosei krzywej. Jesli @ jest jakimkol-
wiek punktem, a C(a) uzyskuje sie z krzywej C przez obrét jej dokola @
o kat a, definiujemy ekscentrycznosé krzywej € jako min max(C, C(a)).
Q a

9. Skladowe odleglosei. Niech {B} bedzie zbiorem wszystkich lukéw
przystajacych do B, a B, niech bedzie wyznaczone z warunku

(18) (4, By) = min(4, B) = ¢.
Be{B}

Przyjmijmy

(19) (4,B) = (4, By)+d = c+d;

d jest skladnikiem odleglodci (A4, B) spowodowanym przez przesuniecie
By—>B, a ¢ = (4, B,) jest miarg koniecznej zmiany ksztaltu do zmiany
A w B. Zmiana ksztaltu jest nowym rodzajem odleglosci — oznaczmy
ja przez ((4, B)). (4, B)) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A przystaje
do B; ((4,B)) = ((B, 4)). Aby udowodnié nieréwnosé tréjkatows dla
zmiany ksztaltu, napiszmy

(4, B)) = (4, By), ((B,0C)) = (B,0,).

Polgczmy sztywno B z C, i przesunmy je razem tak, zeby B pokrylo sie
z By; O, przejdzie wtedy w C, i uzyskamy
(20) ((4, B))+((B, 0)) = (4, B)+(B, Cy) = (4, Bo)+(B,, 1) > (4, Cy).
Ale ((4,0)) jest réwne minimum odleglosei (4, X) wizgledem wszyst-
kich X przystajacyeh do C; €, przystaje do C,, C, przystaje do C,
a wiece (4, C;) = ((4, 0)); poréwnujge to z (20), otrzymujemy
(4, B)+((B, C)) > ((4,0), cnd

Mozemy rozbié przesuniecie na dwie skladowe, przesuniecie ré6wno
legle i obyét. Niech {B}’ bedzie zbiorem wszystkich tukéw otrzymywa-
nych z B przez przesuniecia réwnolegle i niech B, bedzie wyznaczone
z warunku

(21) (4, By) = min (4, B) = m;
Be{B}

jest oczywideie m > ¢, a wiee z wzoru (19) mamy
(4, B) = (4, B)+d" = m+d,
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gdzie d’ < d. A wiec mozemy napisac
(22) , d=d +r,

i nazwaé d' translacyjnym, a r rotecyjnym skladnikiem przesuniecia d.
Jesdli chodzi o zmiane ksztaltu, to mozemy ja rozbié na skladnik spowo-
dowany przez rozciggnigcie—skurczenie i czyste skrzywienie. Nie be-
dziemy tu wchodzili w szczegdlowe studium tego zagadnienia.

10. Zbiezno§é. Niech {C,} bedzie ciggiem Ilukéw prostowalnych.
Zastuguja na uwage nastepujace rodzaje zbieznosei:
1° limeard (0, = C,,, co oznacza, ze dla prawie wszystkich. prostych L
n—>00

lieczba kardynalna zbioru LC, zmierza do liczby kardynalnej zbioru LC;

2° limcard(, istnieje, co oznacza, ze dla prawie wszystkich pro-
n— 00

stych L liczba kardynalna zbioru LC, zmierza do granicy;

3° lim C, = C,, co oznacza, ze lim(C,, C ) = 0;

n—>00 n—>00
4° lim C,, istnieje, co oznacza, ze lim (C,, C,) = 0.
N—>00 . ’m,n—»oo

Jest oczywiste, ze 1° implikuje 2° i ze 3° implikuje 4°. Nie wiemy,
czy 2° implikuje 1° i czy 4° implikuje 3°; gdyby tak bylo, pozostaloby
jeszeze otwarte pytanie, czy 1°, 2°, 3° i 4° s réwnowazne. Jest oczywi-
ste, ze 3° implikuje
(23) lim (dlugoséC,) = diugoséC,,

n-— o0

ale nie wiemy, czy 1° implikuje (23). Mogliby$my zdefiniowaé inne rodzaje
zbieznosei oparte na zbieznogei zbioréw LCO, do zbioréw granicznych,
co znaczyloby, ze dla duzych n kazdy punkt zbioru LC, mialby malg
odleglo$é od zbioru granicznego. Tym sposobem moglibysmy uzyskaé
dalszych szedé rodzajow zbieznogei 5°-10°, ale nie udato si¢ nam ustalié
zadnyeh implikacji miedzy zbieznodciami 1°-4° a jakgkolwiek ze zbiez-
nosei 5°-10° (). :

Pozostalo jeszcze wiele zagadnied godnych uwagi. Na przyklad:
zastepujge w calce (9) funkeje a(P) przez a*(P) moglibysmy ﬁdeﬁniowaé
»Srednig kwadratowg dlugo§é A” i uzyskaé stad ,,wariancje A”. Mogli-
bysmy tez zastapié |a—b| w (17) przez (@—b)% Ograniczamy sie tu do
tych luZznych uwag i przyznajemy, ze nie udalo sie nam pokonaé trudnosei
napotkanych na drodze do tych i wielu innych zagadnien.

(*) H. Fast ustalil rownowaznosé 3° z (23) plus zbieznosé topologiczna C,—C .
Znalazt on takze prosty przyklad przeciw implikacji 4°—>3°.
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I'. IrafiExXAY3 (Bponmuas)

OJJINHA, ®OPMA 1 TIJOUIAALB
PE3IOME

ABTOp BHBOJUT pasHble ciaefcTBUA u3 Meroja Hpodrona, koTopwiit B 1868 r.
ONpPENeNnT -MePy MHOMECTB, DIeMeHTH KOTOpHX mnpsamble aunun. Mepa HKpodrona
NMpuUMeHeHa K M3MepeHUI0 AJAUHEL B RKaprorpaduu.

Yrol6s ycTpaHHTH mapajokc GesmpemesbHOT0 poCTa AINHLL IPH BOB3PACTAIOIEH
TOYHOCTY HBMepeHHi, aBTOP BBOAUT IOHATME JJAUHHL IPONM3BOJBHOTIO IOpPARKA, OIpe-
nenseTr paccrosHume GopM M JaeT MaTeMaTHYeCKOe TOJKOBAHMe HEKOTOPHIX WHTYHIN-
OHHHX TeOMETPUYECKUX IOHATHMIA.

OkoOHYaHMe CTATHU BBOIUT B Ipo6aeMaTHKY CXORMMOCTH AYT, CIEAYA OCHOBHOI
Hfee aBTOpa, T.e. UPUMEHEHHI0 MHOMECTB, COCTOAIUX U3 NPAMLIX IHHUMK.
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ABTOp He CTABUT CBOEH IEJbI0 pelluTh BCe NOCTaBIeHHbIe Bompoch. Ero Hame-
peHre — [ATh TONYOK 4UTATENI0 K CaMOCTOATENLHOMY pellleHMIo NpodieM u3 obmacTu
yueTOM M NPUKIAJHONW reOMETpHM, BEITEKAIOIUX H3 HPUHATOO B CTarTke MOAXOHRA
K guuHe M PopMe KPUBHIX.

H. SteINHAUS (Wroclaw)
LENGTH, SHAPE AND AREA

SUMMARY

This paper is a translation of a paper under the same title, which has appeared
in Colloquium Mathematicum 3 (1954), p. 1-13.



