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R. SiKORSKI (Warszawa)

O twierdzeniu Vitaliego

W teorii rézniczkowalnosei funkeji o wahaniu skonczonym podsta-
wowg role gra nastepujgce twierdzenie Vitaliego:

Jesle rodzina P przedzialéw domknietych pokrywa w sensie Vitaliego
zbior ograniczony E liczb rzeczywistych (tzn. jesli kaidy punkt vekl za-
wiera si¢ w przedziale PeP o dowolnie matej dlugosci), to istnieje taki ciag
skonhiczony lub przeliczalny przedzialow roztacenych P,eDP, ie zbidr B — ZP
jest miary Lebesgque’a zero.

Celem tej pracy jest wykazanie, ze powyzsze twierdzenie Jest praw-
dziwe nie tylko dla miary Lebesgue’a, lecz takze dla dowolnej miary
(tzn. przeliczalnie addytywnej, nieujemnej funkeji zbiorn) p spelniajacej
nastepujgce warunki: .

(1) wu jest okreslona w przeliczalnie addytywnym ciele M zbiordw liczb
reeczywistych, zawierajgcym wszystkie zbiory borelowskie;

(2) =2bidr AeM wiedy i tylko wiedy, gdy isiniejq takie zbiory borelowskie

Ay i Ay, b6 A\CA, A—A,CA,, u(d,) = 0;

(8) u(d) < oo dla kazdego zbioru ograniczonego AeM.
W dalszym ciggu u oznacza miare spelniajacg warunki (1)-(3).
Z warunku (2) wynika, Ze miara u jest zupema, tzn.

(4) jesli AC A, eM 4 u(d;)) =0, to AeM.

Z (2) i (3) wynika, Ze
(5) dla kaédego zbioru A,e M _istmieje taki zbidr (G,) A, 2e A, CA

i p(d) = p(dy).

Niech dla dowolnego zbioru Z liczb rzeczywistych

ne(2) = int u(4).
N ZcAeM

Yatwo sprawdzié, ze u, jest miarg zewnetrzng w sensie Carathéodory’ego,
to znaczy (por. [2], str. 74)
(6) w1 (0) =0,

(1) jesli ZC21Z”7 to ue(Z) < Zﬂe(zn)
n=

n=1
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7 definicji u, wynika wprost, ze
(8) me(A) = u(A) dla AeM; jesli p(Z) =0, to ZeM i u(Z) = 0;
(9) jesli A, Ay, = 0 i A,, Aye M, to dla dowolnego zbioru 7 jest
1ol Z( Ay +Ao) = pe(ZAL) + 1, (A).
7 wlasnogei (5) 1 (2) wynika, ze

(10)  Dla dowolnego zbiorw Z istnieje taki zbior (G,) A, 2¢ ZCA
i pe(Z) = u(4).
TWIERDZENIE 1. Jesli rodzina P przedziatow domknigtych pokrywa
w sensie Vitaliego 2bidor ograniczony E liczb rzeczywistych, to istnieje taki
ciqg preeliczalny lub skotczony PneP przedziatéw, e u(E— D P,) = 0.
n

Dowé6d twierdzenia I jest modyfikacja znanego dowodu Banacha
twierdzenia Vitaliego dla miary Lebesgue’a (por. [1], str. 130-136 oraz [3],
str. 45-46) i opiera si¢ na nastepujacej uwadze:

(11) Z kazdego pokrycia & dowolnego zbioru Z liczb rzeczywistych prze-
dzialami domknietymi moéna wyjaé pokrycie co najwyzej przeliczalne.
Niech ;
4=DP i A,=) int(P),
Peh Pe&

gdzie int(X) oznacza wnetrze zbioru X. Na mocy twiedzenia Lindelofa
0

istnieje taki ciag przeliczalny P,eR, ze 4, = Y int(P,).

n=1

Aby udowodnié (11), wystarczy pokazaé, Ze zbior D = A —A, jest
co najwyzej przeliczalny. Istotnie, kazdy punkt tego zbioru nalezy do
pewnego przedzialu PeR. Dolgezajge te przedzialy do eciggu {P,} otrzy-
mujemy co najwyzej przeliczalne pokrycie zbioru A, a tym samym
zbioru Z.

Niech D~ (D%) bedzie zbiorem takich welD), ze istnieje przedziat
P; e (P}ef), ktorego prawym (lewym) konecem jest punkt x. Oczy-
wiscie D = D~ 4-D*. Jedli x #y, to int(Pg)-int(P;) = 0. Poniewaz
kazda klasa przedzialéw otwartych rozlgcznych jest co najwyzej przeli-
czalna, wiec zbiér D~ jest co najwyzej przeliczalny. Analogicznie wnio-
skujemy, ze zbiér DT, a wigee tym samym i zbiér D, jest co najwyzej
przeliczalny. )

Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenia 1. Wystarezy rozpatrzyé
przypadek, gdy zbiér F i wszystkie przedziaty Pe P zawierajg sie w prze-
dziale otwartym @ = (a, #) (gdyby bowiem tak nie bylo, wystarczyloby
rozwazaé zamiast P rodzine tych przedzialéw Pe P, ktére zawierajy sie
w przedziale @).
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Cigg P,e¢P definiujemy przez indukeje. Niech 7, oznacza kres gérny
liczb u(P), gdzie PeP i P(P,+Py+...+ P,_,) = 0, i niech P,eP bedzie
takim przedzialem, ze
(12) p(Pa) > 470,  Pu(Py+Pyt... 4P, y) = 0.

Oczywiscie w przypadku n = 1 warunek rozlgcznosci pomijamy
w powyzszej definieji.

Jedli indukcja urywa sie na pewnej liczbie naturalnej m, to albo
ECP,4P,+...4P, (wige twierdzenie jest prawdziwe), albo 7,,.; =0,
tzn. kazdy punkt zeE— (P,+P,+...+Py,) nalezy do przedziatu P,eP
o mierze u(P,) = 0. Na mocy (11) istnieje ciagg co najwyzej przeliczalny
{P,} pokrywajacy zbiér E—(P,+P,+...+P,). Stad

p(B—(Pi+Pyt ... 4+Pp)) <D u(Py) =0,

wiece twiérdzenie jest réwniez prawdziwe. ‘
Wystarczy rozpatrzyé przypadek, gdy indukeja nie urywa sie. Niech

B=E— )P,
n=1
00
Poniewaz 7, < 2u(P,) 1 > n(P,) < pu(Q), wiee
n=1
(13) limr, = 0.
n—>00
Jedli xoe B i ,u((wo)) > 0, to x,e ) P,. Istotnie, w przeciwnym przy-
n=1

padku byloby 7, > u((@,)) > 0 wbrew (13).
Stad wynika, ze funkcje
Pa(®) = pe({®,a)B) dla =z<a,
va(@) = pe(<a,z)B) dla z>a
83 ciggle. Istotnie, niech K bedzie zbiorem takich x, ze ‘u((ac)) > 0. Funkeja
y(w) =p(le,ed)—K) da z<a
jest ciagla. Jedli @, < @, < @, to (por. (9))

0 < @al®1) —@a(3) = pe ({21, 5?2>B) < p({&yy @) —K) = p (@) —y(22),

co dowodzi cigglodei @,. Podobnie dowodzi si¢ ciaglosci y,.
Oczywiicie jest

@pq(x) = const  dla ,

B,

€T
&

VoA

ye(z) = const  dla

Pa(@) = ya(a) = 0.
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Niech bedzie P, = {ay, b,). Jesli ¢, (a) < 2u(P,), niech ¢, = —oo.
Jesli g, (a) > 2u(P,), niech ¢, bedzie taky liczbg rzeczywista, ze

‘Pa,.(an) = e({Cpy W) B) = 2u(Py).

Podobnie, jesli y, (8) <2p(P,), niech d, = +oco. Jezeli zas
v, (B) > 2u(Py), niech d, bedzie takg liczby, ze

Yo (dn) = pe({bpy dn) B) = 20 (Py,).

Przedzial P, = {¢,, d,> (skoriczony lub nieskoriczony) ma wigc na-
stepujace wiasnosdei:
(14) ;“'e(P;B) < Su(Py).
(18) Jeslie Py = {¢,d> fjest preedziatem domknigtym skorczonym oraz

Po—Py #0 i PyPy #0, to u(Py) = 2u(Py).

Aby udowodnié¢ (15), wystarczy vrozpatrzyé dwa przypadki:
—00 L €< Oy, Oy < d oraz ¢ < by, d, < d < o0

W pierwszym przypadku jest

#(Po) = pte({lns tn) B) = 2uu(Py),
w drugim zas$

w(Po) = pre(<bn, dny B) = 2u(Py).
Poniewaz (por. (14))

o0 oo

D 1e(PaB) <5 ) u(Py) < 5p(Q) < oo,
n=1 n=1
wiec istnieje taka liczba naturalna N, ze

[e o]

D 1e(PRB) < pe(B).
n=N-+41

Stad, przyjmujae C = B— 2 P, B, otrzymujemy nieréwnosé
Nn=N+1

(16) 1e(C) > 0.

Istnieje wiec takie w,eC, ze wu,(PC)> 0 dla kazdego przedziatu P
zawierajacego x,. Istotnie, gdyby dla kazdego xe¢C istnial taki przedzial
P,, ze weP, i p,(P,0)= 0, to stosujac (11) mozna by wyjaé z rodziny
{Pa)oco ciag przeliczalny {P,} pokrywajacy zbiér €. Byloby wiec

1e(0) <" X pe(Pr,€) = 0,
Ne=l
wbrew nieréwnogei (16).
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Poniewaz axynoneP,+4P,+4 ...4Py, wiec istnieje taki przedzial
PyeD, e xgePy i Py(P;+Py+...+Py) = 0. Jest u,(P,C)> 0; musi
wiee byé P,P, # 0 dla pewnego n > N. Istotnie, gdyby tak nie bylo,
mieliby$my

o 2 w(Po) = ue(PoC) >0 dla n>N,

wbrew rédwnosei (13).
Niech 7, bedzie taka najmniejszg liczba naturalng, ze PP, # 0.
Poniewaz Po(Py+Py+...+Py _,) = 0, wige

/’L(Pl)) < r'no-

Z drugiej strony, x,ePy—P, i P,P, # 0, na mocy zatem wla-
snofei (15) i (12) mamy '

/‘(Po) = ZM(PnO) > Tags

co daje sprzecznos¢: 7, < 7, . Twierdzenie I jest wiec udowodnione.

TwIERDZENIE II. Jesli rodzina P przedziatow domknigtych pokrywa
w sensie Vitaliego zbidr ograniczony E, to dla kasdego n > 0 istnieje taki
ciqg skonczony przedzialéw roztacznych Py, Py, ..., P,eDP, ze

V4 D
Z/L(Pn)_n <:u'e('E) g/"e(EZPn)"%“??

Twierdzenie 11 moze byé wyprowadzone z twierdzenia 1 w ten sam
sposéb, jak w przypadku miary Lebesgue’a (por. [3], str.46-47) ko-
rzystajac z wiasnosei (10).

Niech ¢ bedzie dowolng funkejg okredlong na linii prostej (lub w jakimsg
przedziale otwartym). Liczba y, nazywa sie pochodng funkeji ¢ w punk-
cie x, wzgledem miary u, jesli dla kazdego & > 0 istnieje takie & > 0,
ze dla kazdego przedzialu P = (a, b)> warunki 0 < b—a < §, a < 2y < b
implikuja nieréwnosé ‘

((5) —@ (@) ju(P)—y,| < &.

TwierDzENIE I1I. Niech ¢ bedzie funkcjq o wahaniu skonczonym,
ciagla w kaidym punkcie x,, w kiérym ,u((wo)) > 0. Pochodna funkcji ¢
wzgledem miary p istnieje prawie wszedzie w (tzn. 2bior tych punktow,
w ktorych pochodna nie istnieje, ma miare u zero).

Twierdzenie III mozna wyprowadzié z twierdzenia II dokladnie
w ten sam sposéb, jak twierdzenie Lebesgue’a o rézniczkowaniu funkeji
o wahaniu skoleczonym z twierdzenia II sformulowanego dla miary
Lebesgue’a (por. [3], str. 69-72).
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

P. Cukorckn# (Bapmasa)
O TEOPEME BUTAJIU
PESIOME

OcHOBHAA TeOopeMa CTaThbM IIACHUT, YTO TeopeMa BuTanud o MOKPHITHMAX MHTEp-
BaJIAMM NpPHMeHuMa (B OJHOMEPHOM CJIyZae) K HPOM3BOJBLHON JOKAJILHO-KOHEYHOM
Gopenesoit mepe.

R. Sixorski (Warszawa)
OF THE VITALI THEOREM

SUMMARY

The main result of the paper is that the Vitali theorem on covering by
intervals is true (in the one-dimensional case) for each locally finite Borel measure.



