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A. PerCozZYNSKI (Warszawa)

Uwagi o miarach wektorowych

A. Lapunow [1] udowodnil nastepujace

TWIERDZENIE (L), Jesli X jest dowolnym niepustym zbiorem, K
a-ciatem podzbiordw X, @ vy,v4,...,v, miarami bezatomowymsi okreslo-
nymi na ‘K, to zbior

Z(v1yVayoney V) = E ( Z’p = {VI(A))'V2(A)9 --~7”n(A)})(l)

peRn AeR

jest wypukly © domknigty.

Przypominam, ze przez miare rozumiem nieujemns, przeliczalnie
addytywna funkcje zbioru przybierajaca warto$é 0 na zbiorze pustym.
Miara nazywa sie bezatomowa, jesli spelnia warunek

3 (»(4) >0)=> (0 <»(B) < »(4))].

AeRBc4

Ponizej podane przyklady wykazuja, ze w przypadku pozaskonezo-
nych ciggéw miar twierdzenie (L) na ogél nie zachodzi.

Dokladniej: niech T bedzie abstrakcyjnym zbiorem wskaznikéw;
oznaczam przez RT przestrzen liniows wszystkich funkeji rzeczywi-
stych okres§lonych na T'; niech dalej », (v przebiega zbidr T') bedzie cia-
giem pozaskonczonym miar bezatomowych, okre§lonych na o¢-ciele
‘R podzbioré6w X; wprowadzam oznaczenie

Z(v) = E (2 p = {»(4)}).

peRT 4eR
Pokaze, ze:
a. zbiér Z({»,}) nie musi byé wypukly,
b. zbiér Z({»,}) rozpatrywany jako podzbior jakiej$ przestrzeni
Banacha moze nie byé domkniety.
PrzYKEAD 1. Niech X = (0, 1); jako ‘¥ przyjme cialo Wszystkmh
podzbioréw odcinka {0, 1) mierzalnych w sensie Lebesgue’a.

(3) Symbolem R, oznaczam przestrzen kartezjanska mn-wymiarowa.



70 A. Pelczynski

Ustawmy liczby wymierne odcinka <0,1)> w cigg nieskonczony
{w;}. Miary » (¢ =1,2,...) okre§lam réwnoscig

. 1
(1) vi(d) = |4 - Cw;, 1))

1——0)1;

(gdzie |C] oznacza warto§¢ miary Lebesgue’a dla zbioru C).

Zviér Z({»;}) nie jest wypukly. W przeciwnym bowiem razie wraz
z elementami {»;(A4)} = {0, 0, ...} (symbolem A oznaczam zbiér pusty),
{9,(<0,1>)} = {1,1,...} zbiéor Z({»]}) powinienby réwniez zawieraé
element {1, %, ...}

Przypusémy, ze {v(B)} = {3}, 4%,...}. Jesli wiec w; i w; (w; < w;)
s3 dowolnymi liczbami wymiernymi, to wobec (1) mamy

o

1 1
vi(B) = 1w |B-{wsy 1) ] = o "’:i(B)k: 1—w
¢ i

1
|B-{wyy 1] = o

stad
| B Cwyy wip| = |B-wyy 15| — |B<wyy 15| = §(w;— wy)

i ostatecznie
| B« {wiy wip| [ (w;—w;) = §.

7 tej ostatniej relacji wynika, ze zbiér B ma w kazdym punkeie odcinka
<0,1> gesto§é %, co jak wiadomo jest niemozliwe(?).

Uwaga. Poniewaz |v;(4)] <1 dlad=1,2,...1 dla kazdego A X,
wige przyjmujac '

mozemy zbiér Z({v;}) traktowaé jako podzbiér przestrzeni Hilberta I.
Poniewaz zbiér Z({»;}) nie byl wypukly, wiec tez zbiér Z({»;}) nie bedzie
wypukly. Latwo tez pokazaé, ze zbiér Z ({vf}’) nie jest domkniety, gdyz
na mocy twierdzenia (L) dla pewnych [&),| <1/(j+1) (j =1,2,...)
punkt
11 1 1 . .
P = _2—{7’ PR &, &, --'}EZ({”:}%

a punkt limp; = 3{1,}, ...Jnone Z({»}).

1—00

(?) Jak zauwazyl 8. Gladysz, mozna w podobny sposéb (korzystajac z twier-
dzenia o gestofei) udowodnié, ze jesli zbior Z({»}) zawiera skonczony uktad wekto-
réw, to nie zawiera zadnego punktu sympleksu rozpietego na tych wektorach réznego
od wierzcholtkéw.
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PRZYKEAD 2. Niech X bedzie dowolnym zbiorem nieskonezonym,
‘R — jakim§ o-ciatem podzbioréw X, » — dowolng miarg bezatomowsg
okre§long na ‘¥, unormowang, tzn. ze »(X) = 1. Niech
T= F ()= 3).
AeR
Zauwazmy, ze jezeli AeT, to tez X—AeT. Kazdemu zbiorowi AeT
przyporzadkuje miare bezatomows v, W nastepujacy sposob:

v, (0) = 29(CA)  (CcR).

Zbiér Z({v4}) nie jest wypukly. W przeciwnym bowiem razie zbiér
Z({v4})) wraz z elementami {v4(X)} oraz {v,(A)} musialby zawieraé
element 3({v4(X)}+{r4(4)}); musiatby wiec istnieé taki zbiér B, BeR,
ze dla kazdego AT v,(B) = . To jednak jest niemozliwe. Mamy bowiem
dla jakiego§ AeT .

v(B) = » (B(A+(X—A))) = »(BA) ++(B(X—4)) =

= 3 (ra(B)+rx_4(B)) = .

Wige BeT, przeto i X —BeT. Musi wiee byé vx_g(B) = £, co jest oczy-
widcie niemozliwe.

Praca cytowana

[1] A. A.JlanyuoB, O enoane addumushwz eeckmopnuix ¢ ynryuaz, Uss. A H
CCCP 4 (1940), str. 34-71.

A. IEJYUHCKUN (Bapmapa)
. 3AMEYAHHISA O BEKTOPHBIX MEPAX
PE3BIOME

A. JlanyHnoB AoOKazal CIEAYOHYI0 Teopemy :
Ecau X nenycmoe muoorcecmeo, ‘R — o-aazebpa nodmuooncecms X, vy, vy, «ovs ¥p—

o-mepbl, onpedeaéunsie Ha R, Mo MHOHCECMEO MOUEE N -MePHOZO 0eKapmosa npocmpat-
cmea By

ZWwysvyseesmy) = [ ( Z (p = {r,(4),v5(4), ...,vn(A)}))
PeRy 4¢R
SHIRYKA0 U 3AMEHYMO.

B aroit paGore maHH IpuUMepHl, IOKAa3HBalOmMe, YTO TeopemMa JiAmynoBa He-
BepHA, €CIM KOHEYHEIE MOCHAENOBATEIbHOCTH Mep B3aMEHUTH O0ECHKOHEYHBIMH.
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A. PErczyNskr (Warszawa)
REMARKS ON THE VECTOR MEASURES

SUMMARY

Lapunoff has proved the following theorem:

If X denotes a non-empty set, ‘R a o-additive class of the subsets of X, v1,va, ..., vn
non-atomic a-measures defined on R, then the set of points of the n-dimensional Carte-
sian space Iy

Zri,vas o) = [ (1Y) (0= {n(4), 1(4), ..., m(4)}))

PeRy 4R

4s convex and closed.
The examples given in this note show that Lapunoff’s theorem is not true if
we replace the finite sequence of measures by an infinite one.



