Series I: COMMENTATIONES MATHEMATICAE XIV (1970)

ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria 1I: PRACE MATEMATYCZNE XIV (1970)

ANNALES SOCIETATIS MATHEMATICAE POLONAE ~
’ f('m ptm
1955

Z¥GMUNT BUTLEWSKI (Poznan)

Théorémes de comparaison pour un systeme d’équations
aux difiérences finies

Introduction. Dans cet article nous considérons un systéme d’équa-
tions aux différences finies

Ay = hA(x)z,
Az = hB(2)y,

ol les fonctions 4 (x) et B(x) sont continues dans l’intervalle J et & est
une constante positive. .

Nous appelons une solution y(x),2(r) du systéme (0.1) oscillanie
dans Yintervalle (z,, co), si les deux fonections y(x) et 2(x) changent de
signe 4 et — une infinité de fois dans Pintervalle (z,, o).

Dans le § 1 nous trouvons des conditions suffisantes pour que toute
solution ¥ (), z(x) du systéme (0.1) soit oscillante. Ces conditions sont
les suivantes: 0 < A, < A(x), B(x) < B; < 0 (44, By = const), xe(x,, o).
Dans ce cas les zéros des fonctions y (2) et 2(x) se séparent alternativement.

Ensuite (§ 2), nous considérons les deux systémes d’équations liné-
aires aux différences finies

A =
02) v =h@sa),
Adz(x) = hB(2)y(7),

(0.1)

Au(x) = ha(x)v(x)
(0.3) " h>o0,
dv(x) = hb(z)u(x),
oul les coefficients A (x), B(x), a(x) et b(x) sont des fonctions continues
dans Vintervalle J.
Soient remplies les inégalités

(H) 0<a@)<A(®), B@)<b@)<O
dans le sous-intervalle (o, ) de J. Nous avons obtenu les résultats sui-

vants (théorémes de comparaison): Si les hypothéses (H) et les conditions
initiales ¥(8) = u(8), 2(f) = v(B) = 0 sont satisfaites, y(x) > 0 dans
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Pintervalle xe(a, f) et de plus si A4A(x) <0, da(z) > 0 pour zed, on
nh < f—a<<(n+1)h, nous avons les inégalités

w(f—ih)=y(f—ih) (1 =1,2,...,0).

Au contraire, si les inégalités (H), y(x) > 0 et les conditions initiales
y(a) = u(a), z(a) <v(a) < 0 sont satisfaites, de plus si AA(x) >0,
da(z) < 0 pour xe(a, f), ol nh < f— a < (v 1)k, nous avons les inégalités

ul{atih) = ylat+ih) (i =1,2,...,n).

Biernacki [1] a considéré I’équation aux différences finies
(0.4) 4%y (@) + 12 A @)y (@) =0,
ou A(x) est une fonction continue et positive dans I’intervalle .

Nos résultats sont des généralisations de certains théoréms de
M. Biernacki. La méthode que nous appliquons pour démontrer nos
théoréemes I, III et IV, ne différe pas de celle employée par cet auteur
dans Darticle cité sous [1].

On obtient un trés simple théoréme de comparaison dans le cas de
Péquation aux différences finies [2] (pp. 245-246)

(0.5) » A2y (@)+ A+ 1)y(@+1) =0,
o A(r-+1) > 0 dans lintervalle J.
§ 1. Considérons le systéme d’équations aux différences finies (0.1).
Nous démontrerons un théoréme d’oscillation pour ce systéme, & savoir le
THEOREME I. 87 les inégalités
H) 0< A, < A(x), B@<B; <0 (4,,B; = const)
sont satisfaites pour xe(xy, oo), toute solution y(x),z(x) du systéme (0.1)
est oscillante dans Vintervalle {x,, oo).

Démonstration. Supposons que la fonction y(x) soit positive
pour z, <z, <« et que Von ait Ay(x,) = y(x,+h)—y(z,) < 0. D’aprés
(0.1) on aurait kA (x,)z(z,) = dy(x,) <0 et, par conséquent, z(z,) < 0.
Dans ce cas nous avons aussi

(1.1) Az(x) = hB(x)y(2) < 0
pour x> x,, done z{z;+nh)<<0 (n =1,2,3,...).
Selon (0.1) il vient alors
(1.2) Ay (w4 nh) = RA (2,4 nh)z(z+nh) <0 (n=1,2,...).

Nous posons dans (1.2) successivement » =0,1,2,3,...,N et
faisons la somme des égalités obtenues. Il résulte donc que la relation

suivante est remplie:
N+1

(13)  ylao--(FN+DE]—y(@) =h Y Ale,+(n—1)k]e[z,+ (n—1)A].
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D’aprés (1.1) et en vertu de ’hypothése 0 < A, << A{x) nous obtenons
T’inégalité
(14) ylo+H(N+LHh]—y(@) <hNA2@+h) (N =2,3,..).

De l'inégalité (1.4) on voit immédiatement que y[x;,+(N-+1)h] < 0
gi N est suffisamment grand. Nous aboutissons donc & une contradiction.

Supposons maintenant qu’il existe un =, (n, =1,2,3,...) tel que
Ay(x,+n,h) < 0. Dans ce cas la démonstration est toute pareille & celle
qui a été donnée plus haut.

Il suffit done de considérer le cas suivant

(1.5) Ay (z,+nh) >0 (n=0,1,2,...).
D’aprés (0.1) et (1.5) nous avons
A(2,+nh)z(x,+ nh) > 0 (n=0,1,2,...)
et, par conséquent,
el +nh) >0 (n=0,1,2,...).
En tenant compte de (0.1) et de Dinégalité B(z) < B; << 0 on obtient
(1.6) Az(@y+nh) = hB(@,+nh)y (2, 4-nh) <0 (0 =0,1,2,...).

La suite {z(x,+nh)} est donc positive et décroissante, et par con-
séquent, tend vers une limite finie. Alors il vient

(1.7) limz(x,+nh) =2,>0.

En vertu de (1.5) et d’aprés 'inégalité B(z) < B; << 0 on a
(1.8) B(xy+nh)y(z,+nh) < By(x,) < 0.

Selon (1.6) et (1.8) nous obtenons
1.9) lim Az (%, +nh) < hBy(x,) < 0.

Nn—»00

Les inégalités (1.7) et (1.9) sont contradictoires. Il s’ensuit done
que la fonction y(x) posséde une infinité de zéros pour les grandes
valeurs de z.

Un raisonnement analogue conduit a la conelusion que la fonction
2(x) posséde une infinité de zéros pour les grandes valeurs de x. La solution
y(x), 2(x) est donc oscillante. La théoréme I est ainsi démontré.

Dans la suite nous considérons le systéme (0.1)

Ay(x) = hA(x)z(x), Adz{z) =hB(x)y(z) (h>0)

9 — Prace matematyczne XIV
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et supposons que la solution y(z), 2{(x) de ce systeme est oscillante pour

Ty < . DESIgnons par @y, Ty, ooy Ly ooe (B < Lo < ... < &, < ...) 66 &, &,
ey &y s (S < << g, < 0L)) les zéros conséeutifs plus grands
que x, des fonctions y(x) et z(x) respectivement. Soit

(1.10) Tpy1— Ty > by, & —&,>h (n=1,2,3,..).

Nous allons maintenant démontrer le

TREOREME II. 8¢ on a A(x) > 0, B(z) < 0 pour xelz,, co) et si les
inégalités (1.10) sont satisfaites, les zéros des fonctions y(x) et z(x) se
séparent alternativement et, de plus, nous avons les inégalités x, << &, << @y,
(n =1,2,3,...) dans Vintervalle {x,, co).

Démonstration. On peut supposer qu’on a

y(®) > 0 pour @, < & < &y,
Y(@,) = Y(@py1) = Y(@yyp) =0
y(x) <0 pour &, <@ < &y.
D’aprés (0.1) et (1.10) il vient
Ay(w,) = y(@,+h) = hA(2,)2(w,) > 0
et par suite 2z(z,) > 0. D’autre part, nous avons

Ay (@, y) = Y(Tpr1+h) = hA (@p 1)o@, 4) < 0,

or z(z,,.,) < 0. La fonction z(r) est continue, il existe donc un point
=&, (,< &, <w,,,) tel que 2(&,) =0.

On déduit de PIéquation Az(x) = hB(x)y(x) que Az(z) << 0 pour
z, < ¥ < x,., et, par conséquent, que la fonction z(z) posséde un zéro,
et un seul, dans lintervalle (x,, #,,;). Un raisonnement analogue conduit
2 la conclusion que la fonction y(z) posséde un zéro, et un seul, dans
Pintervalle (£,, £,,,). Le théoréme II est donc démontré.

§ 2. Nous considérons les deux systémes d’équations aux différences
finies
Ay(x) = hA(x)2(2)

2.1 h >0);
(21) Az(x) = hB(x)y(x) (5 =0)

et

Au(x) = ha(x)v(x)
(2.2) (h > 0);
Av(x) = hb(z)u(x)
ou les coefficients A(x), B(x), a(x), b(x) sont des fonctions continues dans
un intervalle J. ‘
Nous allons démontrer une formule fondamentale pour la démon-
stration des théorémes de comparaison IIT et IV.
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Nous avons le

LeMME. 87 ¥, 2 ¢f u,v sont des solutions duw systéme (2.1) et (2.2)
respectivement, définies dans Vintervalle J, nous avons la formule suivante

(F) B iA(udy—ydu) = b [(w+ Au)(z+ 42) A4 —
—(v4 Av)(y+ Ay) Aa]4- (AB— ab)y (u+ Au)— ab(udy—yAu)

dans J. ,
Démonstration. En effet, on obtient la formule générale

(2.3) h'A(dy—yAu) = b (ud?y—yA2u+ A2y Au— A2udy)
= b7 [A%y (u+ Au)— A*uly + Ay)].
. En tenant compte des équations (2.1) et (2.2), il vient

(2.4) A%y = hA(Az) = h(zAA+ Adz+ AA Az)
‘ = h[(z+ dz) AA 4 AAz),
et
(2.5) Ay = hA(az) = h(vAda+ adv+ Aa Av)
= h{(v+ Av) Aa+ aAdv].

En posant (2.4) et (2.5) dans (2.3) on obtient done
(2.6) B AwAy—yAu) = (u-+ Au)(z+ Az) AA —
—(v+ 4v)(y+ 4y) da+ Adz(u+ du)— adv(y + Ay).
Dapres les équations (2.1) et (2.2) on a
(2.7 Adz(u+ Auw)y—adv(y+ Ay) = h[ABy(u+ Au)— abu (y -+ Ay)]
= h[(AB—ab)y(u+ Au)—ab(udy—yAu)].
En substituent (2.7) dans (2.6) on obtient la formule (F) |
Bt Audy—ydu) = b [(ut Aw) (a- 42) AA— (04 Av) (y+ Ay) da]-+
| +(AB—ab)y(u+ Au)fab (udy—yAu).

Le lemme est done démontré.

Daus ce qui suit, nous considérons les deux systémes d’équations
(2.1) et (2.2). En appliquant le lemme démontré ci-dessus nous obtenons
deux théorémes IIT1 et IV, qui permettent de comparer les solutions des
équations données.

THEOREME IIT. Supposons qu'on a 0 < a(x) < A(x), B(r) < b{x) < 0,
AA(2) < 0 et 0 < da(x) dans un intervalle (a, f) contenu dans J. Sotent
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y(@), 2(x), el u(x), v(x) des solutions du systéme (2.1) et (2.2) respectivement,
définies dans (a, f). Soit y(x) > 0 pour a < 2 < B, o nh < f—a < (n+1)h
{n =1,2,3,...). Supposons enfin remplies les conditions initiales

(W) y(B) = u(B), =2(f)=0(f)=0.
Dans ces hypothéses nous avons les inégalités
w(B—1ih) = y(f—ih) (¢ =1,2,3,...,m).
Démonstration. D’aprés les équations (2.1) et (2.2) on a(?)

Y(B) = y(B—h)+h(A2)s_4,

(2.8)

2(B) = 2(f— )+ h{(BY)s_u;
et ’
2.9) u(f) = w(f—h)+h(av)s_,,

v(B) = v(B—h)+ h(bu)s_»;
et, par conséquent,
(y—u)g = (Y—u)g_p+h(Adz—av)y_y,
(2—v)p = (2—v)p_p+ h(By—bu)s_y-
Nous allons d’abord démontrer Pinégalité (y—u)s_, < 0.

(2.10)

Selon Phypothése (W) nous avons (y—u)s = 0. Supposons qu’on
ait (y—u)s_p > 0. De la premiere relation de (2.10) on déduit que

(2.11) (Az—aw)s_p < 0.

D’aprés les inégalités B < 0, 2(8) > 0 et (2.8) on obtient z(f—h)
> 2(8) = 0. L’inégalité v(f—h) <0 conduit &4 une contradiction avec
(2.11). 11 suffit alors de considérer le cas v(f—h) > 0. Selon les hypothéses
du théoréme IIT nous avons B< b < 0 et y > 0 dans I'intervalle (a, 8);
il vient donc

(2.12) (By—bu)s_p, < (by—bu)s_p = [b(y—u)ls_p < 0.

En tenant compte de I’hypothése (W) et (2.12) nous obtenons,
d’aprés (2.10), que (2—v);_; > 0. Or, dans ce cas on a

(2.13) (Az—av)z_p, = (az—av)s_y, = [a(2—0)]p_p > 0.
Les inégalités (2.11) et (2.13) sont contradictoires. Il en résulte que

(2.14) (¥ —u)s_p <O.

(*) Nous posons: ¢, = @(y).
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Supposons qu’il existe un entier £ (2 < k< n) tel que Pon ait
w(—ih)y=y(p—ik)>0 (t=1,2,...,k—1),
u(f—kh) < y(B—kh).

D’aprés linégalité (2.14) et la condition initiale (W) y(B8) = u(f)
nous avons

(2.16) (udy—yAu)s_p = (u—y)gs y(B) = 0.
En tenant compte des inégalités (2.15) on obtient la relation
(217) (wdy—ydu)s_,
=u (B~ kh)y[f— (k—1)h]—y (B—kh)u[f~ (k—1)h] < 0,

(2.15)

et aussi
Az(ﬂ—@:h) = hB(ﬂ—'ih)y(ﬁ—.ih) <0 1,2, ..., k—1);
Av( —1ih) = hb(f—ih)u(f—ih) < 0

d’ott il vient
2(—th) > 2[f—(1—1)h] > 2(8) = 0

(2,18) . = 4y 37 ’ k'-l)
v(f—ih) > v[f—(i—1)h]>v(f) =0

D’aprés (2.16) et (2.17) on voit qu’il existe un entier s (1 <s<k—1)
tel que l'on a
udy—yAu>0 pour x = f—sh,

(2.19) o
wdy—yAu < 0 pour x = f—ih (¢ =s+1,..., k).

En remplacant dans la formule (F) du lemme successivement x par
B—(s+1)k,...,8—Lkh et en faisant la somme des égalités obtenues,
nous obtenons la relation suivante:

(2.20) hI[D(B— sh)— D(B— kh)]

k k
=— D (ab®d),_p g+ D [(AB—ab)y(u+ Au)le_pin -+

t=s+1 i=s+1
k
+ 57 Y [(ut du)(z+ 42) AA— (v+ Av) (y+ Ay) Aale_p_ay
i=8+1
ol nous avons posé D (x) = u(zx) Ay (z)—y(z) Au(x).

Selon (2.19) le premier membre de 1’égalité (2.20) est positif. Cepen-
dant le second membre de I’égalité (2.20) est négatif, parce que:
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1° a(B—1ih) > 0,b(f—ih) < 0, P(f—ih) < O (i =s+1,...,k) et par
conséquent la premiére somme est négative,

2° (AB—ab)= 0,y >0, u+A4u >0 pour & =f—ih (i =s41,...
...y k), et alors la deuxiéme somme est non positive,

3° ut+du>0,24+42>0,44<0,0+-4v>0, y+ 4y > 0,4a>0
pour ¢ = f—ih (¢ =s-+1,..., k), il s’ensuit done que la troisiéme som-
me est aussi non positive.

Cette contradiction montre que ’entier k¥ en question n’existe pas.
Nous avons donc #(f—ih)=y(f—ih) (1 =1,2,...,n).

Le théoréme I11 est ainsi démontré.

Remarque. Supposons maintenant que l’on a

(2.21) By—bu<0 pour & =p—ikh (1 =1,2,...,n).
Dans ce cas nous avons les inégalités
(2.22) v(f—1ih) < z(f—ih) (i =1,2,...,n).
En effet, d’aprés les équations (2.1) et (2.2) nous obtenons la rela-
tion
(2.23) A(z—v) = h(By—bu).
En posant dans (2.23) successivement pour « les valeurs
B—h,3—2h,...,8—kh (1<Ek<n)

et en faisant la somme des équalités obtenues on a

k
(2-24) (2—2)5 = (z—Vp_a+h Y (By—bu)s_g,.
i=1

Selon. Phypotheése (2.21) et d’aprés la condition initiale (W) z(8)
= v(B), on déduit de la relation (2.24) quw'on a (2—v)z_z, = 0 pour toub
EA<k<n).

Les inégalités (2.22) sont done vérifiés.

Dans la suite nous allons démontrer un deuxiéme théoréme de

\

comparaison, & savoir le

THEOREME 1V. Supposons que les inégalités suivantes sont remplies:
O<a(x)<<A(z), B(z) < b(r)<<0,AA(x) = 0, da(x) <0 dans wun inter-
valle (a, f), contenu dans J. Soient y(x), z(x) el u(zx),v(x) des solutions
du systéeme (2.1) et (2.2) respectivement, définies dans (a, f), de plus soit
y(B) = 0,y{x) > 0 pour a<<x<<p. Etant donné un entier posilif n tel
que nh < f—a < (n41)h.

Supposons enfin remplies les conditions initiales:

(W) y(a) = u(a), 2(¢)<v(a) <O.
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Dans ces conditions nous avons les inégalités
y(a-+th) < u(atih) (£ =1,2,...,n).
Démonstration. Nous démontrerons ce théoréme en appliquant
une méthode analogue & celle du théoreme III.
D’aprés les équations (2.1) et (2.2) on a
(y_u)a+h = (y—u)a—}—h(Az——(w)a,
(6—)asn = (2—0)a--h(By—bu),.
En tenant compte de l’inégalité 0 < a(x) < A(x) et en vertu des
conditions initiales (W,), il vient

(2.25)

(?/—“)a+h = h(AZ——a/U)a < O’
c’est-a-dire
yla+h) < u(ath).
En posant @(z) = (udy—ydu),, on & pour © =«

(2.26) @(a) = u(a)y(ath)—y(a)u(ath)
= [y(a+h)—u(a+h)]y(a) <O.
Supposons qu’il existe un entier k¥ (2 <k <n) tel que I'on ait
Yy(atih) < u(at-ih) (4 =1,2,...,k—1),
y(a+kh) > u(a--kh).
D’aprés (2.27) on obtient
(2.28) @la+(k—1)h] v
= y[a-+(k—1)hly(a+t+kh)—yla+ (E—1)h]u(a+kh) > 0.
1l existe donc un entier 8 (1 <8< k—1) tel que l'on a

D(atih) <0 (i =0,1,...,5s—1)

(2.27)

(2.29)
D(a+tsh) > 0.
Remplacons maintenant 2 dans la formule (F) du lemme successi-
vement par les valeurs a,a--h,...,a+(s—1)h; en faisant la somme

des égalités obtenues on obient ’équation suivante:

(2.30) B[P (atsh)— D(a)]

s—1

81
—-— 2_; (am)mﬁ; (AB— ab),_ sy (a-+ih)ula+ (E-+1)h]+
§—1

+h7! 2 [(uz)a+(i+1)h AA(a+th)— ("W ar @i+ 10 Aa(a+1h)].
i=0
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Daprés les inégalités (2.29) on voit que le premier membre de I’équa-
tion (2.30) est positif. Cependant, en vertu des hypothéses du théoréme IV
et de (2.29) on a

8—-1

— D (ab D)oy < 0.
i=0

Selon (2.27) et I’hypothése 0 < a(x) << A(x), B(z) < b{x) <0 on

obtient
s—1

N (AB—ab)y, iy (a+ik)ula(i+1)h] < 0.

i=0
D’apres les équations (2.1) et (2.2) nous avons
Az(a—l—zh) = h’(By)a—H'h <0
Av(a—{'-ih) = h(bu)a+,,'h <0
et en vertu de (W;) on obtient z(a+ih) <0, v(at+h) <0 (2 =0,1,...
...y k). Alors on a '

(1=0,1,2,..., k—1),

8—1
B Y [(UR)as i A4 (@ iR) = (991 1y Ao (a+iR)] < 0,
i=0
car AA(a+th) >0, da(a+th) <0 (¢ =0,1,...,8—1). Il résulte done
que les trois sommes du second membre de la relation (2.30) sont non posi-
tives. Nous aboutissons & une contradietion. L’entier k¥ n’existe donc pas.
Le théoréme IV est ainsi démontré.
Remarque. Si les inégalités (By—bu),, ;<0 (i =0,1,2,...,7%)
sont remplies, nous avons

(2.31) zlat+kh) <v(at+kh) (b=1,2,...,n).
En effet, d’apres les équations (2.1) et (2.2) on obtient
(2.32) A(z—v), = h(By—bu),.

En posant dans (2.32) successivement pour z les valeurs a, ath, ...
ceeyat(k—1)h (2 < k< n) et en faisant la somme des égalités obtenues,

on a la relation suivante
k-1

(2= V)usan = (2=0)ut D, (BYy—bu)y, -
=0

De cette relation on voit immédiatement que (2—9v),,; < 0. L’iné-
galité (2.31) est done démontrée. .
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