
R. Sik o r s k i (Warszawa)

O  operacji ucinania funkcji

Niech X  będzie przestrzenią metryczną, Y  zaś — przestrzenią me­
tryczną ograniczoną. Oznaczmy przez Yx  przestrzeń wszystkich odwzo­
rowań ciągłych przestrzeni X  w przestrzeń Y  ze zwykłą definicją 
odległości Q(f,g) =  m-pQ(f(x),g{x)), ( f , ge Yx ).

XeX
Niech e>0. Mówimy, że dwa odwzorowania f , g eYx  są e-homoto- 

pijne, co zapisujemy symbolicznie f ~ Eg, jeśU istnieje taka funkcja ciągła 
aeYXxI, gdzie I  jest przedziałem że dla każdego x e X

ct(x,0) =  f(x), a(x, l )  =  g(x), sup Q(a(x,t),a{x,r))<e.
t,xel

Niech F  będzie podzbiorem domkniętym przestrzeni X. Dla każdej 
funkcji f e Y x  niech f*=f\F oznacza funkcję /  zredukowaną do zbioru F, 
czyli f e Y F, f*(x)—f(x) dla xeF.

Wzór
Ф (/)= /*  dla f eYx

definiuje ciągłe odwzorowanie Ф przestrzeni Yx  w przestrzeń YF, gdyż 
Q(f ,9*)<Q(fi9)-

T w i e r d z e n i e 1). Jeśli Y  jest zwartym, absolutny m retraktem otoczenio- 
wym2), to odwzorowanie Ф jest wewnętrzne, tzn. dla każdego zbioru otwar­
tego UCYX zbiór Ф{Л) jest otwarty w przestrzeni YF.

*) Twierdzenie to jest pozytywną odpowiedzią na problemat postawiony przez 
K. K u ra to w sk ie g o  na posiedzeniu Grupy Topologii Państwowego Instytutu Ma­
tematycznego w grudniu 1949 r. Podany dowód twierdzenia został przedsta­
wiony na posiedzeniu Grupy Topologii w grudniu 1949 r. Inny dowód podał równo­
cześnie K . B orsu k .

2) Zbiór zwarty Y  jest absolutnym retraktem otoczeniowym, jeśli dla każdej 
przestrzeni metrycznej Y 0 zawierającej Y  istnieje taki zbiór otwarty 7 Э Г 0 i taka 
funkcja r e Y v , że Y c V , r ( y )= y  dla y e Y .

Inna równoważna definicja: Zbiór zwarty Y  jest absolutnym retraktem otocze­
niowym, jeśli dla dowolnego podzbioru domkniętego G dowolnej przestrzeni metrycz­
nej Z  i dla dowolnej funkcji (SeYG istnieje zbiór otwarty H c Z  i funkcja y e Y H będąca 
przedłużeniem funkcji /?. Por. B orsu k , [1], str. 222 oraz K u ra to w sk i [3], str. 269.
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Dowód twierdzenia opiera się na następujących dwu lematach:
Lem at I. Jeśli f e Y x  i JieYF, f*^eb, to istnieje taka funkojat geYx , 

że 1ь=д* oraz f ~ eg.
Lemat I jest nieco ostrzejszym sformułowaniem podstawowego 

twierdzenia Borsuka o rozszerzaniu odwzorowań homotopijnych. Dowód 
lematu I jest taki sam, jak dowód twierdzenia Borsuka3).

Niech ae YFxI spełnia następujące warunki

a(#,0) =  /(#), a(x, l  ) =  h(x), sup §(а(а?,<),а(г»,г))<е
t ,x e l

dla każdego xeF.  Niech /? będzie odwzorowaniem zbioru domkniętego

G = X x ( 0 ) + F x l C X x I  

w przestrzeń Y zdefiniowanym wzorami

/?(а?70) — f(x) * dla xeX,  

j$(x,t)= a(x,t) dla xeF, teI .

Ponieważ Y  jest absolutnym retraktem otoczęniowym2), więc* 
odwzorowanie (i można przedłużyć na pewien zbiór otwarty G, CCGCXxI ,  
Niech y e Y °  oznacza to przedłużenie funkcji (i. Niech H0 będzie takim 
podzbiorem otwartym przestrzeni X,  że FCH0 i H^xICG 3), oraz niech 
E  będzie zbiorem takich xeH 01 że

sup g(y(x,t) ,y(x,r)\<e.
t,xel

Zbiór H jest podzbiorem otwartym przestrzeni X  oraz FCH.  Niech

V(®) =
q{x , X — Д)

q ( x , X ~  H )  -j- q {x , F )
dla Х-6 E ,

w szczególności
p(xj =  0 dla x e X — R,  

p(x) =  1 dla xeF.

Niech a'{x,t) =  y{x,tp(x)) dla xeX,  teł. Oczywiście a'eYXxI oraz 

a' (x,0)~ y ( x ,0 ) =  (i(x,0) — f(x) dla x e X ,

a,( x , l ) = y ( x , l ) — ^(x , l )— a{x , l )—h’{x) dla xeF,

3) Por. Hurewicz i W all man [4], str. 80.
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sup e(a' (x, t ) ,a{x, t) )  =
t,T e I

=  sup Q(y(x,tp{x)),y(x,rp{x)))
=  o, gdy x e X  — H, 
<sup e(y{x, t) ,y{x,r) )<ef gdy хеН,

więc
sup £>(а'(#,<),а'(#,т))<е dla. każdego xeX.
ł,r e l

Funkcja ge Yx
g(x)—a'(x, 1) dla x e X

ma obydwie własności wymienione w tezie lematu I.
Lem at II. Dla każdej liczby e>0 istnieje taka liczba <5>0, że dla 

dowolnych h,keYF nierówność Q{k,h)<d pociąga za sobą k ~ eh.
Można założyć, że przestrzeń Y  jest izometrycznie zanurzona w pew­

nej liniowej przestrzeni Banacha Z 0 (np. w przestrzeni funkcji rzeczy­
wistych, ciągłych, ograniczonych, określonych na Y 4)). Ponieważ T  jest 
zwartym retraktem otoczeniowym2), więc istnieje zbiór otwarty 7 „С Г 0 
oraz funkcja ciągła r e Y v0 o tej własności, że Y C V 0 oraz r{y) =  y dla 
yeY.

ШесЬ V  będzie zbiorem takich y e V 0, że g[y ,r(y))<e/4. Zbiór V jest 
otwarty i Y C 7. Niech <5>0 będzie taką liczbą, że nierówność f>(3/1,y2)< ^  
(УмУге ¥)  pociąga za sobą zawsze, że tyxĄ- (1— t)y%e V dla każdego teł.

Możemy założyć, że <5<e/4.
Niech h,keYF i g{k,h)<d . Niech

a{x,t) — r[th{x)Ą-{l  — t)k(x)) dla xeF, teł.

Oczywiście aeYFxI oraz a{x,0)—k{x), a{x , l )=h(x)  dla xeF.  Ozna­
czając dla skrótu

yt=th(x)  +  (1 — t)k(x), y%=xh{x)  - f  (1— t)k{x),

otrzymujemy
е(а(я?,«),а(я?,т))=е(гЫ ,г(уа))<

< Q ( r { y x ) , y i )  +  9{УиУг)  +  9 ( У г , г ( У г ) ) <

lh(x))-{~ -- <  — -f- <5< — s.

4) Por. Kuratowski [2], str. 112.
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Stąd
supQ(a(w,t),a(oo,T))<e dla. każdego cceF,
t . r e l

co dowodzi, że fc~eh. Dowód lematu II został więc zakończony.
Hiech teraz U będzie dowolnym podzbiorem otwartym przestrzeni 

Yx  i niech ТсеФ(и), czyli fc=/*, gdzie fe U. Hiech e>0 będzie taką liczbą, 
że nierówność Q{f,g)^e (geYx ) pociąga za sobą, że gelj. Obierzmy taką 
liczbę <5>0, by była spełniona teza lematu II. Hiech heYF, Q{Tc,h)<6. 
Z lematu II wynika, że Jc~eh, czyli f*~sh. Ha mocy lematu I istnieje ta­
kie geYx , że h—g* i f~ eg. Z ostatniego warunku wynika, że Q{f,g)^e, 
a więc geU, czyli Ъ=д*—Ф(д)€Ф(Л). Punkt b jest więc punktem wew­
nętrznym zbioru Ф(17), gdyż kula o promieniu <5 i o środku Jc zawiera 
się w zbiorze Ф(17). Wobec dowolności h wnioskujemy stąd, że zbiór 
Ф{Л) jest otwarty w przestrzeni YF.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

P. Сикорский (Варшава)

ОБ ОПЕРАЦИИ СРЕЗЫ ВАНИЯ Ф УНКЦ И Й  

РЕЗЮМЕ

Если X  — метрическое пространство, a Y  — метрическое ограниченное 
пространство, то Y x  обозначает пространство всех непрерывных отображений 
пространства X  в пространство Y  с обыкновенной топологией.

Если F с Х  и f e Y x , то f\F обозначает отображение индуцируемое функцией 
/  на множестве F . Очевидно f\F eY F.

Т еорема . Если F  замкнутое подмножество пространства X , a Y  — аб­
солютный ретракт окресностей, то отображение <&{f)=f\F для / е Y x  простран­
ства Y x  в пространстве Y F — внутренное, т. е. множество Ф{Т1) открыто 
в пространстве Y F для каждого открытого множества U c Y x .
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R. Si k o r s k i (Warszawa)

ON THE OPERATION OF CUTTING OFF MAPPINGS 

S U M M A R Y  7

. If X  is a metric space, and Y  — a bounded metric space, tlien Y x  denotes 
the space of all continuous mappings Of X  into Y  with the usual topology. ' - 

If F C X  and f e Y x , then f\F denotes the mapping /  reduced to the set F . Ob­
viously f\FeYF.

T h e o r e m .  I f  F  is a closed subset of X  and Y  is an absolute neighbourhood ret­
ract, then the mapping Ф (f) =  f\F for f e Y x  of Y x  into Y F is interior, i. e. Ф{Т7) iś 
open in Y f  for each open set U c Y x . ■


