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R. SIKORSKI (Warszawa)
O operacji ucinania funkcji

Niech X bedzie przestrzenig metryczna, Y zas — przestrzenig me-
tryczng ograniczong. Oznaczmy przez Y= przestrzern wszystkich odwzo-
rowan cigglych przestrzeni X w przestrzen Y ze zwykly definicja

odleglosei e(f,g)=§u§e(f(w),y(w)), (f,9€X%).

Niech £>0. M6éwimy, ze dwa odwzorowania f,ge¥* sa e-homoto-
pijne, co zapisujemy symbolicznie f~, g, jesli istnieje taka funkeja ciggha
aeYX*I odzie I jest przedzialem 0<t<1, ze dla kazdego zeX

a(x,0)=f(x), a(x,1)=g(z), tsu;;g(a(m,t),a(m,f))<a.
fte

Niech F bedzie podzbiorem domknietym przestrzeni X. Dla kazdej
funkeji fe YX niech f*=f|F oznacza funkcje f zredukowana do zbioru F,
czyli feY¥, f (@)=F(zx) dla zeF.

Wzér

O(f)y=f dla fe¥*

definiuje ciagle odwzorowanie @ przestrzeni Y~ w przestrzen Y¥, gdyz
e(f*,9")<e(f,9)-

TWIERDZENIE 1). Jesli Y jest zwartym, absolutnym retraktem otoczento-
wym?), to odwzorowanie P jest wewnetrzne, tzn. dla kaidego zbioru otwar-
tego UCYX z2bior ®(U) jest otwarty w praestrzeni YT .

1) Twierdzenie to jest pozytywna odpowiedzia na problemat postawiony przez
K. Kuratowskiego na posiedzeniu Grupy Topologii Panstwowego Instytutu Ma-
tematycznego w grudniu 1949r. Podany dowdéd twierdzenia zostal przedsta-
wiony na posiedzeniu Grupy Topologii w grudniu 1949 r. Inny dowéd podal réwno-
czefnie K. Borsuk.

2) Zbiér zwarty Y jest absolutnym retraktem otoczeniowym, jeéli dla kazdej
przestrzeni metrycznej ¥, zawierajacej ¥ istnieje taki zbiér otwarty VDX, i taka
funkcja reX¥V, ze YCV, r(y)=y dla ye¥.

Inna réwnowazna definicja: Zbiér zwarty Y jest absolutnym retraktem otocze-
niowym, jesli dla dowolnego podzbioru domknigetego ¢ dowolnej przestrzeni metrycz-
nej Z i dla dowolnej funkeji g¢ ¥ istnieje zbiér otwarty HCZ i funkcja ye Y2 bedaca
przediuzeniem funkeji . Por. Borsuk, [1], str. 222 oraz Kuratowski [3], str. 259.
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Doewdd twierdzenia opiera sig na nastepujacych dwu lematach:

Lemat I Jedli fe YX i heYF, f~h, to istnieje taka funkoja, geY™,
se h=g" oraz f~g. o

Lemat I jest mnieco ostrzejszym sformulowaniem podstawowego
twierdzenia Borsuka o rozszerzaniu odwzorowan homotopijnych. Dowdd
lematu I jest taki sam, jak dowéd twierdzenia Borsuka?).

Niech ae ¥Y¥*? gpelmia nastepujace warunki

a(@,0)=f(@), a(z,1)=h(w), suPQ( (w,t),a(a},r))‘<e:

trel
dla kazdego wxeF. Niech § bedzie odivzorowa.niem zbioru domknigtego
C=XX(0)+FXICXXI
w przestrzen Y zdefiniowa'nyﬁ Wzora,mi |
p@,0=f(@) + dla weX,
B(w,t)y=ua(x,t) dla wzeF, tel.

~ Poniewaz Y jest  absolutnym retraktem otoczeniowyms?), wiec
odwzorowanie 8 mozna przedluzyé na pewien zbiér otwarty @, CCGCX x 1.
Niech ye Y% oznacza to przedtuzenie funkeji . Niech H, bedzie takim
podzbiorem otwartym przestrzeni X, ze FCHo i HyxICG 3), oraz niech
H bedzie zbiorem takich xeH,, ze

sup oy (@,t),y (@, 7)) <e
37 6 -

Zbiér H jest podzbiorem otwartym przestrzeni X oraz FCH. Niech
| o, X — H)

p(w)——(—qriu—l—ﬂ—;-‘;( m) dla. - xeH,

w szezegolnodei
) p@)=0 dla reX—-H, .

px)=1 dla zel.
Niech o (#,t)=y(s,ip(®)) dla xeX, tel. Oczywiscie u'e YX*I oraz
ad(@,0)=9y(,0)=4®,0)=Ff(») dla =zeX,
ad(@,)=y(x,1)=p(x,1)=a(z,1)=h(x) da ozeF,

3) Por. Hurewies i Wallman [4], str. 86.
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supg(a'(m,t),d(a:,r)):
trel
=0, gdy 2eX—H,
<§ug9(7(m7t)’7’(w77))<61 gdy weH,
16

=sup o(y{z, tp () oo, 7p (2))

wiee
sup o(a’(®,t),0’(#,7))<¢ dla kaidego wzeX.
trel
Funkeja ge Y
g(z)=a'(x,1) dla zeX

ma obydwie wlasnodci wymienione w tezie lematu L.

Lemat II. Dla katdej liccby ¢>0 istnieje taka liczba 6>0, Ze dla
dowolnych h,ke YT nieréwnoéé o(k,h)<d pocigga za sobg k~vh.

Mozna zalozyé, ze przestrzen Y jest izometrycznie zanurzona w pew-
nej liniowej przestrzeni Banacha ¥, (np. w przestrzeni funkeji rzeczy-
wistych, ciaglych, ograniczonych, okre§lonych na Y %)). Poniewaz Y jest
zwartym retraktem otoczeniowym?), wiec istnieje zbiér otwarty V,CY,
oraz funkeja ciagla re YV o tej wlasnosei, ze YCV, oraz r(y)=y dla
ye Y.

Niech V bedzie zbiorem takich ye V, ze o(y,r(y))<ef4. Zbiér V jest
otwarty i YCV. Niech 4 >0 bedzie takg liczba, ze nierdwnosé o(y,,¥,)<<0
(v1,9:¢ Y) pociaga za soba zawsze, ze ty,+(1—1)y,eV dla kazdego tel.

Mozemy zalozyé, ze d<<el4.
Niech h,keY¥ i o(k,h)<d. Niech
a(@,t)=r(th@) + (1—1)k®) dla ek, tel.

Oczywifcie ae Y7*T oraz a(®,0)=k(2), a(z,1)=h(x) dla zeF. Ozna-
czajge dla skrétu

hi=th(®) + (1—0)k(@), y.=rh(z)+ (1—7)k(2),

otrzymujemy
ela(@,t),a(@,7))= ¢ (r(y1),7(¥2) <

<Q(7"(?/1)’?/1) + e(¥1,9.) + Q(?/zﬂ"(?/z)) <
& & £ 3
<7 + e(k(@),h@)+ LSy To<ge

4) Por. Kuratowski [2], str. 112,
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Stad
sup g (a(®,t),a(®,7))<e dla kaidego xeF,

trel

co dowodzi, ze k~h. Dowdd lcmatu IT zostal wieec zakohczony.

Niech teraz U bedzie dowolnym podzbiorem otwartym przestrzeni
Y% i niech ke®(U), czyli k=f*, gdzie fe U. Niech >0 bedzie taka liczba,
ze nieréwnosé o(f,g)<<e (ge YX) pociaga za soba, ze geU. Oblerzmy taka
liczbe 8>0, by byla spelmiona teza lematu IT. Niech heY”, o(k,h)<d.
Z lerratu II wynika, ze k~h, czyli f*~,h. Na mocy lematu I istnieje ta-
kie geY=X, ze h=g* i f~,g9. Z ostatniego warunku wynika, ze o(f,q)<e,
a wiec geU, czyli h=¢*=®(9)e ®(U). Punkt k jest wiec punktem wew-
netrznym zbioru &(U), gdyz kula o promieniu é i o srodku k zawiera
sie¢ w zbiorze @(U). Wobec dowolnosei k& wnioskujemy stad, ze zbior
@ (U) jest otwarty w przestrzeni Y7.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

P. CHKOPCKUR (Bapuwasa)
OB OIEPALIUU CPE3SBIBAHUA OYHRIIUN

PESIME

¥ean X — merpuueckoe mnpoCTpaHcrso, a Y — MeTpHYeCKoe OrPaHHYeHHOE
npocrpancrso, o ¥X oGozHauaer NPOCTPAHCTBO BCEX HEMPEPHBHHIX oroGpaskenmit
npocrpanctBa X B mpocrpaHcTBo Y ¢ OOHKHOBEHHON Tomoorueii.

Ecan FCX u fe ¥YX, To f]F oGosuauaer oroGpasenne UHAYNApPyeMoe $yHKIuEit
f na mmomecrse F. Ouesmpuo f|Fe YT,

TEOPEMA. FEcau F zamrnymoe nodmmoorcecmeo npocmpancmea X, a ¥ — ab-
contommnii pempaxm okpecnocmeli, mo omo6pascenue G (f)=f|F dan fe YX npocmpan-
cmea YX ¢ npocmpancmee YF — euympennce, m. e. muoscecmso ®(U) ommpumo
& npocmpanemee YF das naocdozo omrpwmoeo muoscecmea UCYX.
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R. SIKORSKI (Warszawa)
ON THE OPERATION OF CUTTING OFF MAPPINGS
SUMMARY - 7

1f X is a metric space, and ¥ — a bounded metric space, then Y<X denotes
the space of all continuous mappings of X into ¥ with the usual topology.

. If FCX and fe Y=, then f|F denotes the mapping f reduced to the set F. Ob-
viously f|FeX¥?.

THEOREM. If F is a closed subset of X and Y is an absolute ne@ghbomhood 'ret'
ract, then the mapping ®(f)=f|F for fe ¥X of YX into YF s mtemm i.e. (I)(U)
open in YF for each open set Uc¥YX.



