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Matematyczne problemy dynamiki ukladu
krwinek czerwenych

0. Wstep. Celem pracy jest konstrukcja modelu procesu tworzenia si¢ i rozpadu
- krwinek czerwonych, uwzgledniajacego w jak najszerszym wymiarze dostepny bio-
logiczno-lekarski material eksperymentalny.

Praca sklada si¢ z czterech czgéci. W czesci pierwszej podane sa podstawowe
fakty biologiczne, umozliwiajace czytelnikowi niespecjali§cie orientacje w mecha-
nizmie tworzenia si¢ i rozpadu krwinek. Cze$¢ druga po$wiecona jest konstrukcji
modelu analitycznego, ktéry ogdlnie rzecz biorac, sklada si¢ z liniowego réwnania
- rozniczkowego czastkowego rzedu pierwszego i nieliniowego réwnania caltkowego.
W czedci trzeciej podane sa pewne najprostsze wlasnosci matematyczne tego modelu
" 1 wynikajgce stad biologiczne konsekwencje. W czeéci czwartej przedstawiony jest
model zredukowany, ktdry daje si¢ opisaé przez nieliniowe réwnanie rézniczkowe
zwyczajne rzedu pierwszego z opdznionym parametrem. Wlasnosci tego prostego
na pozdr réwnania sg interesujace zaréwno z matematycznego, jak i biologicznego
punktu widzenia. W szczegdélnosci dowdd istnienia rozwigzan okresowych wymaga
tu zastosowania niebanalnej wersji twierdzenia o punktach stalych. Problem stabil-
nosci tego okresowego rozwigzania jest otwarty. Zagadnienie to jest o tyle wazne,
ze istnienie stabilnego okresowego rozwiazania dawaloby teoretyczne wyttumacze-
nie pewnego typu choréb krwi.

1. Wprowadzajace uwagi biologiczno-medyczne. Krwinki czerwone, czyli tak
zwane erytrocyty, powstajg w szpiku kostnym. Komdrka macierzystg erytrocytu jest
niezréznicowana komdrka szpiku. Pod wplywem specyficznej substancji o charak-
terze zblizonym do hormondw, tak zwanej erytropoetyny, niezréznicowana komérka
szpiku zaczyna syntetyzowa¢ hemoglobing i tymi samym przeksztalcaé sig¢ w ery-
- trocyt. Proces ten wymagajacy jeszcze dodatkowych podziatéw komérki, a w koricu
wydalenia jej jadra trwa kilka dni (w warunkach normalnych 3-4 dni). Opuszczajac
szpik kostny nowo narodzony erytrocyt przedostaje si¢ do krazZenia.

W miar¢ uplywu czasu w krazacych erytrocytach wyczerpuja sic ich rezerwy
- enzymatyczne i energetyczne. Dochodzi do zmian degeneracyjnych. Zmienia si¢
- struktura molekularna blony komdrkowej. Erytrocyt ulega procesowi starzenia,
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a w koficu obumiera i zostaje z krazenia eliminowany. U zdrowego czlowieka cza-
sokres przezycia krwinki czerwonej wynosi okoto 120 dni.

W warunkach chorobowych erytrocyty moga ginaé po krétszym okresie czasu.
Tak na przyktad krwinki ludzi obarczonych pewnymi defektami genetycznymi,
warunkujacymi inng strukture biochemiczna, starzejg si¢ szybciej niz krwinki nor-
malne. W innych schorzeniach, o charakterze nabytym, czynniki zewnatrzkrwinko-
we uszkadzajace erytrocyty moga niszczy¢ rowniez krwinki mlode.

Zauwazono, ze w organizmie czlowieka zdrowego, przebywajacego w stalych
warunkach, istnieje bardzo silna tendencja do utrzymywania ilosci krazacych erytro-
cytéw na stalym poziomie. Nagle zmniejszenie tej ilosci, na przyktad wskutek
upustu krwi czy tez gwaltownego nasilenia procesu niszczenia erytrocytéw, prowa-
dzi do wyraznego pobudzenia procesu ich tworzenia w szpiku kostnym [12]. Od
momentu zmiany ilosci krazacych erytrocytéw do momentu pojawienia si¢ przeciw-
stawnej odpowiedzi wyréwnawczej w formie np. wzrostu ilosci erytrocytéw po jej
uprzednim spadku, musi uplynaé pewien czas, potrzebny do przeksztalcenia nie-
zréznicowanej komorki szpiku w dojrzaly erytrocyt. Uktad krwinek czerwonych
dziala wiec na zasadzie sprzezenia zwrotnego z opdznionym parametrem. Nalezy
jednak dodaé, ze optimum, do jakiego ten ukfad steruje, moze réwniez ulec zmianie.
Podstawowa bowiem funkcja dojrzatych krwinek czerwonych jest zaopatrywanie
organizmu w tlen. Jesli zapotrzebowanie na tlen si¢ zwigkszy (np. podczas wypraw
wysokogérskich, choréb narzadu oddechowego etc.), uklad krwiotwdrczy réwniez
podnosi produkcje erytrocytéw. Fakty te z eksperymentalnego punktu widzenia sa
do$¢ dobrze zbadane ([6], [11]).

Przedstawiony powyzej material do§wiadczalny stal si¢ podstawg prob matema-
tycznego prognozowania przebiegu zachowania si¢ ilosci erytrocytéw w zaleznosci
od zakltocen, jakim ulegt uktad krwinek czerwonych. Interesujace rozwazania doty-
czace tego problemu czytelnik moze znalezé w pracach [3], [5), [7], [10], [11].

2. Ogélny opis modelu. Celem obecnej pracy jest podanie modelu, ktéry przy
wprowadzeniu mozliwie malej iloci statych, posiadajacych okreslony sens biolo-
giczny, dawalby mozliwie wszechstronne mozliwosci prognozowania przebiegdw
ilosci krwinek. Podstawowa idea jest skojarzenie dobrze znanego réwnania Von
Foerstera [3] z warunkiem catkowym (7) okreSlajacym charakter sprzgzenia zwrot-
nego.

Oznaczmy przez N(t, a) ilos¢ krwinek czerwonych w krwiobiegu, ktére w chwili

t nie przekraczajg wieku a. Przez N(r) = lim N(¢, a) oznaczmy ogdlng ilos¢ krwi-
a-» o0

nek. Woéwczas funkcja:

n(t,a) = —%N(r, a)

jest gestoscia rozkladu wiekowego krwinek i spetnia warunek:
0

(1) { n(t, 5)ds = N(o).

0
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Obrazowo mozna powiedzieé, i jest to tym precyzyjniejsze, im jednostka czasu jest
krétsza, ze n(t, a) jest iloScia krwinek w wieku a.

Krwinki, ktore w chwili-r byly w wieku a, sa w chwili t+/4 w wieku a+h. Réz-
nica: n(t, a)—n(t+h, a+h) oznacza wigc iloé¢ krwinek w wieku a, ktére zgingly
w przedziale czasowym (¢, t+h). Intensywnosé¢ i(t, a) destrukcji krwinek w wieku a
w chwili ¢ okre§lamy przez przej$cie graniczne:

i, a) = lim > A=nGth, ath)

h—>0 h ’
iloraz
_ o
M0 =5 )

oznacza prawdopodobienstwo, ze krwinka, ktéra w chwili ¢ jest w wieku a, zginie
do chwili #+1. Nazwijmy go wspdiczynnikiem destrukcji.
Z naszych definicji mamy

n(t,ay—n(t+h,a+h)

lim ; = At, a)n(t, a);

h—>0
korzystajac z twierdzenia o wartosci $redniej

on(f, a on(f, a -
n(t+h,a+h)y—n(t,a) = h- n(at; 4 +h ngt(; ) , te(t,t+h); ac(a,a+h),
otrzymujemy stad natychmiast
on  on

2 ¥ +—37 = —A(t, a)n.

Jest to réwnanie znalezione przez H. Von Foerstera jeszcze w 1959 roku [3] i uzy-
wane przez H. G. Weissa i G. Zajicka [11] w nieco zmodyfikowanej postaci. Z po-
wyzszego wyprowadzenia widac, Ze jest ono wylaczng konsekwencja definicji wspél-
czynnika destrukcji.

Funkcja n(t, a) dla a = 0 ma jeszcze jedng prostg interpretacje biologiczng. Jest
ona réwna produkcji krwinek p(t) w chwili ¢ przypadajacej na jednostke czasu.
Mamy wigc:

3) n(t,0) = p(?).

Réwnanie (2) oraz warunek poczatkowy (3) wystarczajg dla wyznaczenia funkcji
n(t, @) przy znanym p(t). Uzyskujemy w ten sposob pierwsza czes¢ modelu: sprze-
zenie pomiedzy produkcja krwinek p i gestoscia rozkladu n. Symbolicznie mozna
je zapisa¢ za pomoca strzalki narysowanej linig ciagla

~S—— ——
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Dla znalezienia sprzezenia zwrotnego zaznaczonego na rysunku linig przeryWarfq
zacznijmy od definicji stopnia pobudzenia ukladu krwinkotwodrczego. Pochodna

a%(tt_) oznacza przyrost produkcji ukladu krwinkotwdrczego w jednostce czasu.
Iloraz

1 dp
©) S(t) = () dt

oznacza przyrost produkcji takiej czesci uktadu krwinkotwdrczego, ktéra daje pro-
dukcje jednostkowa. Bedziemy go nazywali stopniem pobudzenia ukladu krwin-
kotworczego. Wiadomo, ze zmiana ilo§ci krwinek w krwiobiegu powoduje po-
budzenie (lub zahamowanie) uktadu krwinkotworczego, ktéry po czasie potrzeb-
nym na wyksztalcenie dojrzalego erytrocytu zmienia efektywnie produkcje krwinek.
Charakter tej zalezno$ci nie jest w swym aspekcie iloSciowym wyczerpujaco ekspe-
rymentalnie zbadany. PoniewaZ naszym celem jest konstrukcja modelu mozliwie
prostego, przyjmijmy, Zze stopieit pobudzenia ukladu krwinkotworczego S(z) jest
proporcjonalny do zmiany ogdlnej iloci krwinek w krwiobiegu:

) S(1) = — - yNG—1),

gdzie y jest wspdltczynnikiem proporcjonalnosci, a przez & oznaczono op6Znienie,

z jakim dziata uktad krwinkotworczy. Z wzoru (5) od razu wida¢, ze ubytkowi

krwinek odpowiada wzrost pobudzenia, a przyrostowi krwinek jego zahamowyzanie.

Wzér ten pozwala znalezé poszukiwane sprzgzenie zwrotne. '
Istotnie, korzystajac z (4) 1 (§) mamy:

d d
(6) ar p(1) = —P(t)—(FVN(t‘h),
a stad
g P(1) = 06D,
gdzie p jest stala catkowania. Zestawiajac wzory (1), (2), (3) i (7) dostajemy:
dn  on
TN —3({,0)'1, - (a) .
(8) n(t, 0) = p(1), ®
(oo
p(1) = e exp{—y | n(t—h,a)dal. ©
0 .

Jest to poszukiwany uklad ze sprzezeniem zwrotnym. Wystepuja w nim trzy wspot-
czynniki 4, 0, y. Znaczenie A zostalo podane przy wyprowadzaniu réwnania (2).
Jest to prawdopodobienistwo, ze krwinka, ktéra w chwili ¢ jest w wieku a, zginie
do chwili £+ 1. Wspétczynnik y charakteryzuje pobudliwo$¢ ukladu krwinkotwor-
ézego. Jego znaczenie biologiczne latwo wynika z wzoru (6); jest to wzgledny
przyrost produkcji ukladu krwinkotwdrczego Ap/p spowodowany jednostkowg
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zmiang ilo$ci krwinek w jednostce czasu. Znaczenie wspotczynnika o jest bardziej:
skomplikowane. Zwiazane jest ono z zapotrzebowaniem organizmu na tlen. Im to
zapotrzebowanie jest wigksze, tym wigkszy jest wspdtezynnik . Dokladny charakter
tej zalezno$ci zostanie wyjasniony w dalszej czeéci pracy dotyczacej modelu zredu--
kowanego.

3. WiasnoSci matematyczne modelu i wynikajace stad biologiczne konsekwencje

3.1. Rozwiazanie stacjonarne, posta¢ wspélczynnika A. Znajdziemy teraz stacjo-
narne (niezalezne od czasu) rozwiazanie ukiadu (8). Poniewaz n(t, a), p(t) oraz
A(t, @) w rozwigzaniu stacjonarnym nie zalezg od czasu, poldézmy:

n(t,a) = n(@), p{t)=p oraz A, a) = i(a).

Mamy wtedy:
a
) n(a) = pexp { - S /'l(s)ds},
0
oraz
o0 a
(10) P = 0exp {—yl_; S exp'l - S A(s)ds da} )
0 0
Oznaczmy przez E(c) rozwigzanie réwnania przestepnego
ay —ocE+e =0 dla o¢>0.

Kilka interesujacych wartosci funkcji E(o) podano w tablicy I. Za pomoca funkcji
E(o) szukane rozwigzanie stacjonarne wyraza si¢ wzorem
i) = - E(_l_.) exp | — gi(s)ds}
ye pyc 1 H ’

gdzie

oo} a__

c=\exp!—-\A(s)dslda.
f oo - f0a
Dla dalszego badania rozwiazania stacjonarnego wazna jest postaé funkcji 1(a),

ktéra decyduje o charakterze rozwigzania. Powinna ona byé wygodna z punktu wi-
dzenia analitycznego, a réwnoczes$nie dobrze zgadza¢ sie z danymi do$wiadczalny-
mi. Okazuje si¢, Zze oba te warunki spetnia znana od dawna w teorii $§miertelnosci
i uzywana takze w teorii niezawodnosci krzywa Gompertza [2] postaci:
(12) Ma) = Ke™.
Jest przy tym godnym uwagi fakt, Zze pewne ogdlne zasady teorii niezawodnosci
stosuja si¢ rowniez do zjawiska rozpadu krwinek. W takim ujeciu stala K oznacza
wspdlczynnik destrukcji krwinek w chwili poczatkowej, natomiast stala « stano-
wiaca logarytm naturalny wzglgdnego wspélczynnika destrukcji w jednostce czasu: .

- In Aa+1)

(a)
mozna zinterpretowac jako ,,podatnoéc erytrocytéw na rozpad”, zalezna od ich wieku,
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Z (12) i (9) dostajemy:

def
(13 @S-

exp { —% [exp(aa)—1];.
Funkcj¢ nq(@) bgdziemy nazywaé unormowanym rozwiqzaniem stacjonarnym.
Rozpatrzmy teraz funkcje ny(t), ktéra powstaje przez formalng zamiang zmien-
nej a na t. Mozna jej nada¢ wazna z punktu widzenia eksperymentalnego inter-
pretacje. Jezeli w chwili ¢+ = 0 oznaczymy (np. za pomoca znacznika izotopowego)
krwinki, ktérych wiek a w tejze chwili byt rowny zeru, to n,(¢) bgdzie przedstawiaé
stosunek ilosci krwinek, ktére dotrwaly do chwili ¢, do ogdlnej (wstepnej) ilosci
krwinek oznaczonych, czyli tak zwana ,,krzywa rozpadu populacji jednowiekowej
erytrocytow”.
Zgodnie z wzorem (13) mamy:

(13a) ne(t) = exp{——f— fexp(at)— 1]}.

Rodzina funkcji (13a) zalezna od parametréw K i o« pozwala na dobre przyblizanie
wykresow eksperymentalnych. Przykiad takiego przyblizenia przedstawiono na ry-

A
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Rys. 1. Krzywe rozpadu populacji jednowiekowej erytrocytow
8—@ zdrowy mezczyzna: K = 3,467 107%, o = 6,344-1072
O—0 niedokrwisto§é sierpowata: K = 3,404-1072, « = 8,887 1073

sunku 1. Analizie poddano tu dwie krzywe otrzymane przez Shemina i Rittenberga
[9] kolejno u zdrowego meZczyzny i chorego na tak zwana niedokrwisto$¢ sierpo-
wata charakteryzujaca sie znacznym skréceniem czasu przeZywania erytrocytow.
Kropki oznaczaja punkty otrzymane z pomiaru, a linie ciagle krzywe teoretyczne,
dane wzorem (13a) dla danych pod rysunkiem wartosci K i o, dopasowane metoda
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najmniejszych kwadratéow. Widaé dobra zgodnos$é krzywych z punktami do$wiad-
czalnymi.

Uzyskiwanie eksperymentalne krzywych jednowiekowych laczy si¢ z koniecz-
no$cig stosowania trudnych technik izotopowych. Ponadto, poniewaz wbudowanie
znacznika w nowo powstajace krwinki wymaga pewnego czasu (normalnie okoto
10, a w stanach chorobowych w przyblizeniu 3-14 dni), otrzymane wykresy nie sa
nigdy dok}adnie ,,jednowiekowe”. Dobrze wigc, ze parametry K i o mozna wyzna-
czaé nie tylko w przedstawiony powyzej sposob, ale réwniez wykorzystujac znacz-
nie tatwiejsze do eksperymentalnego wyznaczania ,,krzywe rozpadu krwinek rézno-
wiekowych”. Sposdb uzyskiwania takich krzywych jest nastepujacy:

1) w dniu 7 = 0 pobiera si¢ porcj¢ krwinek znajdujacych si¢ aktualnie w kraze-
niu (reprezentatywna pod wzgledem rozkiadu wickowego dla catkowitej populaciji
aktualnie krazacych krwinek);

2) uzyskana porcje znaczy si¢ radioizotopem i wprowadza z powrotem do kra-
zenia;

3) w kolejnych dniach wyznacza si¢ ilo$¢ krwinek znaczonych, ktore przezyly
do tegoz dnia; wreszcie

4) oblicza si¢ iloraz ilosci krwinek znaczonych, ktore przezyly do dnia ¢, przez
ogolng ilo§¢ krwinek znaczonych wprowadzonych do ustroju w dniu ¢ = 0. Wykres
krwinek rdéZznowiekowych przedstawiony jest przez funkcje:

(14) Ny (1) = ;/S A(s)ds, N = gﬁ(s)a's.

Korzystajac z wzoru (13) funkcje N,(¢) mozna zapisa¢ w postaci:

*El(—'_“ ut)
(142) Ny(2) = x

gdzie Ei oznacza funkcj¢ wykladniczo catkows.
Oznaczajac przez T $redni czas zycia krwinek:

ne(t)dt = —l—fe{* [_Ei(_f)]
a o

mozemy zapisa¢ (14a) w prostszej postaci:

.K,
(14b) wi =S| -m (- K e)|.

(15) T =

O3 8

Rodzina funkcji (14a) zalezna od parametréw K i o pozwala réwniez na dobre
przyblizenie wykreséw eksperymentalnych. Przyklad takiego przyblizenia pokazano
na rysunku 2. Kropki przedstawiaja dane eksperymentalne uzyskane przez pierw-



T30 . M. Wazewska-Czyzewska i A, Lasota

szego z autorow podczas badania rozpadu populacji réznowiekowej erytrocytow
za pomoca radioizotopu chromu (*!Cr) u zdrowego me¢zczyzny. Linia ciggla
przedstawia rozwiazanie réwnania (14a) dla K = 3,200-107¢ i « = 8,292- 1072,

100 X Ny ()

10 T T T T 3 T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
¢ (dni)

Rys. 2. Krzywa rozpadu populacji ré6znowiekowej erytrocytow

dopasowane metoda najmniejszych kwadratow. Wida¢ dobra zgodno$¢ krzywej
~z punktami do$wiadczalnymi.

3.2. Rozwiazania niestacjonarne. Znalezienie ogdlnego rozwiazania uktadu (8)
dla ¢t > 0 wymaga, zgodnie z réwnaniem (8c), znajomosci nie tylko wspoiczynnikéw
A, v, 0, ale takze znajomosci samego rozwigzania dla ¢ < 0 (albo przynajmniej dla

—h 0 A

Rys. 3. Rozwigzywanie ukladu (8) metoda charakterystyk

'—h < t < 0). Jest to ogdlna wlasnoéé ukladéw z opéznionym parametrem. Ma ona
w tym przypadku prosty sens biologiczny, poniewaz przebieg zmian ilo§ci krwinek
dla ¢ > 0 uwarunkowany jest zachowaniem sig tej wielkosci w chwilach weze$niejszych.
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Przedstawiamy teraz metode efektywnego rozwiazania uktadu (8). Znajomoéé
funkcji n(t,a) dla —h <t <0, 0 < g, to jest w pasie zakreskowanym poziomo na
rysunku 3, pozwala na znalezienie funkcji p(¢) dla 0 < ¢ < h. Wystarczy w tym celu
uzy¢ wzoru (8c). Poldzmy:

(16) m(a) = n(0, a).

Korzystajac z metody charakterystyk, znajdujemy z fatwoscig postaé rozwiazania

réwnania (8a) wyznaczonego przez warunki (8b), oraz (16). Mamy mianowicie:
t

(A7 n(,a) = m(a—t)exp{—— S l(s,a+s—t)ds} dla 0<t<a;0<aq,
0

a
(18) n(t, a) = p(t—a)exp {—- Sl(t+s—-a, s)ds} dla t—-h<a<t;0<a.

0
Wzory te dajg rozwigzanie w obszarze zakreskowanym na rysunku 3 liniami sko$ny-
mi, a wigc w szczegdlnodci w pasie 0 < ¢t < 4, 0 < a. Teraz znowu korzystajac ze
wzoru (8c) znajdujemy p(z) dla i < ¢ < 2h. Metoda charakterystyk pozwala prze-
dtuzyé rozwiazanie na pas 4 < ¢ < 2h, 0 < a. W ten sposéb, krok po kroku, mozna
:znalez¢ rozwiazanie dla wszystkich 0 < ¢, 0 < a. Proces ten nie jest trudny do zreali-
zowania za pomoca maszyn cyfrowych. Okazuje sig, Ze otrzymane w ten sposéb
przebiegi rozktadéw wiekowych erytrocytow n(t, @) w stanach niestacjonarnych sa
interesujace z medycznego punktu widzenia. Moga one stuzy¢ jako podstawa teore-
tyczna do analizy zagadnienia, czy i w jakim stopniu, wstepny rozklad wiekowy
erytrocytow moze wplywaé na zachowanie si¢ krzywych przezycia krwinek rézno-
wiekowych uzyskiwanych metodami izotopowymi. Zagadnieniu temu bedzie poswie-
cona osobna publikacja.

Badanie analityczne ukladu (8) dla dlugich przedzialéw czasowych jest dosé
trudne, a w szczegolnosci nie jest latwe podanie twierdzer opisujacych zachowanie
si¢ asymptotyczne rozwigzan. Istnieje np. podejrzenie, ze ukiad (8) moze mieé roz-
wigzanie okresowe wzgledem ¢ przy A, o i y niezaleznych od czasu. Rozwigzania
takie moga si¢ pojawi¢, jesli /i jest dostatecznie duze. Nie ma jednakze jeszcze
dowodu istnienia tych rozwigzan.

4. Model zredukowany

4.1. W wielu przypadkach interesuje nas przede wszystkim zachowanie si¢ ogdl-
nej iloSci krwinek w czasie, to jest funkcji N(#). Majac to na uwadze wprowadZmy
wspolczynnik:

1 go 30 AMt, a)n(t, a)da
u =~ \ At,a)n(t, a)da = @
N(t) F S n(t, a)da

0
Wyrazenie w liczniku oznacza iloé¢ krwinek, ktdre zostaly zniszczone w jednostce
czasu, a mianownik oznacza calkowitg ilo$¢ krwinek w krwioobiegu. Tak wigc u
jest prawdopodobienistwem zniszczenia krwinki w jednostce czasu.
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Catkujac wzgledem a réwnanie (2) w przedziale [0, c0) dostajemy:
{ i n(t, a)da+ oSo—ain(t a)da = OSO A, ayn(t, a)d
§3t , o@a s —0 ,ayn(t, a)da.

0

Uwzgledniajac wzor (1) (S n(t, s)ds = N( t)) mozna pierwszy skladnik napisaé
0

w postaci

¢ o d{ d
S;ﬁn(z, a)da = WS n(t, d)da = - N(1).
[} ]

Wykonujac catkowanie drugiego sktadnika i przyjmujac naturalne z punktu widze-

nia biologicznego zalozenie, Zze lim n(¢, @) = 0, mamy
a-->o0

g _a% n(t, ayda = n(t, 0)—n(t,0) = 0—p(1) = —ge~ "M,
o
Stad i z definicji wspdlczynnika p dostajemy ostatecznie:

(19) %N([) = —-IuN(t)-*-Qe"VN(t—h).

Jest to poszukiwane réwnanie dla ogdlnej ilosci krwinek w krwioobiegu, uwzgled-
niajace sprzezenie zwrotne. Zawiera ono 4 stale specyficzne: u, g, y, h, ktérych
interpretacj¢ juz znamy.

Zauwazmy teraz, ze przez zmian¢ jednostki czasu i jednostki objetosci mozna
ilo§¢ statych zredukowaé¢ do dwu. Przyjmujemy mianowicie

(20) u(x) = ‘))N(;};)’ o = _,’l,l_,; r = h@'}/

1 dostajemy
du(x)
Cdx
4.2. Eksperymentalna weryfikacja ukladu zredukowanego. Rownanie (19) daje si¢
latwo catkowaé numerycznie, co pozwala wygodnie poréownywacé wyniki teoretyczne
z danymi eksperymentalnymi. Zanim jednak przejdziemy do tego typu pordwnan,
warto na prostym przykladzie przyjrzeé sie przebiegowi rozwigzan réwnania (19).
Rysunek 4 przedstawia rozwigzania tego réwnania odpowiadajace sytuacji, w ktorej
znalazt si¢ ustréj, gdy nagle w chwili £ = 0 wzrdst dziesigciokrotnie wspolczynnik
destrukcji u. Taka sytuacja jest mozliwa na przyklad w ostrej kryzie hemolityczne;j.
Dla t < 0 N(t)jest réwne rozwigzaniu stacjonarnemu, ktére odpowiada wielko§ciom:
@y = 0,01 dzien!, y = 0,0015 ml~!, p = uNe?™ = 724,5 ml/dzien, N = 2300 ml
Przyjete wartosci NV i u stanowiag wartosci normalne dla zdrowego czlowieka. Przy-
jeta warto$¢ y zostala ustalona na podstawie proby poréwnania krzywych ekspe-
rymentalnych i teoretycznych. Dla ¢ > 0 rysunek przedstawia rodzing rozwigzan

21) = —ou(x)+e "> "; >0, r>0.
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Rys. 4. Rozwiazania réwnania (19) odpowiadajace kryzie hemolitycznej

odpowiadajaca tej samej wartoéci poczatkowej N = 2300 ml i tym samym, podanym
wyzej, wspolczynnikom y i ¢ przy réznych wartosciach opdznienia h i przy u, = 0,1
dzien~1. Jak wida¢, wszystkie krzywe daza do tego samego stanu réwnowagi. Zbiez-
no$¢é ta jest tym szybsza, im h jest mniejsze. Dla bliskiej normie fizjologicznej warto$ci
czasu opoznienia A = 4 dni wida¢ wyraznie oscylacje o okresie okoto 20 dni, co dobrze
zgadza sie ze spostrzezeniami eksperymentalnymi [8]. Nowym stanem réwnowagi
jest N = 1189 ml. Wida¢ wigc, ze przy dziesigciokrotnym wzroécie wspotczynnika
destrukcji ogdlna ilo§¢é krwinek ulegla zaledwie dwukrotnemu zmniejszeniu. Jest to
réwniez fakt obserwowany eksperymentalnie [12]. Ilustruje on duza stabilno$¢ re-
akcji adaptacyjnych ustroju. Zbiezno§¢ teorii z do§wiadczeniem zostala tu osiggnigta
gléwnie dzigki przyjeciu sprzezenia zwrotnego, postaci (8c), migdzy stanem ilosci
krwinek czerwonych i ich produkcja.

Ny A

N(ty)
100

80+ N\
60

401

20

20 40 60
¢ (dni)
Rys. 5. Eksperymentalny i teoretyczny przebieg oscylacji ilosci erytrocytow
przy sztucznie wzbudzonej niedokrwistosci hemolitycznej
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Na rysunku 5 przedstawiono rozwigzanie réownania (19) bliskie konkretnym
wynikom eksperymentalnym uzyskanym w pracy [8]. Eksperyment ten polegat
na podawaniu krdlikom przeciwcial skierowanych przeciwko ich wilasnym krwin-
kom, co powodowalo wyrazny wzrost wspolczynnika u. Krzywa ciaglta odpowiada
wynikom eksperymentalnym. Krzywa przerywana jest rozwigzaniem réwnania (19),
ktére odpowiada wartosciom: h = 4,5 dnia, p = 97,4 mi/dzien, N(¢,) = 67,5 ml,
y = 0,067 ml~?, oraz u, = 0,014 dzied™!, dla r <0 i u, = 0,140 dzien~! dla
t > 0. Warto zaznaczy¢, ze liczby h, u, i Ny odpowiadaja znanym wartosciom fizjo-
logicznym krélika. Dopasowanie krzywej nastapilo przez odpowiedni dobdér wspét-
czynnika y, oraz wspélczynnika u,. Wspdlczynnik ¥ po pomnozeniu przez wielkoéé
réwng ilorazowi erytrocytow zdrowego cztowieka przez ilos¢ krwinek krélika jest
bliski wartosci wspdiczynnika y uzytej przy konstrukcji rysunku 4.

Kolejng prébe przyblizenia wynikéw doswiadczalnych przez rozwigzanie row-
nania (19) pokazano na rysunku 6. Dane eksperymentalne, przedstawione za po-
moca kropek pochodzg z pracy [6]. Pokazuja one zaleznosé liczby hematokrytowej
(czyli wartosci wyrazajacej procentowa zawarto$¢ masy krwinkowej w jednostce
objetosci petnej krwi) od czasu pobytu myszy BDF, w pomieszczeniu o war!
tosci ci$nienia atmosferycznego obnizonej do 0,4 wartoéci nominalnej, a wiec
w warunkach obnizonego ci$nienia parcjalnego tlenu.

}

751

N = o N
“1" S Lo (=}
r L n

o
<
iid

liczba hematokrytowa (%)

S
S

-~
2

2 4 6 8 10 12 14 16
czas w dniach, w ktorym myszy znajdowaly si¢
pod cisnieniem 0,4 atmosfery

Rys. 6. Wzrost ilosci erytrocytow spowodowany zwigkszonym zapotrzebowaniem
organizmu na tlen

Dopasowywanie rozwiazan réwnania (19) do przedstawionych danych ekspery-
mentalnych wykonano przy zalozeniu, Zze w czasie trwania do$wiadczenia objetosé
krazacej krwi nie ulegta zmianie; tylko bowiem w takim przypadku liczb¢ hemato-
krytowa mozna uwaza¢ za reprezentatywna dla ilosci krazacych erytrocytéw, ktdra
okresla réwnanie (19). W naszym modelu kinetyki ukfadu krwinek czerwonych,
zjawisku zwigkszenia zapotrzebowania organizmu na tlen odpowiada wzrost wspot-
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czynnika o. Najlepsze dopasowanie rozwigzania réwnania (19) do danych ekspery-
mentalnych uzyskano przy tym dla warto$ci parametréw: N, = 1,0 ml (normalna
objetosé krazacych erytrocytéw zdrowej myszy), u = 0,01 dzien*, y = 1,15 ml™!,
0; = 0,03 mi/dzien dla ¢ < 0, oraz g, = 0,20 ml/dzien dla ¢ > 0. Zgodno$¢ danych
dos$wiadczalnych i teoretycznych jest jak widaé dobra, z wyjatkiem dwu pierwszych
grup punktow eksperymentalnych uzyskanych bezposrednio po umieszczeniu zwierzat
w warunkach niedotlenienia. Ten natychmiastowy (majacy miejsce juz po uplywie
kilku godzin) wzrost liczby hematokrytowej nie byt bowiem prawdopodobnie jedynie
wyrazem zwiekszenia ilodci krazacych erytrocytéw. Mdgl on nastgpi¢ wskutek wy-
rzutu do krazenia krwinek zalegajacych w zbiorniku, jaki stanowi $ledziona, albo
tez by¢ wynikiem zageszczenia krwi, spowodowanym wzmozeniem akcji oddechowej
w warunkach zmniejszonego ci$nienia parcjalnego tlenu.

4.3. WlasnoSci asymptotyczne rozwiazan réwnania (21). Zaczniemy od dwu bar-
dzo prostych twierdzen dotyczacych istnienia, jednoznaczno$ci i ograniczonos$ci
rozwigzan. Rownanie (21), jak kazde rownanie z opéznionym parametrem, moze
by¢ rozpatrywane wraz z warunkiem poczatkowym postaci

(22) ux) = @) dla —-r<x<0,

gdzie @ jest dana funkcja okreslona na odcinku [—r, 0]. Przez rozwigzanie réwnania
(21) z warunkiem (22) rozumiemy funkcje u okres$long i ciagla w przedziale [- r, ),
ktora dla —r < x < 0 spelnia (22), a dla x > O jest rézniczkowalna i spetnia (21).

TWIERDZENIE 1. Dia kazdej funkcji ciqglej @, okreslonej w przedziale [—r, 0],
istnieje dokladnie jedno rozwiqzanie réwnania (21) z warunkiem poczatkowym (22).
Jezeli p(x) 2 0dla —r < x<0, to u(x) >0 dla x > 0.

D owdd. Niezaleznie od ogdlnej teorii réwnan z opdZnionym parametrem
mozna dowies¢ twierdzenia 1 prosta indukcja. Przy zadanych warto$ciach u(x)
dla x e((n—1)r, nr] wartosci u(x) w przedziale (nr, (n+ 1)r] wyznaczone sa jedno-
znacznie na podstawie rownania (21) wzorem
(23) u(x) = u(nr)e= =" 4 omox Se‘”““‘s”’)a’s.

Wzdr ten pozwala wigc na wyznaczenie i to jednoznacznie rozwigzania u(x) krok
po kroku na calej osi liczbowej. Widaé réwniez, ze z warunku ¢(x) = u(x) = 0
dla x € [—r, 0] wynika u(x) > 0 w kazdym z nastepnych przedzialéw.

TWIERDZENIE 2. Dla kazdej ciqglej funkcji poczatkowej (okreslonej na [—r, Q])
rozwiqzanie réwnania (21) jest ogramiczone na calej péiprostej x = —r. Co wiecej,
u spelnia nieréwnosé

1 .. .
24) — e~ < lim inf u(x) < lim sup u(x) < —1—
o A—>00 X—>00 o

LEMAT. Jezeli dla pewnego rozwiqzania u réwnania (21) zachodzq nieréwnosci

25) m < lim inf u(x) < lim sup u(x) < M,

X—>00 X—>00
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gdzie stale m, M sq skoriczone, to zachodzi réwniez nieréwnosé

1 .. . 1
(26) — e Mlim inf u(x) < lim sup u(x) —e™™.

o X—>00 X 00 o

Dowdéd lematu. Z warunku (25) wynika, ze dla pewnego 6 > 1 oraz
L > 0 zachodzi nier6wnos$¢:
mid <ulx) <M dla xz=L.

Z réwnania (21) otrzymujemy wigc natychmiast

ML U (xX)tou(x) <e ™ dla x> L+,
a stad

L _om 1
—_ e~ o(Li—x) 4 =M <
(u(Ll) P )ve + i u(x),
oraz

1 1
u(x) < (u(Ll)"Te_"'/o) eoLi=x 4 "2 e™® dla x> L, = L+r.

Przechodzac do granicy przy x — oo dostajemy nieréwno$é¢ (26), co koniczy dowdd
lematu.
Dowodd twierdzenia 2. Z réwnania (21) wynika, Ze u'(x) = —ou(x).
Musi wigc byé
27N u(x) = p(0)e * =2 —|p@0) dla x=0.
Z réwnania (21) wynika réwniez, ze
u'(x) < —ou(x)+e®® dla x>0,

co pociaga za soba
(28) u(x) < ((p(O)— _i_ elw(o)l) e~x 4 _iT LIS

Nieréwnosci (27) i (28) dowodzg ograniczono$ci u(x). Istnieja zatem liczby skofi-
czone m i M takie, ze zachodzi nieréwno$é¢ (25). Mozna wigc teraz skorzystaé z le-
matu. Z nieréwnoéci (26) wynika, Ze liminfu(x) > 0. W szczegdlnosci mozna

X—>00
wigc przyjaé, ze m > 0. Ale w takim razie z (26) wynika natychmiast (24), co konczy
dowod twierdzenia 2.

Zajmiemy si¢ teraz problemem stabilno$ci rozwigzania stacjonarnego (nieza-
leznego od czasu). Z réwnania (21) wynika, Ze jeZeli u nie jest zalezne od czasu, to
musi by¢ ou = exp(—u), a stad
9) u = E(0).

Ogolnie mowiac, rozwiazanie (29) jest stabilne, jesli o jest duze lub jesli r jest male.

TWIERDZENIE 3. Jezeli o > 1/e, to kazde rozwiqzanie u réwnania (21) zmierza do

rozwiqzania stacjonarnego, to jest
(30) lim u(x) = E(0).

X= 00
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Dowéd. Polézmy
1

t0(0) = ~—-ele,  fofo) = -,

1 1
ay(0) = 7e—ﬂn_l(o), Bu(0) = ,_O'_e—an-x(a).

Z twierdzenia 2 i lematu wynika, Ze

(€2)) o,(0) < lim inf u(x) < limsup u(x) < B.(0), n=0,1,2,...

X— 00 X 00
Elementarny rachunek pokazuje, Ze
lim a,(0) = limB,(c) = E(c) dla o > l/e
n—oo n—o
co konczy dowdd twierdzenia 3.
Mozna tatwo obliczy¢, Ze

(32) lim a,(0) < E(0) < limB,(0) dla o < 1/e.

n— o n—oo

Nieréwno$¢ ta sugeruje, ze dla dostatecznie matych ¢ rozwigzanie stacjonarne nie
jest juz asymptotycznie stabilne. Fakt ten wynika z interesujacego twierdzenia na-
nalezacego do S. N. Chow [1] (twierdzenie 5). Mozna jednak pokaza¢, ze dla kazdego
o > 0 rozwigzanie (29) jest stabilne, gdy r jest dostatecznie mate. Mamy mianowicie
nastgpujace

TWIERDZENIE 4. Jezeli r < o/(1+0), to wszystkie rozwiqzania réwnania (21)
spelniajq warunek (30).

Dowdéd. Niech u bedzie ustalonym rozwigzaniem réwnania (21). Z nierow-
nosci (24) wynika, ze u(x) > 0 dla dostatecznie duzych wartosci x.

Potézmy V = u— E(¢). Mamy wtedy

V/(x) = _O-V(x)+e—u(x—-r)_ e—E(©),

Korzystajac z twierdzenia o wartosci $redniej mozemy przepisac to ostatnie rownanie
w postaci

(33) Vi(x) = —aV(x)—k@x)V(x—r), k(x)= e 2,

gdzie z(x) zawarte jest pomiedzy u(x—r) oraz E(c). Wynika stad w szczegdlnosci,
ze 0 < k(x) < 1 dla x dostatecznie duzych. Latwo pokazaé teraz nastepujaca impli-
kacje

(34) lim sup [V(x)] < M = lim sup [V ()| < - mr.

X 00 X0 o
Istotnie, z pierwszej z nierownosci (34) wynika, ze
V'@l < (o+k(x))M dla x> L,
gdzie L, jest odpowiednio dobrang stata. Z réwnania (33) dostajemy:
V'(x)+(c+k@))V(x)| < kXWV(X)—V(x—r)| =
= rk(X)V'(x—0r) < k(x)(o+k(x))M dla x> L,+r,
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a stad

. lim sup [k(x)(o+k(x))] o+1
amsup VO S = frint(o k) ST M

co konczy dowdd (34). Z implikacji tej wynika natychmiast, ze lim V(x) = 0, jezeli
X 00

tylko r(o+ 1)/ < 1. Zgodnie z definicja ¥V, koficzy to dowdd twierdzenia 4.

Z twierdzen 3 i 4 wynika, ze dla duzych wartoéci ¢ i matych r réwnanie (21) nie
ma nietrywialnych rozwiazan okresowych. Problem istnienia takich rozwiazah dla
r dostatecznie duzych zostal pozytywnie rozstrzygniety przez S. N. Chow [1], ktdry
wykazal, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 5 (S. N. Chow). Zaldzmy, ze 0 < o < lje. Wtedy istnieje liczba

2
3 R>_———
(33 ~ GE(©)
taka, ze dla kazdego r = R istnieje nietrywialne (rézne od stalej) okresowe rozwiqzanie
réwnania (21) w okresie wiekszym od 2r.

Dowod powyzszego twierdzenia mozna znalezé w cytowanej pracy [1]. Warto
zauwazyé, ze jest on nietrywialny i wymagal skonstruowania specjalnego apa-
ratu twierdzen o punkcie stalym dla réwnan rézniczkowo-funkcyjnych. Z twier-
dzenia S. N. Chow nie wynika bezposrednio, czy oszacowanie stalej r podane w nie-
réwnosci (35) jest precyzyjne. Réwniez problem jednoznaczno$ci rozwigzania okre-
sowego (z dokladnoscig do przesunigcia) i jego stabilnosci jest otwarty.

Zauwazmy na koniec, ze podane przez nas dowody twierdzen 1, 2, 3, 4 moga
byé z latwoscia otrzymane przy uzyciu standardowej techniki réwnan funkcyjnych,
np. tej, ktéra jest zawarta w ksiazce [4]. PodaliSmy jednak dowody dlatego, ze,
jak sie wydaje, sa one krétsze i bardziej elementarne niz stosowanie bardzo ,,0d-
gbérnego” aparatu funkcji Lapunowa w teorii réwnan rézniczkowo-funkcjonalnych.
Ponadto, jak to zwykle bywa przy bezposrednich dowodach, otrzymuje si¢ nieco
lepsze oszacowania. Wreszcie ostatnim argumentem za podaniem tych dowodéw byt
fakt, ze czytelnik korzystajac z tego rozdziatu i pracy S. N. Chow ma kompletny
zestaw faktéw, wraz z dowodami, znanych dla réwnania (21).

4.4, Biologiczna interpretacja nierownosci (35) wystepujacej w twierdzeniu
S. N. Chow. Jak wida¢ z tablicyI, funkcja E (o) jest malejaca. Latwo sig¢ zresztg o tym
przekonac ze wzoru (11), na podstawie twierdzenia o funkcjach uwiktanych. Poniewaz

2

R ZeE(U),

oE(0)

wigc funkcja -——-—— jest rowniez malejaca. Oznacza to, ze mozna si¢ spodziewac

oE(o)
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rozwigzan okresowych tym wczesniej (to jest, dla mniejszych opdznien r), im o jest
wieksze, ale nie przekraczajace wartosdci 1/e.
Wréémy teraz do wzoréw (20). Przy ich uzyciu nieréwnos¢

~ oE(o)
moze by¢ zapisana w postaci:
2
(36) h> ———.
u
(4]
oy #

Przed interpretacja musimy si¢ zastrzec, ze warunek ten jest tylko nieréwnoscig
i nie wiadomo do jakiego stopnia oszacowanie 4 podane przez t¢ nieréwnos$¢ jest
doktadne. Niemniej jest rzecza interesujaca, jakie wielkosci przyjmuje prawa strona
tej nierdwnosci w rozmaitych sytuacjach klinicznych. Tak np. u zdrowego cztowieka
mamy: g = 0,01, oy = 1,1. Stad z nieréwnosci (36) wynika warunek:

h > 58 dni,

fizjologicznie niemozliwy. Oznacza to, ze w zdrowym organizmie nie moga si¢ po-
jawié trwale oscylacje ilosci krwinek. Zal6zmy, ze w stanie hemolizy wspdtczynnik u
osiaga na przyktad warto$é: 0,35. Przyjmujac niezmienione wartosci ¢ iy (de facto
o w tych warunkach jest nawet wigksze ze wzgledu na efekt niedotlenienia) otrzy-
mamy:

h > 5 dni,

o= P — 0318 < L = 0368.
0y e

Oznacza to, ze pojawienie si¢ nie zanikajacych oscylacji jest teoretycznie mozliwe
w stanach bardzo ostrej hemolizy przebiegajacej z wydtuzeniem czasu dojrzewania
prekursoréw erytrocytéw. Podana powyzej warto$§¢ wspolczynnika destrukeji sta-
nowi przy tym warto$¢ bliska ,,granicznej”. Jej zmniejszanie powoduje wydluze-
nie wymaganego dla pojawienia si¢ trwatych oscylacji czasu dojrzewania erytrocy-
téw . Gdy natomiast warto$¢ wspolczynnika o wzrasta, na przyktad do notowanej
w stanach ostrej hemolizy wartoéci 0,7, mamy:

.

o=-P — 0636 > =0368
oy e

i zgodnie z twierdzeniem 3 pojawienie si¢ nie zanikajacych oscylacji jest niemozliwe.

Reasumujac mozna powiedzieé, Zze trwale oscylacje ilosci krazacych erytrocytow
sa niemozliwe zaréwno u cztowieka zdrowego, jak i przy skrajnie silnej hemolizie.
Moga si¢ one natomiast pojawié w stanach ostrej hemolizy z przediuzonym okre-
sem dojrzewania erytrocytéw. Utrzymywanie si¢ jednakze takiego stanu w orga-
nizmie czlowieka jest przez dluzszy czas niemozliwe.
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Tablica I
o E(0) : o E(o) o E(o) !
,,,,,, e 77_ e
0,010 3,385 | 0,100 1,746 | 1,000 0,567
0,020 | 2,861 0,200 1,326 5,000 0,169
0,030 i 2,565 0,300 1,105 6,000 0,144
0,040 ; 2,360 0,400 0,959 7,000 0,126
0,050 | 2,205 0,500 0,853 8,000 0,112
0,060 : 2,081 0,600 0,771 9,000 0,100
0,070 1 1,977 0,700 0,706 10,000 0,091
, 0,080 | 1,889 0,800 0,652 11,000 0,084
[ 0,09 1,812 0,900 0,606 12,000 0,077
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