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Zastosowanie funkcji sklejanych stopnia 3-go do rozwia-
zywania dwu-punktowego, liniowego zadania brzegowego.

(Praca wptyneta do Redakeji 25.05.1991)

Streszczenie. W pracy podany jest algorytm, ktdry konstruuje funkcje sklejana stop-
nia 3-go bedaca rozwiazaniem przyblizonym 2-punktowego, liniowego zadania brzegowego
dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Korzysta on z faktu, ze wspotczynniki poszuki-
wanej funkcji sklejanej zaleza liniowo od parametru ¢, ktdry jest réwny wartosci tej funkcji
sklejanej w wezle zg. Algorytm wymaga O(N) dziatan arytmetycznych, gdzie N jest liczba,
podpodzialéw rozwazanego przedzialu. Oprécz algorytmu przedstawione sa wyniki obli-
czen, ktore uzyskano testujac algorytm na kilku przykladach.

1. Wstep W pracy rozpatrywane bedzie liniowe zadanie brzegowe rzedu
2-go

(1.1) Ly = y"(z) + p(z)y'(z) + q(2)y(z) = f(z), =z € (a,b),

hy=y(e) =7,

Ly =yb)=7. °

Przyblizonego rozwiazania tego zadania bedziemy szukaé w postaci funkcji
sklejanej stopnia 3-go z wezlami a = zg < z; < ... < zx = b, ciagle] wraz z
pochodnymi rzedu 1-szego i 2-go.

Zatézmy, ze funkcje p(x), g(z) i f(z) a takze rozwiazanie zadania (1.1)-
-(1.2) sg dostatecznie gladkie.

W poprzednich latach ukazalo si¢ w literaturze szereg prac, w ktérych
rozwigzanie przyblizone zadania (1.1)—(1.2) jest funkcja sklejana. Omdéwimy
tutaj kilka z tych prac. W publikacji [11] jest opisana metoda kollokacji.
Podany algorytm, wyznaczania funkcji sklejanej, sprowadza sie do rozwia-
zania liniowego ukladu réwnan, z pelna macierza, co wymaga wykonania
O(N3) dzialan arytmetycznych. W [3] i [5] podano podobny algorytm ale

(1.2)
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z macierza Hessenberga, co zmniejszylo ilo$¢ dzialan do O(N?). Autorzy
w pracach [2] i [6] skonstruowali algorytmy, ktére dawaty w efekcie ukiady
réwnan liniowych o macierzach tréjdiagonalnych. W pracy [1], dla zadan
omowionych w [2], podane s schematy ekonomiczne oraz oszacowanie bledu
w przypadku funkcji sklejanych stopnia 5-go i 7-go. Ponadto w [4], dla réw-
nah rozniczkowych rzedu m > 2, udowodnione sa, twierdzenia o zbieznosci
metody kollokacji z zastosowaniem funkcji sklejanych réznych stopni.

Dla zagadnien poczatkowych mozna réwniez okresla¢ rozwiazanie przy-
blizone w postaci funkcji sklejanej z tym, ze np. w pracach [8], [9] i [10] jest
ona wyznaczana kolejno, przedzial po przedziale.

W pracy tej bedzie podany podobny algorytm do przyblizonego rozwia-
zywania zadania (1.1)-(1.2). Korzysta on z faktu, ze wspdlczynniki poszu-
kiwanej funkcji sklejanej stopnia 3-go zaleza liniowo od parametru ¢, ktdry
jest rowny wartosci pochodnej tej funkcji sklejanej w wezle zy. Algorytm
wymaga O(N) dzialan.

Oprdcz algorytmu, oméwione jest oszacowanie bledu metody oraz przed-
stawione sa wyniki obliczen numerycznych, ktdre uzyskano testujac algo-
rytm na kilku przyktadach.

2. Oznaczenia 1 definicje. W tym paragrafie zostang podane ozna-
czenia i definicje dotyczace funkcji sklejanej stopnia 3-go. Niech A bedzie
ukladem wezléw dzielacym przedzial [a,b] na N czesci tzn.

(A) a=zo<az1<...<zy=b

DEeFINICIA 2.1 [7] Funkcje S : [a,b] — R o wlasno$ciach
1° S(z) e C[za’b],
2° w kazdym przedziale [z, zx4+1] £ = 0(1)N — 1, S(z) jest wielomianem
stopnia 3-go,
nazywamy funkcja sklejanga stopnia 3-go na podziale A.
Niech M; = §"(z;), 7 = 0(1)N. Wtedy (patrz [12]), w kazdym przedziale
[Tk, 2kg1], S"(z) jest funkcja liniowa postaci

(2.1) §"(z) = Mkf”—"-;lil—iﬁ + Myg “’h‘ Tk
k+1 k+

gdzie hgy1 = Tey1 — Tk

Calkujac dwukrotnie (2.1) dostajemy

. Trey — )2 r—xi)?
o) s@=-am Iy, B,
i

(Trq1 — ) (z —ax)®

(2.3) S(z)= M; + Ak(z — zx) + B,
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Ak, By — stale.
7 warunkow ciagtosci S(x) i S’(z) w punktach zx, £ = 1(1)N — 1 mamy

hi + hy
_"___é_"_’}'l_*_/_lk_l’

(2.5) Bi = Mg(h} — hi 1)/6+ Ak—1hi + Bi_y.

(2.4) Ay = My

3. Algorytm Niech
My = Mt+ M), k=0(1)N
(3.1) Ap = Akt + A9,
B, = Bjt+ B), k=0(1)N-1.
Funkcje sklejang S(2) stopnia 3-go, ktdra jest rozwiazaniem przyblizonym
(1.1)(1.2) w przedziale [@g, 21] wyznaczymy z warunkéw
(3.2) §"(z0) = =poS'(x0) — q05(x0) + fo,
(33) S”(JL‘l) = —plS’(:cl) - qls(:cl) + fl,
gdzie S(20) = Ya, $'(z0) = 1, S(21) = My 2 + Aghy + Bo, §'(z1) = My 2 +
Ao, pi = p(2:), i = q(2:), fi = f(=:),1=0,1.
Z (3.2) dostajemy
Mg= —po, M?= fo — g0y
(3.4) Aj=1+ M8, AJ= MOYy,
Bl= -M}%,  BY=17,- MJ"
0= —Mp g 07 Ya— Mo 5
Jedli my = 14+ 0.5h1p1 + 1h3/6 # 0, to z (3.3)
M{ = (=(p1 + q1h1)A§ — 1 Bg) /ma,
MY = (fi = (;1 + @1h1) A — 1 By )/ ma.

Ogolnie, znajac funkcje sklejang w przedziale [zx_1,2x] tzn. wspdlezyn-
niki M}_,, MJ)_,, A}_,, AL_,, BL_;, BY_, oraz M} i M okreslamy ja
w [z, 2re1] korzystajac, po pierwsze, z warunkdw ciaglosci (2.4) i (2.5).
Skad

2
1

(3.5)

Ay h

i igltk k i
Aj = My( 2+1 +’22_)+Ak—1’
3.6 ; bt b ; .
0 B = MiCE - ) LAl bt By,

i=0,1, k=1(1)N - 1.
A po drugie, zadajac aby
(3.7) 7 S™(&ke1) = —pra1 5 (@h41) = 1S (Tha1) + frra,
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- h? .
glee S(mk+1) = ]uk—H L6+1 + Akh,;ﬂ_l + Bk, 5’($k+1) = A’I};+1 hk2+l + Ak,
Per1 = P(@rs1)s Gh1 = @(2pq1), e = f(Thgr).

Z (3.7) dostajemny

Mk1:+1 = (—(pr4r + (1k+1hk+l)A}c - (1k+1B};)/771k+1,

MRy = (feer — (Prgr + Qo1 rg) Ak = Qa1 Bi) /Mg

k = 1(1)N — 1, przy zalozeniu, ze my = 140, 5peq1hrpt + qrerhiy /6 # 0.
Drugi warunek brzegowy we wzorze (1.2) daje réwnanie na parametr ¢

(3.9) (MAR% )6+ AN_ hn+ Bh_)t = 75— MYh% /6 - A% hn — B&_, .

Algorytm jest prosty i polega na

1° Obliczeniu M}, M? i = 0(1)N, A}, A? oraz B}, B? dla i = 0(1)N — 1,
odpowiednio ze wzoréw (3.4)—(3.5) oraz (3.6) i 3.8).

2° Obliczeniu parametru ¢ z réwnania (3.9).

3° Obliczeniu wspélczynnikéw M;,i = 0(1)N, A; oraz Bt = 0(1)N — 1 ze
wzorow (3.1) z parametrem ¢t wyznaczonym w punkcie 2°, ktdre okreslaja
funkcje sklejana, bedaca rozwiazaniem przyblizonym zadania (1.1)—(1.2).

(3.8)

4. Oszacowanie bledu Oznaczmy przez 5; = S(z;) i y; = ylz;), odpo-
wiednio, rozwiazanie przyblizone i dokiadne w punkcie z;.
Postepujac podobnie jak w [6] mamy

h? h?
Si=8Sis1+hiSi_ + = 5" 1+ = 5"'1)+,

(4.1) AS: = S,Ll‘_l + hfisz{l_l P l (S"’ )
Sz” = Sz”—l + hi(sz{,il)+» i = 1(1)N’
gdzie (S1,) = §"(wioy +0) = MigMhms

h? h-
i = Yic1 + hayi_y + iy + =ity + Ro,

2 6
R2
(4'2) yz y; 1 + hlyz 1 + - y:”] + Rli’
yi = -/i 1 + h J”, + R‘_Jq_, 7: 1(1)N,
gdzie
h? h? h?
(4.3) Ro; = 51Y y™V (&), Ry = s Y(&D), Ry = .—ylv(fz{l),

gdZie Eiv :sfi, € (mi—-lﬁmi)'
Niech h = maxh;, M = max |y (z)|, wtedy
1 r

(4.4) il < nr, IR -1<ﬁM Rl <1,
. O] > 24 ’ 1if = 6 ) 21 2
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Dla bleddw ¢; = S —yi, eb = Sl —yl, el =S =yl i ()¢ = (5”’)+
otrzymujemy, odejmujac od (4. 1) wzory (4. 2) zaleznosci
h?
€ =¢i-1+ hifg_l + ‘_2152,_1 + l (5:"1 + — Ros,s

h‘)
(45) 82 = Ez 1+ h; 82 1+ 21(‘./” )+ — Ruyi,

ei = ei_y +hilely)y — Rai.
Odejmujac od (3.7) réwnanie (1.1) w punkcie z; dostajemy
(4.6) el + ])iEIi +qic; =0, i=0(1)N.

Wyznaczajac z ostatniego rownania we wzorze (4.5
y Ja g
1
€ —eily | Ry
o el e

III
)+ B h,‘ hi

i podstawiajac do niego ¢/ oraz ¢}_; ze wzoru (4.6) dostajemy

pich — qi€i + P16k i—1E5— Ray;
(4.7) (5[/[ )+— I 12 ]ll 1+(I 121+_2

hi hi '
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Wstawiajac (4.7) do dwdch pierwszych wzordow w (4.5) i porzadkujac otrzy-

mujemy uktad réwnan

h; h;
(1+pz, )E + = (11";:

h, h; h;
=(1— =piz1)€iy — =¢i-1€i-1 + = Rai — Ryy,
(4.8) 2 2 2
) h? h?
Pi—6L£§ +(1+ (Ii“l_)fi =
h; h? h?
=(1- 37)1 1)hi€l 1+(1“'—‘Qz)51 1+ — R21 Ro;.
Skad
(49) 6520151' 1+h'02€§ 1)+C$
' ¢i = Dle; 1 + Dici_y + D},
gdzie
h? h; h?
: ((1 - 71(12 1)(1 + 2 —Di ) + 2[)1)/7712,
h; h; h? h;
= (L= Zpict)(L+ 5pi) = Pl = Spiz1))/mi,
h; h? h? h?
C? = (—Ro;(1+ %p,‘) + %piRu‘ + FRU + R2z)/mn
1 h? 1 h?
1 _ (Lt oy a1 = Mg .
D; = hy( 2(11—1(1 + 6 ) 'qu(l 3 gi-1))/mi,
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, }21 hq h.,'
P =+ = )(1 - 3 Pi- 1)~ (h(l - ?Pi—l))/mi»
h; h hi
D? = (?qiROz (1 + — (Iz)Rlz + R"t)/'mn
przy zalozeniu, ze m; = 1 + 0.5h,-p,- + h?qi/ﬁ #0dlai=1(1)N.-
Poniewaz gg = 0 wiec (4.9) mozemy zapisa¢ w postaci
g, = E,l t E?
(4.10) ot o
eh = Fleh + F?,  i=1(1)N,
gdzie
El=0, E}=0, F=1, F =0,
El = ClE}_ + BCIFLy,
(4.11) E}=ClEZ | + h,-C,?"F,?_l +C3,
F! = D}E} | + D}F
F? =D!E? | + DzF,2 4+ D3 i=1(1)N.

Z (4.4) oraz (4.11) otrzymujemy oszacowania

9 1h?
BN <pth, B2 S 2
(4.12) A%B

IFl<o', |Ff|<o®—

- - 24
gdzie pi = max !}, o7 = m@xag, j=1,2
1 %

oraz pa =0, ug=0, o =1, at=0,

i = Copti_y + Cyoly,

I —Coltz 1+C’30;" L+ Cos

a; = Oﬂz 1+D0 i—11

o2 = Dbu?_ | + Dol + D, i=1(1)N,
Ci = max|Ci|’ Df = max|Dj|, 3=1,2

Mh Mh3
|C’?I - CO, ID?l < DOv
gdzie
3 = oy ILE 5Pl LRl +2)
0 : [ ’
D=m 2 ,q,|+4|1+6|+6)

i |
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Poniewaz 0 = ey = E\el + E% wiec

2 2 Mh?
| EX P73~ _ Nps.

|[EN] = hmin; p!

(4.13) les] =
Jesli podzial A jest taki, ze

my =1+ hkpk-f- #()Vk

oraz

h‘.’
]\/IN_é! + An-1hn + By_1 #01 EN #0,

to algorytm podany w paragrafie 3 jest dobrze zdefiniowany.
Laczac nierdwnosci otrzymane w paragrafie 4 dostajemy

TWIERDZENIE 4.1. JeZeli rozwigzanie zadania (1.1)-(1.2) tzn. funkcja
y(z) € C'a b Lh= T -, dla i = O(1)N — 1, to w punktach podziatu A
zachodzq oszacowania
max |¢;] < Nih?,  max|el| < Nyh3,

(4'14) " 3 et : _
max |¢]| < Nsh®, max|(¢]")4| < Nah, ¢=0(1)N -1,

gdzie state N; dla j = 1(1)4 nie zalezq od h.

Dowdd. Z (4.10) i (4.12) oraz (4.13)

o MA4
leil < |EMleh| + |E? < p!NA* 4 p? —— S = Nkt

Analogicznie

L MB
€8] < |F2lleh) + | F2| < o7 NAS + a~Af£4‘ = NohP

Z (4.6) le| < max; |pi||el| + max; |gi|je;] < N3h®.
Natomiast

Al )4 | < lefyrl + 1e¥) + [Raiva]| < 2N3h° + - Mh2
Skqd |(€:~”)+] < N4hr.

Na podstawie tego twierdzenia mozna wykazac

TWIERDZENIE 4.2. Zaldzmy, Ze spetnione sq zatozenia twierdzenia 4.1,
wtedy dla z € [z;,2;41], 1 = 0(1)N — 1 mamy

(4.15) |S9(z) = yi()| < KGR =0(1)2,

gdzie K ; state, ktore nie zalezq od h.
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Dowdd. Dla x € [z;,%;41], korzystajac ze wzoru Taylora, mozemy na-
pisac

1 9
S(x) = y(z) =i + €iw — @) + 3ei (€ — @)+
1 1 o
+ 6(52")+(-’L‘ —xi)’ + ﬂylv(fi)(l' - zi),

gdzie &; € (z,2).
Stad

1y, 1 1
|s(2) = y(@)} < leil + leilh + led|p” + gl(fs‘i")+|h3 + oy MY

Korzystajac z poprzedniego twierdzenia (wzory (4.14)), dostajemy osta-
tecznie

15(2) — y(z)| < Koh.
Podobnie

. . 1 1
18(2) — o/ (2)] < lel + IefIh+ (e b2 + ¢ MA® < Kyh?
1S7(2) = 3" ()] < X1+ (1)l + S MA? < Kb,

5. Przyklady numeryczne Niech blad = max|5(z;) — y(z:)|, gdzie
1

S(z;) — wartoéé funkcji sklejanej, bedacej rozwiazaniem przyblizonym a
y(z;) — warto$¢ rozwiazania dokladnego zadania (1.1)-(1.2) w wezle ;.
Metoda opisana w paragrafie 3 zostala wytestowana na nastepujacych przy-
ktadach
Ay +ay —y=ze® —|z|(6 1227 = 32%), -1 <a <1, y(-1)=e1 -2,

y(1) = e,

rozwiazanie dokladne y(z) = e* — |z|(2? — 2°).
B.y'"+y=0,0<z<7/2,y0)=0,y(r/2)=1,

rozwigzanie dokladne y(z) = sin(z).
C.y"=6z,0<2<1,y0)=0,y1)=1,

rozwiazanie dokladne y(z) = 2°.

W obliczeniach podzial A przyjeto rownomierny tzn. 2 = a + th, ¢ =
0(1)N, Nh = b — a. Wyniki obliczei, dla réznych wartosci N, zostaly wy-
konane na emc R-32 i sa przedstawione w 3-ch tabelach ponizej:



[6]

(1)

(12]
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Tabela 5.1 (przyklad A)

N parametr ¢ blad

10 7.3979 9.8-1073
20 7.3754 2.5-1073
40 7.3698 6.1-107*

Tabela 5.2 (przyklad B)

N parametr ¢ blad
10 0.99897 5.7-10~*
20 0.99974 1.4-1074

40 0.99993 3.6-10735

Tabela 5.3 (przyklad C)

N parametr ¢ blad
10 1.81799 - 1015 1.1-10~15
20 4.99600 - 10~16 6.7-1016
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Summary

The Use of Cubic Spline Functions
to Two-point Boundary Value Problems

In this paper we consider an algorithm for cubic spline function approximation of the
solution of two-point boundary value problem for second order linear ordinary differential
equation. This algorithm requires 0(N) arithmetical operations, where N is the number of
subdivisions of considered interval. Error bounds for the solution are derived and numerical
examples are given.





