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Zastosowanie funkcji sklejanych stopnia 3-go do rozwią-
zywania dwu-punktowego, liniowego zadania brzegowego.

( Praca wpłynęła do Redakcji 25.05.1991)

S treszczen ie. W pracy podany jest algorytm, który konstruuje funkcję sklejaną stop-
nia 3-go będącą rozwiązaniem przybliżonym 2-punktowego, liniowego zadania brzegowego 
dla równań różniczkowych zwyczajnych. Korzysta on z faktu, że współczynniki poszuki-
wanej funkcji sklejanej zależą liniowo od parametru t, który jest równy wartości tej funkcji 
sklejanej w węźle xo- Algorytm wymaga O (N ) działań arytmetycznych, gdzie A  jest liczbą 
podpodziałów rozważanego przedziału. Oprócz algorytmu przedstawione są wyniki obli-
czeń, które uzyskano testując algorytm na kilku przykładach.

1. W stęp W  pracy rozpatrywane będzie liniowe zadanie brzegowe rzędu 
2-go

(1.1) Ly = y " (x )  +  p(x)y'{x) +  q{x)y(x) =  f ( x ) ,  x G (a,b),

hy  = y(a) = 7a,
h y  =  y(b) =  76.

Przybliżonego rozwiązania tego zadania będziemy szukać w postaci funkcji 
sklejanej stopnia 3-go z węzłami a = xq < x\ < ... < xjy =  6, ciągłej wraz z 
pochodnymi rzędu 1-szego i 2-go.

Załóżmy, że funkcje p(x), q(x ) i f ( x )  a także rozwiązanie zadania (1.1)- 
-(1.2) są dostatecznie gładkie.

W  poprzednich latach ukazało się w literaturze szereg prac, w których 
rozwiązanie przybliżone zadania (1.1)—(1.2) jest funkcją sklejaną. Omówimy 
tutaj kilka z tych prac. W publikacji [11] jest opisana metoda kollokacji. 
Podany algorytm, wyznaczania funkcji sklejanej, sprowadza się do rozwią-
zania liniowego układu równań, z pełną macierzą, co wymaga wykonania 
0 ( N 3) działań arytmetycznych. W [3] i [5] podano podobny algorytm ale
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z macierzą Hessenberga, co zmniejszyło ilość działań do 0 ( N 2). Autorzy 
w pracach [2] i [6] skonstruowali algorytmy, które dawały w efekcie układy 
równań liniowych o macierzach trójdiagonalnych. W pracy [1], dla zadań 
omówionych w [2], podane są schematy ekonomiczne oraz oszacowanie błędu 
w przypadku funkcji sklejanych stopnia 5-go i 7-go. Ponadto w [4], dla rów-
nań różniczkowych rzędu m > 2, udowodnione są twierdzenia o zbieżności 
metody kollokacji z zastosowaniem funkcji sklejanych różnych stopni.

Dla zagadnień początkowych można również określać rozwiązanie przy-
bliżone w postaci funkcji sklejanej z tym, że np. w pracach [8], [9] i [10] jest 
ona wyznaczana kolejno, przedział po przedziale.

W pracy tej będzie podany podobny algorytm do przybliżonego rozwią-
zywania zadania (1.1)—(1.2). Korzysta on z faktu, że współczynniki poszu-
kiwanej funkcji sklejanej stopnia 3-go zależą liniowo od parametru t, który 
jest równy wartości pochodnej tej funkcji sklejanej w węźle x q - Algorytm 
wymaga O (N )  działań.

Oprócz algorytmu, omówione jest oszacowanie błędu metody oraz przed-
stawione są wyniki obliczeń numerycznych, które uzyskano testując algo-
rytm na kilku przykładach.

2. Oznaczenia i definicje. W tym paragrafie zostaną podane ozna-
czenia i definicje dotyczące funkcji sklejanej stopnia 3-go. Niech A będzie 
układem węzłów dzielącym przedział [a, 6] na N części tzn.

(A ) a = x0 < x i < ... < = b.

Def in ic ja  2.1 [7] Funkcję S : [a, 6] —> R o własnościach
i"
2° w każdym przedziale [a^, Zfc+i] k = 0(1 )N  — 1, S(x) jest wielomianem 

stopnia 3-go,
nazywamy funkcją sklejaną stopnia 3-go na podziale A.
Niech Mj =  S " ( x j ) , j  — 0(1)A. Wtedy (patrz [12]), w każdym przedziale 

[ark, Zfc+i], S "(x)  jest funkcją liniową postaci

(2 .1) S "(x )  = M kXk+' X +  Mk+r  Xk
hk+1 lk+l

gdzie — Xk+ 1

Całkując dwukrotnie (2.1) dostajemy

(2.2) s ' ( x ) = - M k (xk: r x ? + + a .2/i/c+i 2 hk+l

(2.3) S(x) =  M k{Xk+l ^  +  M k+1 (X Xk)3 .+ Ak(x -  x k) +  Bk,
Oh/c+l Oft/e+l
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A/,, Bk —  stale.
Z warunków ciągłości S (x) i S'(x) w punktach Xk, k = 1(1)N — 1 mamy

(2.4)

(2.5)

Ak =  M k ^ f ^  + A k -u

Bk — Mk(Jlk ~ +  Ak-ihk  +  Bk-i'

3. A lgory tm  Niech

M k = M lkt +  M°k, k = 0(l)N
(3.1) Ak = A\t +  A°k,

B k = B\t + B°k, k =  0(1)1V — 1.

Funkcję sklejaną S (x ) stopnia 3-go, która jest rozwiązaniem przybliżonym
(1.1) —(1.2) w przedziale [n*o,^i] wyznaczymy z warunków

(3.2) S "(xo) =  -poS'(xo) -  q0S(x0) +  /o,
(3.3) S "(x1) =  - p 1S'(x1) -  q1S(x1) +  f u

gdzie S(x0) =  7a, S'(x0) =  t, 5(ari) = M i ^  + A 0h i + B 0, S '(x i)  = +
^ o , Pi =  p (^ i ) ,  Qi =  q { x i ), /*• =  /( .T f) ,  i =  0 ,1 .

Z (3.2) dostajemy

Mq1 = ~P0 , M f = /o -  (folą,
(3.4) +  A °= M 00^ ,

B q ■— ‘Ja M q ~8~.

Jeśli mi =  1 +  O.bhipi -f q\h\/Q 0, to z (3.3)

Mi1 = ( - (p i  +  g ih i)A j -  ę i5 j) /m i ,

M i = ( h  ~ (Pi + -  qiBo)/mu
(3.5)

Ogólnie, znając funkcję sklejaną w przedziale [xfc_i,arfc] tzn. współczyn-
niki M j_ l5 A J . j , Ą _ l5 oraz i określamy ją
w [z*;, korzystając, po pierwsze, z warunków ciągłości (2.4) i (2.5).
Skąd

(3.6)

A i = M t i ^  +  y ) - M L i -  

Ą  =  M l ( hA  -  ^ t i )  +

* = 0,1, fc =  1(1)N -  1.

A po drugie, żądając aby

(3.7) S " (x k+i) = -pk+iS'(xk+i) -  qk+iS(xk+i) +  fk+1 ,
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gdzie 5(a‘ /c_|.i) — M k+i *6+1 + A kh,k+i + Bk, S'(xk+1 ) — M k+\ hkn 1 4- Ak,
Pk+l  =  pC^fc+ljł </H-l — //(^fc+l)* fk + 1 = /(-^fc+l)- 

Z (3.7) dostajemy

^  ^ffc+1 — (~  (Pfc+1 +  “  <Zk+l-#i!-)/m A:+lł

Mfc+1 = (A'+l -  (Pfc+1 + gfc+l f̂c+lM& -  </A:+l5fc)/mfc+1.
k =  1(1)A  — 1, przy założeniu, że mk = 1 +  0 ,5pjt+i hk+1 + qk+ih2k+1/6 ±  0. 

Drugi warunek brzegowy we wzorze (1.2) daje równanie na parametr t

(3.9) (M'Nh2N/ 6 +  A ’v.j/i.jy + B ^ . i  )i = 76 -  M%h%/6 -  A0N^ h N -  8 % . , .

Algorytm jest prosty i polega na
1° Obliczeniu M } , M f i =  0(1)A , A j, A? oraz B], BJ dla i = 0(1)A  -  1, 

odpowiednio ze wzorów (3.4)-(3.5) oraz (3.6) i (3.8).
2° Obliczeniu parametru t z równania (3.9).
3° Obliczeniu współczynników M i,i =  0(1)A , A; oraz B[i = 0(1)A  — 1 ze 

wzorów (3.1) z parametrem t wyznaczonym w punkcie 2°, które określają 
funkcję sklejaną, będącą rozwiązaniem przybliżonym zadania (1.1)—(1.2).

4. Oszacowanie błędu Oznaczmy przez Si = S (x {) i yi — y{xi), odpo-
wiednio, rozwiązanie przybliżone i dokładne w punkcie 

Postępując podobnie jak w [6] mamy

(4.i;

S, =  S i.,  + hiSl., +  S s u  + ^ (S ," !,)+ ,

s [  =  s u  +  h , s u  +  S ( s ' U ) + ,

S" = S U + h i ( S 'U ) + ,  t = l(l)iV, 

gdzie (5 '" , )+  =  + 0 )  =

(4.2)

gdzie

(4.3)

hi

Vi — Vi-1  +  hiy'i_ i  -f  1 +  i 4- A o i,

y[ =  y [ -1  +  h iy ”_ i  4- +  ^ i ń

X/f =  2/I- 1  +  h iU i-i  +  -Roi, * =  1(1) A ,

/2oi = ^ y /V ( 6 M i i  = = ^ y /V (£ '),

gdzie € ( ^ - i , .^ ) .
Niech /z =  maxhj, AT = max \yIV(x)\, wtedy

l«0i| < |Rii| < j M ,  \R2i\ <  y j f .(4.4)
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Dla błędów e{ =  5* -  yi, £• = S[ -  ?/', s" = S” -  y” i (£•")+ = (ó'"')+  -  y"' 
otrzymujemy, odejmując od (4.1) wzory (4.2), zależności

(4.5)

Ei — E i-1 +  hiEi_ i +  ~ 2 £”_  i +  —1)+ — R oi,

e'i =  s'i-\ +  hie'l_  1 +  1 )+  ~  Ru-*

e ?  =  e ' U + h i ( £ " U ) + - R n -

Odejmując od (3.7) równanie (1.1) w punkcie X{ dostajemy 

(4.6) e ”  +  pi£i +  qt£i = 0, i = 0(1) N.

Wyznaczając z ostatniego równania we wzorze (4.5)
Jł
'i —1

( < - i ) + +h j li i
i podstawiając do niego £r/  oraz e ”_ 1 ze wzoru (4.6) dostajemy

(4.7) (C i)+
■pa Qi£i +  pi-i£i_i  +  R21

hi h{

Wstawiając (4.7) do dwóch pierwszych wzorów w (4.5) i porządkując otrzy-
mujemy układ równań

(4.8)

( i  +  Pi +  Y qi£i =

= ( 1 -  ij-Pi-i)£ 'i-i 

P i~ ^ £'i +  (1 +  Q i ~ ) £ i  —

hi hi
—  q i-\ £ i-\  +  — -1Ł2 i — R u

Skąd

(4.9)

gdzie

(1 -  +  (1 -  £ q i)e i - l  +  % -R ii -  Roi.

£i — C js i - i  + hiCfe'i_i +  C f , 
e', = D U t-i  + D U U  + D l

C} =  ((1 -  y 9 i - i ) ( l  + y P ;)  + Y^Pi)/mi,

C? = ((1 -  y P i-i) ( l  + j P i )  ~ f  Pi(l -  j P i - l ) ) / rrn

h hl hi hl
Cf  = ( — Roi( l +  -£pi) + -jrPiRli +  i +  R2i)/Wi6 6

D] =  h i ( ~ qi- i ( l  +  y 9 i )  -  ^qi( 1 -  y ? . - i ) ) / ^ ,
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D] =  ((1 +  f ) ( l  -  | p . - i )  -  f  « (1  -

D? =  ( j u R o i  -  (1 +  ^ < h )Rm + jR 2 i ) /m n

przy założeniu, że m* = 1 + 0.5/ijPś + h'jqi/Q ^  0 dla i =  l ( l ) iV • ' 
Ponieważ £0 = 0 więc (4.9) możemy zapisać w postaci

(4.10)
£i — Eje'o +  E j , 

e '^F/e'o  +  E?, i =  l ( l )N ,

gdzie

Ej =  0, El =  0, Fl =  1, Fq =  0, 
E j ^ C j E U + h l C f F ^ ,

(4.11) Ef =  C } E U  +  hi C f F U  +  C l
F} =  D } E U  +  D 2i F U
Ef =  D \ E U  +  D M - i  +  F > l i=  1(1) N.

Z (4.4) oraz (4.11) otrzymujemy oszacowania

\e ; \ < v 2
(4.12)

\ F } \ < ° 1 , 1^1 < ^ 2

gdzie ^  =  m ax//], crJ = max<r], j  = 1,2

MhA 
24 ’ 

M h 3 

24 ’

oraz

gdzie

Ho = 0, Ho = o, = 1, 4>
/4 — Co/4-i + C q cr]_■i?

= c ln l i d-C'o^--i + Co,
= ^o/4-i + ^ < 4-- i,O= d Ih}-\ + Dial-i + Dq, i

C'iu o — max |C/|, DjJZ = max |.DJI,Z

= o,

1(1W
3 =  1,2

ICfl < ^ c 03, |£>?l<
M /?3

24
i ) 3

0?

,3 _  (I1 +  ¥ p «1 +  +  2)Cq =  max

D q = max

m,-

Ijfojgil + 4|1 +  -̂| + 6)
m ;
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Ponieważ 0 = s N 

(4.13)

E lN£'0 +  E 2n  więc

I E lN\ < lL
2 M /i4 

24
|£jvl h min i ft]

Nh3.

Jeśli podział A jest taki, że

1 h 2
mk =  1 +  -/ifcPfc + t t  /  0,Va;

2 o
oraz

h2
M n ~7t  +  A n - i Iin  + i1 0 i Elf ^  0, o

to algorytm podany w paragrafie 3 jest dobrze zdefiniowany.
Łącząc nierówności otrzymane w paragrafie 4 dostajemy

T wie r d z e n ie  4.1. Jeżeli rozwiązanie zadania [1 .1)-{1 .2) tzn. funkcja 
y (x ) £ Cfn M i h =  Xi+i — Xi, d/a i =  0(l)iV — 1, to w punktach podziału A

max|£;| < A ^ 3,i
max |(£"')+1 < NąIi , i =  0(1)N -  1,

i

f/dzze stałe Nj dla j  =  1(1)4 nie zależą od h.

D o w ó d . Z (4.10) i (4.12) oraz (4.13)

kil < 1-4’ 1141 +  \E]\ < t^Nh* +M2^  = N.h*.

Analogicznie
A/f h 3

141 < I*?II4I +  I42l < + <r2 —  = N2h3.

zachodzą oszacowania

max |£;| < N\h4,
(4.14)

mąx|£''| < N^h3,

Z (4.6) |e-'| < max; |p;||£-| +  max; |</;||£;| < A 3/i3.
Natomiast

A|(4")+l < l4'+il + 141 +  l^ i+ il  < 2iv3ft3 +  l-M h \

Skąd |(ej")+l < N*h-
Na podstawie tego twierdzenia można wykazać

T wie r d z e n ie  4.2. Załóżmy, że spełnione są założenia twierdzenia Ą.l, 
wtedy dla x £ [a:;,£;+i], i =  0(1)A  — 1 mamy

(4.15) |Sj (z) -  yHx)\ <  K j hi - i

gdzie K j stałe, które nie zależą od h.

3 =  0( 1)2,
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D o w ó d . Dla x € [a:*,arj+i], korzystając ze wzoru Taylora, możemy na-
pisać

S(x) -  y{x) —Si +  e'i{x -  x {) + ^£"(x -  z,-)2 +

+  i ( £;")+ (*  -  *,-)3 + y / v ( ^ x  ~ x ^ ’

gdzie & G (x i ,x ) .
Stąd

k(*) -  y(*)l < M + kil * + |k"l ft2 + ÎG")+|ft3 + ^Afft4-

Korzystając z poprzedniego twierdzenia (wzory (4.14)), dostajemy osta-
tecznie

|5(.r) -  jr(*)| < I(0h4.

Podobnie

|5'V) - !/'(*)! < kil + ki'lft + |l(e"')+|ft2 + ̂ h 3 < ftkft3
1

|5";(* ) -  y"(x)\ < \e” \ + |(£j r)+|h + - M h 2 < Ii2Jr

5 . Przykłady numeryczne Niech błąd = max|5(.Ti) — 2/(a,*»)|, gdzie
i

S(xi) —  wartość funkcji sklejanej, będącej rozwiązaniem przybliżonym a 
y(xi) —  wartość rozwiązania dokładnego zadania (1.1)—(1.2) w węźle X{. 
Metoda opisana w paragrafie 3 została wytestowana na następujących przy-
kładach
A. y" +  xy' — y =  xex — |x|(6 — 12.r2 — 3.r3), —1 < x < 1, y( — 1) =  e_1 — 2,

y( 1) = e,
rozwiązanie dokładne y(x)  =  ex -  \x\(x2 — x3).

B. y" +  y =  0, 0 < x < tt/2 , t/(0) = 0, y{ tt/ 2) = 1, 
rozwiązanie dokładne y{x)  =  sin(.r).

C. y" =  6®, 0 < x < 1, 7/(0) = 0, 7/(1) = 1, 
rozwiązanie dokładne y(x)  = x3.
W obliczeniach podział A przyjęto równomierny tzn. x = a +  żh, i =  

0 (1 )A , Nh = b — a. Wyniki obliczeń, dla różnych wartości N,  zostały wy-
konane na emc R-32 i są przedstawione w 3-ch tabelach poniżej:
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Tabela 5.1 (przykład A)

N parametr t błąd
10 7.3979 9 .8 -10 "3
20 7.3754 2 .5 -1 0 -3
40 7.3698 6.1 • 10~4

Tabela 5.2 (przykład B)

N parametr t błąd
10 0.99897 5.7 • 10"4
20 0.99974 1.4 -10~4
40 0.99993 3 .6 -1 0 "5

Tabela 5.3 (przykład C)

N parametr t błąd
10 1.81799-1 0 "15 1.1 • 10~15
20 4.99600 • 10~16 6.7- 10"16
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Summary
The Use of Cubic Spline Functions 

to Two-point Boundary Value Problems
In this paper we consider an algorithm for cubic spline function approximation of the 

solution of two-point boundary value problem for second order linear ordinary differential 
equation. This algorithm requires 0(TV) arithmetical operations, where N  is the number of 
subdivisions of considered interval. Error bounds for the solution are derived and numerical 
examples are given.




