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A. SZCZUKA

Lublin

Ciagi w pelni réwnomiernie rozlozone
jako generatory liczb pseudolosowych

(Praca wptyneta do Redakcji 1.07.1991)

Streszczenie W pracy rozwazany jest problem komputerowej implementacji ciagéw
w pelni réwnomiernie rozlozonych (CUD). W czesci ogblnej pracy przedstawiono dziesigé
przyktadow ciagéw CUD. W czesci szczegélowej przedstawiono komputerowe implemen-
tacje ciagow Starczenki i Korobowa. Na skonstruowanych generatorach przeprowadzono
kilka testow.

Wprowadzenie Od przeszlo 40 lat, od chwili pojawienia sie pierwszych
komputeréw (ENIAC), do rozwiagzywania zadan metodami Monte Carlo ko-
rzysta sie z programowych generatorow liczb losowych. Liczby przez nie wy-
twarzane powstajace wg pewnych prostych algorytmoéw, nazywa sie liczbami
pseudolosowymi (a generatory generatorami liczb pseudolosowych). W pio-
nierskich czasach generatorami zajmowali sie miedzy innymi von Neumann

i Ulam. >
W pracy koncentrujemy sie na ciagach w peini réwnomiernie rozlozonych
(uzywamy réwniez skrétu CUD), bo — ogdlnie méwiac — nie maja one

dwéch gtéwnych wad powszechnie stosowanych generatoréw, a mianowicie

1) sa nieokresowe (tzn. maja okres réwny nieskoinczonoscé);

2) dla kazdego naturalnego s i dla kazdego przedziatu I C [0, 1]°, frakcja
liczb CUDu, lezacych w I, jest (w granicy) réwna mierze Lebesgue’a
tego przedzialu. Ta okoliczno$c sprawia, ze niektdre testy statystyczne
(np.niektdre testy niezaleznosci) sa, przynajmniej asymptotycznie, auto-
matycznie spelnione.

W rozdziale pierwszym przedstawiono definicj¢ ciagu CUD oraz podano
kilka ich konstrukcji. Zasadnicza czesciy pracy jest rozdzial drugi, w ktérym
opisano ogélne problemy zwiazane z implementacja CUDSw. Przedstawiono
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w nim réwniez implementacje komputerowe dwdch wybranych konstrukeji
takich ciagéw: Starczenki (1959) oraz Korobowa (1960). W rozdziale trze-
cim przedstawiono szereg testow umozliwiajacych poréwnanie rozwazanych
implementacji.

Literatura na temat problemoéw zwiazanych z generowaniem liczb pseu-
dolosowych oraz metod Monte Carlo jest tak bogata, ze zdecydowano sig
podac tylko prace cytowane. (Bogaty spis literatury zawierajacy 384 pozy-
cje podaje Niederreiter, (1978)).

1. Ciagi w pelni réwnomiernie rozlozZone.

DEFINICIA 1. Ciag punktow (R,,n > 1), R, € [0,1]°, n = 1,2,..,,
nazywa sie réwnomiernie roztozony na kostce [0, 1]%, jezeli dla kazdego z €

[0,1]°

 #{l<n<N:R, <z}
lim =
N—oo N
gdzie nieréwnosé z < y w R® jest rozumiana jako ,nieréwno$é dla kazdej
ze wspdhrzednych”, |z = [[5_, 2, dla & = (21,22,...,25) € [0,1]° oraz #A
oznacza moc zbioru A.
Weyl (1916) pokazal, ze jezeli ciag (Rn,n > 1), R, € [0,1],n =1,2,...,
jest réwnomiernie rozlozony na przedziale [0, 1], to dla kazdej funkcji f :
[0,1] — R!, catkowalnej wedlug Riemanna, ‘

|2

. 1 & !
(1) Nh_gnmﬁ;/uzm f f(z)dz

Wiasnosé (1) sugeruje, ze dostatecznie dlugie odcinki ciagédw réwnomier-
nie roztozonych ( Ry, R, ..., Ry) moga stuzy¢ do oszacowania wartosci calki.

DEerINIcia 2. Ciag punktéw (R,,n > 1), R, € [0,1],n = 1,2,...,

nazywa sie s-rownomiernie roztozony, jezeli ciag
((RT‘JR’IL-*-la--c,Rn-{-S—]), 712 1)

jest réwnomiernie roztozony na kostce [0,1]%. Ciag (Rn,n > 1) nazywa
sie w_pelni réwnomiernie roztozony (CUD), jezeli jest s-réwnomiernie roz-
lozony dla kazdego naturalnego s.

Oto kilka przykladowych konstrukcji ciagdw w peini réwnomiernie roz-
lozonych. (Kilka konstrukcji podano réwniez w pracy Zielitiskiego, (1989).)

Przyktad 1 (Franklin, 1963). Niech A(8), B(#), 6 > 1, bedq dwiema
funkcjami takimi, ze A ma ciggtq druga pochodng i na kazdym ograniczonym
przedziale w [1,00) ma co najwyzej skoriczong liczbe zer. Wtedy, dla prawie
wszystkich 8§ ciqy

({A(0)-0" + B(6)}, n>1)
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jest w petni rdwnomiernie roztoZony.

W szezegolnosei ciqgi ({6"},n > 1) oraz ({a-0™},n > 1), dla a > 0,
sq w petni rownomiernie roztozone dla prawie wszystkich 6. (Symbol {z}
oznacza czesé utamkowa liczby 2.)

Przyklad 2 (Lewin, 1975). Dla dowolnej liczby przestepnej 8 > 1
mozna skonstruowad liczbe o takq, zeby ciqg ({a-0"},n > 1) byt w peini
rownomiernie roztozony. Konstrukcja podana przez Lewina wyglqda naste-
pujgco. Dla danej liczby przestepnej 8 > 1 weimy dowolnq liczbe catkowitq
p > 8 1 zdefiniujmy dwa ciagi:

n1:0,

r—1
n, = Zpi, r=12,3,...
=1

gr =4p"pP", r=1,2,...

Niech a,, v = 1,2,..., bedqg liczbami catkowitymi takimi, e a, € [0,p,).
Niech
= q
1
o=

Wiedy ciag ({a - 0™},n > 1) jest w peini réwnomiernie roztozony.

Przyklad 3 (Lewin, 1981). Lewin podat konstrukcje takiej liczby 8,
ze ciqgg ({6"},n > 1) jest w petni réwnomiernie roztozony, a mianowicie

6= lim 0,
r—00
gdzie:

91 = 3,

a
0 = 0 . 4
r+1 rt+ GrPr :
P =4,

Pr4+1 = 4¢Py,
¢ = (8747 + 1) (e + 1)1,
t, = 24r (4(2r + 1)) "

gdzie a, € [0,q,) sq odpowiednio wybranymi liczbami catkowitymi.

Przyklad 4 (Korobow, 1956). Niech ¢ > | bedzie liczbg catkowita,
niech py, pa, ... bedzie ciqgiem liczb pierwszych takim, Ze

1,2
pn+1<€3p", n=1,2,...
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i niech P(n), n = 1,2, ..., bedzie ciggiem liczb catkowitych takich, ze

3
n (I%) < P(n) < ePn

n
Niech (v, n > 1) bedzie ciqgiem okreslonym wzorami
v =0, Vogr=va+9(n) ph-(pn—1)

Jezeli

a(x)—i 1 1 T
= len g ] B

to cigg ({a(n)q™},n > 1) jest w petni réwnomiernie roztozony.

Przyklad 5 (Korobow, 1960). Niech py,ps,... bedzie ciqgiem liczb
pierwszych takim, Ze

2k+ 1) < pp <22+ 1)F, dla k=1,2,...

oraz Y(k) bedzie dowolng funkcjq o wartosciach catkowitych takq, ze (k) >
k?. Okreslmy ciqg 19, 71,... w ten sposdb, Ze

To=0, 7T¢=7Ts- 1+k¢( )pk, dla k=1,2,...

Dowolng liczbe naturalng n mozna przedstawic w sposdb jednoznaczny row-
nosciq
(2) n=mp1+kytz, gdie k>1, 0<y<ypE)p—-1, 1<2zLZk

Wowczas ciqg
Ak, z
Dk

gdzie ay , = (2k+1)*~1 oraz liczby k, z,y,n sq okreslone roumosczq (2), jest
w petni rdwnomiernie roztozony.
Przyklad 6 (Starczenko, 1959). Niech
e = [e(ln k)ﬁ] 11
i niech py bedzie k-tq liczbq pierwszq. Cigg

{In2},{2-In2},...,{n1 -In2},
{In2},{ln3},...,{n2-1n2},{n, -In3},

{In2},{In3},...,{Inp},..., {ne-n2},{np-In3},.... {ny - Inpi},

jest w petni réwnomiernie roztozony.
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Przyklad 7 (Rauzy, 1973). Rauzy udowodnit, Ze jezeli funkcja cat-
kowita nie bedqca wielomianem, przyjmujqea na osi rzeczywistej wartosci
rzeczywiste, spetnia warunek

i sup Inln M(r) < 5
0o Inlnr 4
gdzie M(r) = sup{|f(2)| : |z| = 7}, to ({f(n)},n > 1) jest ciggiem w peini
rownomiernie roztozonym.
W pracy Zieliniskiego (1989) podano, zaproponowang przez Dwilewicza,
nastepujqgcq konstrukcje funkcji f spetniajqcej warunek Rauzy’ego:

o0

f(z)= Z anz"

n=1

gdzie (an,n > 1) jest dowolnym ciqgiem liczb dodatnich spetniajqcych wa-

runek
4
n {4n - 2"
n< 2 "exp ——
a, < exp{ 5( 5 )}

Przyklad 8 (Knuth, 1965). Podstawq konstrukcji Knutha sq skon-
czone ciggi A(b, k), k =1,2,..., gdzie b > 2 jest ustalonq liczbq naturalng,
odpowiednio wiele razy powtdrzone i nastepujgce jeden za drugim. Przez
A(b, k) oznaczmy ciqg A(b, k) powtdrzony n-krotnie. Np. (0,1)3(1)? = 0,1,
0,1,0,1,1,1. CUD Knutha ma postad

X1, Xoy ... = A(b, 1P, A(b2,2)22, A(B3,3)%2° ...
Ciqgi A(b, k)= (3, %2,..., Zgi) konstruuje sie w nastepujgcy sposob:

Yi=Yo=...=Yr=0
najmniejsze j €[1,b) takie, zZe krotka (Yn41,Yns2,. .oy Yntk-1,7)
Yot = jeszcze nie wystqpita w ciggu (Y1,Ye, .., Yo4k-1)

0, w przeciwnym przypadku

Jezeli b = 2 to opisany wyzej ciqg Knutha wygleda nastepujqco:

.0
} przez 4-krotne powtdrzenie otrzymujemy Xy, Xo,..., X3
1
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Xo = .00

Xi0 = .00

X1 = .01

X123 = .01

X1z = .10

X14 = .01

X5 = .11

X6 = .01

X1 = .00 przez 32-krotne powtdrzenie otrzymujemy Xg, X10,..., X520
Xis = .10

X9 =.10

Xgo = .11

X2 = .10
Xo2 =.00

X3 = .11

Xoq = .11 |

X591 = .000

X522 = .000

X593 = .000

X504 = .001 3. 28 = 192-krotnie powtarzajgc otrzymujemy

X521, X522, .., Xosgaza
X103z = 111
. itd.

Przyklad 9 (Knuth, 1969). W tej pracy Knuth nie podaje wprost
zadnej konstrukcji konkretnego ciggu CUD, szkicuje tylko teoretyczng metode
konstrukcyi takiego ciqgu.

DEFINICIA , Obliczalnej reguty podciqgu”. Niech S bedzie zbiorem o nie-
skoriczonej liczbie elementdw. , Regulq podciggu” R nazywamy nieskoriczony
ciqg funkcji (fo(z1,22,...,20),n 2 0,2, € §,i=1,2,...,n) o wartosciach 0
lub 1. Dla dowolnego ciggu X = (z;,1 > 0) elementéw zbioru S reguta pod-
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ciggu N definiuje podciqg ( X )R nastepujqco: x, dopisujemy na koricu ciggu
elementow juz wybranych wtedy i tylko wtedy gdy fn(z1,21,...,2,) = 1.
»Reguta podciggu” R jest ,obliczalng requiq podciggu” jezeli istnieje efek-
tywny algorytm wyznaczania wartosci fp(x1,22,...,2,) przy danych n,
21,289, ..., Ty, dla kazdego n > 0.

Niech R, R2, ..., oznacza nieskoriczony cigg ,obliczalnych regut podcig-
gow”. Jezeli teraz (X )Ry jest nieskoriczonym ciggiem réwnomiernie roztozo-
nym to mozna zdefiniowad (X )R 1R = ((X)Ry) Ra. Jezeli cigg (X )RRy ...
jest nieskoriczony, to jest on CUD.

Nastepnie Knuth ilustruje powyzszq metode konstrukeji CUD-ow wyko-
rzystujge nastepujgcq konstrukcje ciggu Walda. Niech V. = (Vy,n > 1)
bedzie ciqgiem ztozonym z wyrazéw przedstawionych w systemie dwdjko-
wym:

‘/0 = 0,‘/] = .1,"/2 = Ol,Vg = .11,""4 =.001
Vo= .crCrq...cil dla n=2"4+c¢12""1+.. . +e¢,

(3)

Niech Iyp,. b, 0znacza zbior wszysthich liczb w [0,1), ktérych reprezentacja
binarna zaczyna sige od 0.01bs ... b,

Ib1b2-.~br = [O.bll)g...br, O.bll)g...br+2-r)
Cliqy V,, jest rdunomiernie roztozony w [0,1), poniewaz
1

S_
n

'l)( n’) __ 2—7‘

n

gdzie v(n) oznacza ilosé wyrazow Vy, w Iy, 5, .

W koricu Knuth przedstawia zarys konstrukeji ciqgu CUDV 1, R, ...,
gdzie V' jest ciqgiem zdefiniowanym w (3), a R, Ra, ... jest nieskornczonym
ciqgiem ,obliczalnych regut podciqgow”.

W powyzszej konstrukcji Knuth nawiazuje do idei ,kolektywdéw” von
Mises’a (1919), wykorzystuje tez wyniki Walda (1937) i Kolomogoro-
wa (1963). '

Przyklad 10 (Cigler, Helmberg, 1963). Autorzy stwierdzajq bez
dowodu, zZe ciqy

o
Tp = {ane’ek} dla n=1,2...
k=0

jest w petni réwnomiernie roztoZony.

Wymienione przyklady konstrukcji CUD-6w sa w wigkszo$ci procedu-
rami wytwarzania kolejnych liczb ciagu (£n,n > 1) z przedziatu [0,1).
Powstaje pytanie, czy i jak takie punkty moze ,produkowaé¢” kompu-
ter?
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2. Implementacja komputerowa wybranych ciagéw w pelni réw-
nomiernie roztozonych.

2.1. Ogdlne problemy implementacji. Niech (z,,n > 1) bedzie da-
nym ciagiem CUD. Przez implementacje komputerowq (implementacje) tego
ciaggu rozumiemy skonstruowanie dla danych liczb ¢ > 0 oraz N > 0, algo-
rytmu i programu komputerowego realizujacego ciag (z,,n > 1) taki, ze

(1) |Z,'—£L',"S£, dla i:l,'Z,...,N

Implementacja zalezy od arytmetyki komputere, ktéra bedziemy oznaczali
liczba naturalna m z interpretacja, ze m jest maksymalna, liczba, cyfr dwdj-
kowych liczby pu, jaka mozna (dokladnie) zapisaé w komputerze. W przy-
padku liczb i € [0,1) oznacza to ograniczenie do liczb postaci z; = 0.b1b ...
cobas . ap,, gdzie by = 0,0 <[ < t,¢ > 0 oraz a;,1 < 1 < m sa cyframi
dwojkowymi. Warunki dla by,bs,...,b; sa konsekwencja ograniczeri cechy
liczby z;.

Zakresem implementacji nazwiemy najwieksza liczbe N = N(m,¢), dla
ktérej mozna zrealizowaé (za pomoca tej implementacji) ciag (z,,n > 1)
spelniajacy (1).

Efektywnosciq implementacyi nazwiemy liczbe S = S(m,e,n), gdzie S
Jjest suma wszystkich operacji podstawowych (operacji dodawania, odejmo-
wania, mnozenia, dzielenia, dzielenia modulo, poréwnania) potrzebnych do
obliczenia jednej liczby z,. Niech ponadto P, oznacza liczbe ,,miejsc pa-
mieci” komputera, zangazowanych do obliczenia liczby z,.

Gléwnymi problemami technicznymi zwiagzanymi z implementacja CU-
Déw o ktérych mdéwiono sa trudnosci polegajace na tym, ze
a) w typowych sytuacjach liczby z; oblicza si¢ jako czesci ulamkowe pew-

nych szybko rosnacych wraz ze wskaznikiem ¢ liczb z;.

b) liczby z; otrzymuje si¢ jako wyniki operacji na liczbach bardzo malych i
bardzo duzych;

¢) liczby P, rosna (bardzo) szybko wraz z n;

d) warunki poczatkowe algorytméw wymagaja skomplikowanych obliczen.

Powyzsze trudnosci zilustrujemy na podstawie przedstawionych w roz-
dziale drugim ciagéw CUD. W przykladach: Lewin (1975), Lewin (1981),
Korobow (1956), Franklin {(1963) uzywane sa czesci utamkowe pewnych
niewymiernych liczb ¢,¢ > 1, podniesionych do potegi n. Wprawdzie in-
teresuja nas tylko {¢"}, ale musimy oblicza¢ liczby ¢", ktdére rosna bar-
dzo szybko, np. gdy ¢ = 1.5,n = 25, to ¢ = 25 251.168294, ale juz dla
g=15,n=754" = 16 100 687 809 804.7266

Z drugiej strony nie znamy efektywnego sposobu wyznaczenia {¢"},n =
1,2,..., bez obliczania ¢".

Nawet dla 1 < ¢ < 2, dajacych si¢ przedstawi¢ w postaci ¢ = 1 + a,0 <
a < 1 wyznaczenie {¢"},n = 1,2,..., w sposéb rekursywny z wykorzysta-
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niem dwumianu Newtona,

n—1
" l=(14+a)"t = Z (n; 1) a* =

k=0
_(n-1 n n~-1 at n—1 Ayt n-—1 a1
Lo 1 2 i \n-1
A,—/ — ~ ~ S
A; A: A3 A" .
e AP AN g a= (" ~n
q _—kz:_o(k)a —<O)+1A1 a+...+nAn tz_(())-{-;i/l, a

jest nieefektywne i w komputerze prowadzi szybko do utraty cyfr znaczacych
(Liczby () rosna bardzo szybko np. (33) = 184 756, (30) = 137 846 528 820,
(59) = 126 410 606 437 752).

Problem (b) wystepuje w przykladzie 7 oraz w przykladzie 10. W kon-
strukcji Dwilewicza

f(z) = {Eanz"} ,

n=1

4n - 27\*
ap, <27 "exp (—%( n5 ) )

wykorzystywane sa liczby bardzo male. Liczby @, moga by¢ przykladowo
réwne '

n 4 an \4
e (3 (555) s
(2)

4n 2" in

— 2—n22'(‘%( B )4) > 2‘"‘”52 =a,

gdzie

ks
Wyznaczajac a,, ze wzoru (2) mamy:a; = 2717, gy = 278194 ¢

Nastepne a,, n > 3 szaleficzo maleja do zera. W arytmetyce wspdlczesnych
komputeréw mozna dokladnie przedstawié tylko dwa pierwsze a,,.

W przykladzie Knutha (1965) wystepuja latwo reprezentowalne w kom-
puterze liczby wymierne. Jednak w tym przypadku trudnoéci zwigzane sa z
mala efektywnosciq S oraz z szybko rosnaca liczbg P,. Podczas konstrukcji
wyrazow z A(b",n), n > 1, dla sprawdzenia czy krotka (z,z,...2,) juz
wystapila w konstruowanym ciagu trzeba pamigtaé (™)™ liczb.

W przykladzie 9 wlasciwie nie ma konstrukcji konkretnego ciagu CUD,
przedstawiona jest tylko teoretyczna konstrukcja pewnej klasy ciagéw spel-
niajacych warunki ciagéw CUD. Trudna do realizacji na komputerze jest
implementacja nieskonczonego ciagu ,obliczalnych regul podciagu” .

3 = 2—999331
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Powyzsze problemy techniczne powoduja, ze dla wigkszosci ciagéw CUD
praktyczna warto$é zakresu N(m,¢) jest stosunkowo mata, liczba, rzedu 103-
-10*. Natomiast ze wzgledu na zastosowania interesuja nas wartosci N (m,¢)
co najmniej rzedu 1019-10%°. Wydaje sie, Ze stosunkowo duze wartoéci
N(m,e) mozna osiaggnac dla ciagdw Starczenki (1959) i Korobowa (1960).
Witasnie te dwa ciagi wybrano do komputerowej implementacji.

Eksperymenty komputerowe prowadzono na komputerach zgodnych z
IBM PC XT\AT\386. Dla tych komputeréw arytmetyka m = 52 cyfry dwdj-
kowe nosi nazwe ,normalnej” arytmetyki zmiennopozycyjnej oraz m = 63
cyfry dwdjkowe ,podwyzszonej” arytmetyki zmiennopozycyjnej. Arytmetyki
te oznaczmy odpowiednio przez my i my. W przypadku komputeréw IBM
PC przez ,miejsce pamieci” komputera rozumiemy jeden bajt.

2.2. Implementacja komputerowa ciggu Starczenki (1959). Przy-
pominamy (rodz. 1, przyklad 6), ze ciag

{ln2},{2-In2},...,{ny - In2},
{In2},{ln3},...,{n2-In 2}, {ny -In 3},

(3)
{In2},{In3},...,{lnpe},..., {ne-In2},{ng-In3},...,{ng - Inp},

gdzie
ng = [e(l" k)s] +1

oraz py jest k-ta liczba pierwsza, jest w pelni réwnomiernie rozlozony.

Ze wzgledu na arytmetyke w komputerze mozna dokladnie reprezentowad
tylko K" poczatkowych liczb ny. W przypadku arytmetyki m; mamy K = 25.
Wstepna analiza ciagu (3) wskazuje, ze ciag ten jest latwy do realizacji w
komputerze. Oczywiscie mamy dane K poczatkowe liczby pierwsze py z
ciaggu liczb pierwszch (pi,1 < k < K) (wyznaczone innym algorytmem).
Dla malych k tatwo mozna wyznaczyé liczby ny wprost ze wzoru. Jednak
konstruujac ciag wprost z (3) bardzo szybko tracimy dokladno$é €. Juz dla
k=9 Inpy =1n19 < 5, ng = 40448 liczba ny -In k = 126 824.4700459022
jest wielko$cig rzedu 1.2 - 10° wiec komputerowa reprezentacja liczby {ny -
In £} moze mie¢ co najwyzej 9 cyfr dokladnych po kropce dziesietnej. Wraz
ze wzrostem k doktadno$é szybko maleje. Zakres N(mq, 107?) jest mniejszy
od

10
N(my,107%) = ) ni-i=2445718,

i=1
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gdzie ny = 2, ny = 2, n3g = 4, ny = 15, n5 = 65, ng = 315, ny = 1 585,
ng = 8 036, ng = 40 448, nye = 200 401.

Stosujac te metode reprezentacji ciagu (3), zwiekszenie wartosci zakresu
N(mj,e) mozna osiagnac kosztem utraty dokladnosci €.

Od wad tych wolna jest metoda oparta na wyznaczaniu wartosci {ny -
In i} za pomoca szeregéw (Knopp, 1956).

Mamy

142 o m(?n-{-l) 1}3 .7:5
1 =2 =2{z+—+—+... h) zf < 1.
n(l—m) ;)‘2n+1 I+3+5+ » dla 2] <

W szczegdlnosci z = 1/3

(4)
L+a 1 1 1 > 1
1 =In2 = = —F —+...] = A T T TTTeo T
n(l—x) In 2 (3+3‘33+5_35+ ) 27;)(27l+1)32n+1

dla x = (2p + 1)~1, gdzie p jest dowolna liczba naturalna

14+ 2 . ad 1
| =1 1) — =
(5) “<1_x) n(p+1)—lnp 22 T D2p 1

Szeregi (4), (5) sa szybko zbiezne np. dla (4) mamy

(o o]
1
2 <2
:Z (2m + 1 )32m+l (2n 4 3)32n+3

(1+1/94+1/92+..)

a wiec

1 1
< 2§ 1/: —

Dla (5) prawdziwe jest oszacowanie
< 1
2p(p +1)(2n + 1)(2p + 1)+

Korzystajac z réwnosci (5) mozna obliczyé logarytm naturalny dowolnej
liczby pierwszej p poprzez rozklad p — 1 na czynniki pierwsze np.

(6)

o0
1
Inll=mn2+n5+2 - - o
T;) (2n+1)(2-10 + 1)2n+1

Oznaczmy przez
o0
1

anzo (2n+ D)(2(k — 1) + 1)2n+1

(7) Ry =
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Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoréw (5) i (7) logarytmy kolejnych liczb
pierwszych mozna przedstawié¢ w postaci:

In2 =R,

In3 = Ry + Rj

In5=2R; + R;3

In7=2Rs + R3 + R7
(8) In11 =3R>+ Rs + Ry

In13 =3Ry + R3 + Ry3

In19 =3R> + 2R3+ Ry9

In23 = 4Ry + Rs + Ry + Ras

Ogdlnie logarytm dowolnej liczby pierwszej py, gdzie & > 1, mozna przed-
stawi¢ w postaci (8) nastepujaco:

(9) Inpy = Z a; Ry,
pi <Pk
Mozliwos$é reprezentowania ciagu (3) za pomoca szeregéw wykorzystano
do jego komputerowej realizacji.

Ogdlny schemat programu reprezentujacego ciag Starczenki

BEGIN
Wyznaczenie R; oraz {lnp;} dlai=1,2,..., K
1:=1
=1
l:=1
WHILE (: < K)
BEGIN
ng = [e(lnk)a +1
WHILE (j <m;)
BEGIN
WHILE (I <p; )
BEGIN
Wyznaczenie {j - Inp;}
=141
END
J=7+1
END
1:=1+41
END
END

W komputerowej realizacji pojawil si¢ problem dokladnosci wyznaczania
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danej liczby In py, gdzie k > 1. Jest to w istocie problem dokladnoéci ob-
liczenia szeregow R,,, dla p; < pi, we wzorze (9). Jezeli blad oszacowania
kazdego z tych szeregéw nie przekracza €9 > 0 to blad oszacowania liczby
In p; ma postaé

PR

4P <Pk
Jezeli liczba In py ma by¢ obliczona z dokladno$cia ¢, to wystarczy wy-
znaczy¢

(10) €0 < 2

Ei:psSm @
Na podstawie (6) mamy nastepujace oszacowanie dla reszt kazdego z szere-
gow Ry,

[>.9]

1
= ZZ @+ D(@(pi— 1) + 2~
1
© 2p(pi— D+ DEpi— D + D
Z kolei 7P > rPi dla i > 1. Wobec wzoru (10) wyznaczenie In py z doklad-
noscia ¢ sprowadza si¢ do sumowania po kg, Wyrazéw szeregéw R, , dla
i < p, gdzie k4. jest wyznaczone z nieréwnosci
1
4(2kmar + 1)3%Fmazt1
W komputerowej realizacji w celu redukcji liczby operacji w programie kazda
z sum R, obliczamy jednokrotnie.
Podczas wyznaczania sum szeregéow wystapil tez pewien klopot tech-
1

niczny zwi@zany zZ arytmetyk@ komputera, a mianowicie gdy ;3 <

{2 Zs o (23+1)(”(k A ES N } < 1oraz |a,| < € = 107™1; {0 zamiast

n—1 1
P({Ry}) = {2 ; (25 + 1)(2(k — 1) + 1)2s+1 } T

otrzymamy

n-1 1
P({Rk} {22 (25 4+ 1)(2 (k - 1)+ l)23+1} +0.

Co w konsekwencji prowadzi do dokladno$ci mniejszej niz zalozone ¢.
Starano si¢ temu w pewnym stopniu zapobiec. Po wyznaczeniu kolejnego
wyrazu a, sprawdzamy czy wyraz ten jest mniejszy od pewnej stalej ¢; =
10=* (zblizonej do €). Jezeli tak to dodajemy go do tej czesci sumy szeregu,
ktora jest mniejsza od ;. Jedli nie to rozdzielamy go na dwie czesci, czesé

< &p.
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wieksza od ¢ (dodajemy ja do sumy czesci wiekszych od e1) i czes¢ mniejsza
(dodajemy ja do sumy czesci mniejszych od €). Wynik jest suma obu czesci.

Nie rozwiazuje to jednak calkowicie problemu bo nieréwnoéé¢ a, < &€?
moga spowodowaé utrate cyfr znaczacych dla dalszych wyrazow szeregéw
(np. dla n = 20, k = 13, a, sa 1z¢du 1073™) W tym przypadku mozna
zastosowaé powyzszy pomyst na kilku poziomach doktadnosci (107¢, 1072¢,
1073%).

W opisanej metodzie P, jest dosé¢ duze, dla ustalonego I, réwna sie ono
P, =82 K 4+ 50 bajtéw.

Maksymalna warto$é¢ ny, jaka mozna dokladnie reprezentowaé w kom-
puterze wplywa bezposrednio na warto$¢ N(m,e). W arytmetyce m, zakres
N(my,¢) jest réwny:

25
N(mq,e) =Y n;-i= 10475097 912 550 448,
i=1
gdzie ny =2, ny =2, n3 =4, ng =15,
ns = 65, ng = 315, ny = 1 585, ng = 8 (036, ng = 40 448,
Ny = 200 401, ny; = 972 536, nyy = 4 609 846, ny3 = 21 310 546,
n1g4 = 96 017 491, ny5 = 421 606 658, n1g = 1 804 551 150,
ny7 = 7 532 409 024, n15 = 30 680 253 486, n19 = 122 021 630 171,
ngp = 474 219 072 258, ney = 1 802 209 089 278, nay = 6 702 484 682 127,
na3 = 24 411 109 899 200, noy = 87 130 384 764 031,

ngs = 304 987 684 882 156

Natomiast wartoé¢ ¢ nie wplywa bezposrednio na N(my,¢) (oczywiscie € >
107™1),

Doktadne wyznaczenie efektywnosci S(mq,e,n) jest trudne. W najlep-
szym przypadku S(my,e,n) = 10+ 25 - pu, gdzie p jest liczba skladnikéw
sumy (9). :

W najgorszym S(mq,e,n) = 154+ 7K + 150 - u, gdzie K liczba roz-
patrywanych liczb pierwszych, a u jest liczba skladnikéw sumy (9). ,Staty-
stycznie” jednak S(mq,¢e,n) osiaga warto$¢ zblizong do wartosci minimalnej.
W przedstawionym sposobie wyznaczania wyrazow ciagu (3) wartosé n nie
wplywa bezposrednio na S(mq,e,n). Natomiast istotny wplyw na wartosé
S(my,e,n) ma £; mniejsze ¢ wymaga sumowania wiekszej liczby wyrazéw
odpowiednich szeregdw co zwieksza warto$¢ S(my,e,n). Do obliczania war-
tosci S(my,€,n) uzyto programu komputerowego. Obliczenia prowadzono
bez uwzglednienia operacji wstepnych potrzebnych do wyznaczenia poczat-
kowych wartosci R,,. Wywolania funkcji bibliotecznych traktowano jako
instrukcje podstawowe.
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2.3. Implementacja komputerowa ciagu Korobowa (1960). Przy-
pominamy (rozdz. 1, przyktad 5), ze konstrukcja przykladu Korobowa wy-

glada nastepujaco. Niech pp,pa,... bedzie ciagiem liczb pierwszych takim,
ze
(11) 2k + )% < pp <22k + 1%, dla k=1,2,...

i niech (k) bedzie dowolna funkcja o wartosciach caltkowitych taka, ze
Y(k) > k? oraz
To = O,Tk = Tkp-1+ ki,/}(k)])k, dla k= 1,2, fes

Dowolna liczbe naturalng n mozna przedstawi¢ w sposéb jednoznaczny réw-
noscia,

(12) n =11 +hky+z, gdzie k>1, 0<y<Pk)pp—1, 1<2<k

Wowczas ciag

Ak z
13 Ty, = 2
(13) { Pk y}

gdzie ay,, = (2k + 1)*7! oraz liczby k, z,y,n sa okreslone réwnoscia (12),
jest ciagiem CUD.

Analizujac powyzsza, konstrukcje pod katem implementacji komputero-
wej latwo zauwazyd, ze:

1. Nie ma potrzeby wyznaczania kolejnych liczb 79,7y, ... poniewaz w isto-
cie nie s3 one uzywane do wyznaczania wyrazow ciagu (13).

2. Konieczne jest wyznaczenie liczb pierwszych pr, &k = 1,2..., spelnia-
jacych warunek (11). Ze wzgledu na arytmetyke w komputerze mozna
przedstawié¢ tylko K takich liczb (w przypadku arytmetyki m; mamy
K = 11). Jedenascie poczatkowych wartoéci py wyznaczono oddzielnym
algorytmem. Liczba py; rzedu 9.5 - 10 (p;; = 952 809 757 913 929)
jest najwieksza z liczb pi, jaka mozna przedstawié w arytmetyce my. W
przedstawionym nizej algorytmie wykorzystywane liczby p, sa najmniej-
szymi liczbami pierwszymi spelniajacymi warunek (11).

3. Wyrazy ciagu (13) maja te wiasnosé, ze dla danego k powtarzaja sie ¥(k)
krotnie. Wynika to z faktu, ze y mozna przedstawié¢ w postaci

y=m-pr+n, 0Sy<yPk)pe—1, 0<m<yYPk), n<pg

A 2 A 2 A,z Ak, z
14 —Zy o = “m - pr + — n} = {—n}
(14) { Pk J} { Pk Pk Pk

Wobec wzoru (14) obliczenia dla y > pi sprowadzajq si¢ do ¥(k)-krot-
nego powtodrzenia obliczenn dla y < pj. Obliczent tych mozna wcale nie
wykonywad, jedynie odtwarzaé uprzednio zapamigtane wartosci dla y <
pr. Wiaze sie to jednak z szybkim wzrostem wartosci P,.
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Wyznaczanie wyrazéw ciagu wprost ze wzoru {ax ,y/pr} z uwzglednie-
niem réwnosci (14) jest szybkie ale niestety malo dokladne np. dla k = 10,
_ag jest liczba rzedu 10'2, py rzedu 1.6 - 10'3, y < pp moze byé 1zedu 103,
Woéweczas przy dokladnej reprezentacji Py, ay , y iloraz (ax i /pr)y jest liczba,
rzedu 10'2. W arytmetyce m; daje to doktadnoéé trzech cyfr dziesietnych
po przecinku. Nie jest to doktadno$é wystarczajaca.

W celu uzyskania wiekszej dokladnosci zastosowano nastepujacy pomyst.
Dla danych liczb catkowitych z, & oraz liczby pierwszej pix oznaczmy

Yo=min{l <y < priap, y> P}
T=0ak,z " Y= — Pk
przedstawiajac ay . - y z réwnosci (14) w postaci
gz Y = f(Pk + 7‘) + bz“k,m bzak,z <pr, 0Z€8<p, 1< ar 2,y

mamy

(15) {ak,zy} - {é(pk + 7') + bzak,z } _ {{E_T'} + bzak,z }
Pk Pk P Pk Pk

Wartosci (€r)/pr moga by¢ duzymi liczbami, lecz w istocie przy sekwencyj-
nym obliczaniu wyrazéw ciagu (13), wielkos¢ {(£7)/pr} moina wyznaczyé
poprzez sekwencyjne sumowanie {r/ps}.

Istnieje rowniez pewna zalezno$é¢ miedzy ay . i px, a mianowicie z nie-
réwnosci (11) mamy

(17) ar,=2k+1)*71 dla (2k+1D)* <pp<22k+1)F, 1<2<k

Wykorzystujac zaleznosé¢ (16), podczas wyznaczania wyrazow ciagu, spraw-
dzenie warunku ay .y > pi i operacje z nim zwiazane mozna wykonaé tylko
wtedy gdy y > (2k+1)F~**+1 (np. dla k = 2 warunek ay xy > py sprawdzamy
wtedy gdy y > (2k + 1)). Redukuje to znacznie liczbe operacji.
Zaleznosci (16), (17) i (18) wykorzystano podczas komputerowej realiza-
cji ciagu Korobowa. :
Ogdlny schemat programu komputerowego wyglada nastepujaco:

Ogodlny schemat programu reprezentujacego ciag Korobowa

BEGIN
k:=1
WHILE ( & < K)
BEGIN
l:=1
fi:= (k)
WHILE ( f:>0)
BEGIN
z:=1
WHILE (z < k)
BEGIN
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Wyznaczenie rp 1= {—kiy}

Py
zi=z+1
END
IF (I = p;)

BEGIN
fii=fi-1
1:=0

END

l:=1+1
END
k:=k4+1

END
END

Wartosé P,, dla ustalonej liczby liczb pierwszych K, jest réwna P, =
34K + 60 bajtéw.
Warto$¢ N(my,e) w arytmetyce my przy K = 11, ¥(k) = k2 + 1 jest
rowna
11 11
N(my,e)=m = Ziw(i)pi = z:i(i2 + 1)p; = 1295 759 206 717 074 350
i=1 i=1
gdzie py =5, po = 27, p3 = 347, py = 6 563,
ps = 161 053, ps = 4 826 813, p; = 170 859 379, pg = 6 975 757 457,
Po = 322 687 697 791, p1o = 16 679 880 978 223,
p11 = 952 809 757 913 929

N(my,¢) jest wiec wielkoécia rzedu 1.3 - 10'8. Mozna ja zwiekszyé przez
zastosowanie arytmetyki mg. Dzicki zastosowaniu zaleznosci (14), (15) 1 (16)
wartos¢ N(my,€) nie zalezy natomiast od ¢

Nie ma zadnego zwiazku miedzy ¢ i S(mq,e,n). Wartos¢ S(mq,€,n) nie
zalezy réwniez od n.

Efektywnosé S(mq,e,n) obliczona na podstawie programu komputero-
wego w najlepszym przypadku jest réwna Sp,i,(m1,€,n) = 11, oraz w naj-
gorszym Sy,ax(m,e,n) = 8K + 36, gdzie K jest liczba rozpatrywanych liczb
pierwszych. Warto$ci Siuin, Smer Sa suma wszystkich operacji podstawo-
wych odpowiednio najkrdtszej i najdluzszej drogi w programie do uzyskania
jednego wyrazu ciagu (funkcje biblioteczne traktowane sa jako instrukcje
podstawowe).

3. Pordwnania 1 testy Obecnie dos¢ powszechnie w obliczeniach kom-
puterowych uzywany jest multyplikatywny generator liczb pseudolosowych
(Lehmer, 1951) postaci ¢pq4q1 = ¢ z(mod m)n =0,1,2,..., gdzie liczby
Zg, M, ¢ sa liczbami calkowitymi takimi, Ze £¢9 < m, ¢ < m. Generator ten
oznaczmy symbolem GM. W komputerze realizuje si¢ go w arytmetyce liczb
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catkowitych p. W poréwnaniu do implementacji CUD6w przedstawionych
w rozdz. 2.2 i rozdz.2.3 komputerowa realizacja generatora GM jest o wiele
prostsza. Wartosci opisujace implementacje generatora GM sa réwne:

- Efektywnodé S(p,e,n) = 2;

- P =3k, gdzie k jest liczba, bajtéw potrzebnych do zapamietania liczby

catkowitej (¢, x,, lub m);

- maksymalny okres generatora GM jest réwny 2m~? (Zielinski, 1972).

Powyzsze wlasnosci powoduja, ze generator GM moze by¢ latwo uzyty w
programach symulujacych procesy losowe. Wartosci S(m,e,n), P, dla cig-
géw CUD sa o wiele gorsze. Uzycie algorytmu obliczajacego wyrazy ciagu
CUD jako procedury w programach symulujacych procesy losowe jest o
wiele bardziej skomplikowane niz w przypadku generatora GM ale daje
pewna istotna korzy$é. Mianowicie komputerowa realizacja ¥ ciggu CUD
jest wlasciwie ,dyskretna” reprezentacja tego ciagu. Dla ¥, podobnie jak
dla kazdego CUDu, prawdziwa jest wlasnosé: dla kazdego naturalnego s i
dla kazdego przedzialu I C [0, 1]*, frakcja liczb ¥, lezacych w I, jest (w gra-
nicy) réwna diugodci tego przedzialu (¥ jest ¢-siecia, zalezna od arytmetyki,
na przedziale [0, 1]%). Zaden okresowy ciag liczb taka e-siecia na przedziale
[0,1])%, dla dowolnego naturalnego s, by¢ nie moze.

Poréwnanie wartosci P,, N(m,¢), S(m,e,n) charakteryzujacych imple-
mentacje ciagu Korbowa (przykiad 5) do odpowiednich wartosci implemen-
tacji ciagu Starczenki {przyklad 6) wydaje si¢ preferowaé ciag Korobowa.
Jednak w przykladzie 5 bardziej uciazliwe jest wytworzenie poczatkowego
ciagu liczb pierwszych spelniajacego odpowiedni warunek. Liczby te rosna,
bardzo szybko. Juz dwunasty element tego ciagu nie moze byé dokladnie
reprezentowany w arytmetyce my. Poczatkowy ciag liczb wystepujacy w
przykladzie 6 jest ciggiem kolejnych poczatkowych liczb pierwszych.

Liczby uzyskane podczas implementacji przykladu 6 wydaja sie tez by¢
»bardziej losowe” od liczb uzyskanych podczas implementacji przyktadu 5.
Hlustruja to zastosowane testy. '

Na implementacjach obu ciaggéw CUD przeprowadzono testy graficzne,
statystyczne oraz test numeryczny i liczbowy.

3.1. Testy graficzne. Celem testow graficznych jest przedstawienie ko-
lejnych wyrazéw generowanych ciagéw jako punktéw na ekranie kompu-
tera. Ekran komputera moze by¢ traktowany jako dwuwymiarowa tablica
Ekran[m,n] (wartosci m,n zaleza od zainstalowanej w nim karty graficznej
np. dla karty ,Herkules” m = 720, n = 348). Dodatkowym trzecim wy-
miarem moze by¢ kolor punktu (w zaleznosci od karty graficznej od 2 do
256).

W arytmetyce m; programy komputerowe ,produkuja” liczby z,, € [0, 1)
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"

z 15 cyframi dziesietnymi po przecinku postaci

Ty = O.(L1(L2(L3(l,4 A50gad7Ugg10011 12013014 15.

Na ekranie komputera w jednym wymiarze mozna przedstawié¢ tylko trzy
cyfry kazdej z liczb z,. Przykiadowo w komputerach z graficzna karta ,,Her-
kules” na poziomej osi mozna przedstawié¢ X,,,, = 720 punktdéw. Wykonu-
jac dzialanie X,,,. - 2, otrzymamy przeskalowana reprezentacje pierwszych
trzech cyfr ajasaz z liczby z,,. Podobnie jest w przypadku osi pionowej.

Totez w jednym 7z proponowanych testow skalowanie odbywa sie w na-
stepujacy sposob: liczba 2, mnozona jest przez duza stala ', a nastepnie
czesé utamkowa wyniku mnozona jest przez X,z

Obrazy, = {2, - C} Xnaw
W zaleznosci od stalej C' uzyskuje sie obraz trzech réznych cyfr z z,. Dla
C = 1019, Obraz,. jest przeskalowana reprezentacja cyfr aijai2a;s.

W tescie TEST1 kazdy z punktow na ekranie komputera tworzony jest
przez trzykrotne wywolanie procedury generujacej liczbe z ciagu CUD na-
stepujaco:

X={2n - C} Xz
Y = {mn—f'l : C} “Yimaz
Kolor = {&,42-C} - Koloryas,
X, Y, Kolor sa wspolrzednymi na ekranie, a X;,uz. Yimaz, Nolor,, . sa ma-
ksymalnymi wartosciami wspdlrzednych poziomej, pionowej i koloru zalez-
nymi od karty graficzne;j.

W tescie TEST?2 punkty na ekranie komputera tworzone sa przez jedno-
krotne wywolanie procedury genernjacej liczby z ciagu CUD w nastepujacy
sposdb:

X = Xpaz - 2n
Y = {vaa,x : 'L'n} : Ymar )
Kolor = {X sz - ¥n Yinaz} - Kolorygz.
W obu testach punkty pojawiaja sie na ekranie komputera w miare generacji
liczb z ciagéw CUD.

Graficzne ilustracje testéw dla 50000 pierwszych punktdw na ekranie
przedstawiona jest na rysunkach: 1, 1A, 2, 2A, 3, 3A. llustracje te sa zmniej-
szona kopia, ekranu na drukarce uzyskana przy dostepnych dwu kolorach z
zastosowaniem inwersji obrazu.

Itustracje wszystkich reprezentowanych testow zawierajg linie opisu ek-
ranu. W liniach tych oprécz informacji zwiazanych z danym testem znajduja,
sie informacje o tym jak w danej chwili przerwaé program realizujacy test
(Esc-wyj — naci$niecie klawisza ,,Esc”) oraz w jaki sposéb wyswietlié¢ aktu-
alne wartoéci parametréw liczhowych testu (I-ak. — naci$niecie klawisza, ,,I”).
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Informacje te sg istotne, poniewaz programy realizujace testy pracuja ciagle.
Przedstawione na rysunkach ekrany sa tylko stanem chwilowym programdéw
testujacych.

llustracje oraz obserwacja zmian na ekranie komputera podczas testéw
sugeruja, ze liczby uzyskane z implementacji przyktadu 5 sa ,bardziej lo-
sowe” od liczb uzyskanych z implementacji przykladu 6.

Przedstawione rysunki nie obrazuja zmian koloru ekranu podczas testéw
na komputerach z kolorowa karta graficzna. Dla testéw przeprowadzonych na
ciagu Starczenki kolorowe punkty w miare pojawiania sie na ekranie zlewaja
sie tworzac ,,bialg plame”. W przypadku ciagu Korobowa proste powstajace
w tescie TEST1 sa biale. Natomiast w tescie TEST2 kolory wydaja sie byé
réwnomiernie rozlozone, czarny pas z rysunku 3A na ekranie jest pasem
bialym.

Zastanawiajace dla ciagu Starczenki (TEST1, stala C = 10°) sa widoczne
na ekranie prawie poziome linie przy i > 8. Czy nie sa one wynikiem bledu
w programie? W celu odpowiedzi na to pytanie wykorzystano w programie
TEST1 procedure obliczania wartoéci {j - In p;} dla podejrzanych 4,8 < i <
11 wprost ze wzoru {j -Inp;}. W przypadku i = 8, stalej C =1, j < ny,j <
8036,1n 19 < 5 komputerowa reprezentacja {j - In p,} jest nastepujaca:

j -In Pk = Q102030405.UgA7U8U9A10011 012213014815
oraz
{j -Inpi} = 0.agaragagaipayy a1aayzayseysby ba.

Wobec tego cyfry agaras przedstawiane graficznie sa cyframi dokladnymi.
Doktadna jest réwniez graficzna reprezentacja liczb {j - Inp;} dla 7 < 11.
Wyniki uzyskane po zastosowaniu obu metod (obliczanie wartosci {7 -1n p; }
wprost ze wzoru {j-In p;} oraz metody proponowanej w rozdz. 2.2) okazaly
sie identyczne. Sugeruje to poprawnos¢ wynikdw otrzymanych po zastoso-
waniu metody przedstawionej w rozdz. 2.2.

Celem testu TEST3 jest graficzne poréwnanie przyktadu 6 z generato-
rem GM. Generatora GM uzyto ze stala ¢ = 4237 + 1, m = 240 oraz
zo = 7. Taki wybdr parametréw zapewnia okres réwny 238 i | dobre” wiasci-
wosci statystyczne generatora GM (Zieliniski, 1989). W tescie tym punkty na
ekranie komputera sa reprezentacjy, par liczb (rn,7,41), gdzie n = 1,2, ...
Teoretycznie wiadomo (Marsaglia, 1968), ze w przypadku generatora GM
(ktadac r, = x,/m) otrzymamy na ekranie pewna liczbg prostych. Jed-
nak gdy na ekranie przedstawiamy wszystkie pary liczb (r,,7p41) wowczas
prostych tych jest tak duzo, ze wypelniaja one praktycznie caly ekran. W
rozwazanym przypadku moze by¢ ich nawet 4 - 237 4 2 (Zielifiski, 1972).
Dlatego tez na ekranie komputera przedstawiono tylko te pary liczb, ktore
naleza do przedzialu [k, j]?, gdzie k = 0.5, j = 0.505. Graficzna ilustracja
testu przedstawiona jest na rysunkach 4 i 4A.



77

Ciagi w petni rdwnomiernie roztosone

06

90001

T

9,3=8037,C=10~11,1 losc

Rys. 1. TEST 1, ciag Starczenki, stala C = 10!!.

05"
=404438, i

T

04

027
[ TEST1,STARCZEMKO:’ I° -ak.Esc-wuj.NK

N

10'%
]

09!

1610353 ,k=9, I losc=50001

Rys. 1A. TEST 1, ciag Korobowa, stala C = 1017,

10711,y4=249527,Pk=

TEST1 KOROBOM:’I-ak.Esc-wyj.C

L



78

A. Szczuka

1 02
[T _TESI1, STARCZENKO:

Rys. 2. TEST 1, cigg Starczenki, stala C = 10°.

\
!
4

\ § | -
01 [i7) 03T 04! 08! o9’

—
10X

.

___03 06
TESTL KORODOW:® 1-ak.Esc—wy) . C=1070,y=24527,Pk=161053, k=5, I 105c=50001

1

Rys. 2A. TEST 1, ciag Korobowa, stala C' = 10°.




79

zone

to

,

{ rdownomiernie roz

tn

tqgi w pe

C

4581, I 1osc=50001

2i=

Esc-wyi .NK=8036, i=8

I’ -ak

-2

STARCZENKO

TEST2

C

Rys. 3. TEST 2, ciag Starczenki.

161053,k=9, I losc=50001

4526,Pk

TESTZ2 KOROBOH:’I-ak.Esc-wuj.,y

-

TEST 2. cigg Korobowa.

Rys. 3A.°



80

A. Szczuka

t__' E— — — ; — %
TESTI, STARCZENKD:® [* -ak.Escwy) . NK=4609846, 1=12, §=571366, C=10~0, ] Lasc=20000000 |

Rys. 4. TEST 3, ciag Starczenki.

b
K ik
| TEST3 Genrator GM: *1-ak.Esc-wyi.,1LO0SC-20000000 |

Rys. 4A. TEST 3, generator multyplikatywny.



Ciggi w petni rdwnomiernie roztozone 81

3.2. Testy statystyczne Jezeli ciag CUD (R,,n > 1) symuluje rea-
lizacje ciagu (U;,¢ > 1) niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie rownomiernym na przedziale [0,1] to mamy

. #{1SnSN:(RmRn+1,---7Rn+s—l)€A}
lim =
N—co N

= P{(Ul,U%""Us) € A}

dla dowolnego naturalnego s, A = [0, ], gdzie t = (#;,t2,...,15),0raz t; <1
dlai=1,2,...,s. Stad wynika, ze ciag R, asymptotycznie spetnia niektore
testy statystyczne. Testy te nie musza by¢ spelnione dla poczatkowego od-
cinka ciagu R,. Implementacja komputerowa R, wlasnie przedstawia taki
odcinek ciagu CUD. W celu zbadania wiasciwosci statystycznych opisanych
ciagow postuzono sie dwoma testami:
1. testem permutacji;
2. testem rozkladu wykladniczego.
Opis pierwszego testu mozna znalezé¢ w pracy (Zielinski, 1972, rozdz.
5.7.3). ‘

Wyniki testu ilustruje tabela 1.

Tabela 1. Wyniki ,testu permutacji”.

n=1000 n=10000 n=100000 n=500000

Permutacja Generator GM 0.7123 0.1762 0.3987 0.5160
5-elementowa Ciag Starczenki 0.2177 0.8413 0.98575 > 0.999999
(k=119) Ciag Korobowa < 0.000001 < 0.000001 < 0.000001 < 0.000001
Permutacja Generator GM 0.7704 0.6443 0.8133 0.1922
6-elementowa Ciag Starczenki 0.0995 < 0.00001 0.0834  >0.999999

(k=719) Ciag Korobowa < 0.000001 < 0.000001 < 0.000001 < 0.000001

W poszczegdlnych kolumnach podane sa wartosci P(x2 > «), gdzie a
jest otrzymana wartoscia testu zgodnosci chi-kwadrat dla & = 119 stopni
swobody w przypadku permutacji 5-elementowej oraz k& = 719 stopni swo-
body w przypadku permutacji 6-elementowej.

W drugim teécie wygenerowano 200000 wartosci zmiennej losowej o roz-
kladzie wykladniczym uzywajac metody Forsythe-Von Neumann (Devroye,
1986). Wygenerowane liczby podzielono na 200 grup, zawierajacych po 1000
liczb, wedlug kolejnosci generowania. Do kazdej grupy zastosowano test
zgodno$ci chi-kwadrat w celu obliczenia poziomu krytycznego (prawdopo-
dobienistwo przekroczenia otrzymanej wartosci). Wartosci poziomu krytycz-
nego dla poszczegdlnych grup powinny by¢ roziozone réwnomiernie w prze-
dziale [0,1). Wyniki przedstawione sa w tabeli 2. Wartos¢ p.k. = j oznacza,
ze poziom krytyczny naleiy do przedziatu [0.1:7,0.1- (5 4 1)).
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Tabela 2. Rozktad pozioméw krytycznych dla k=100 stopni swobody.

pk.= 0 1 2 3 4 5 6 7 . 8 9
Generator GM 23 22 22 13 15 18 19 14 10 44
Ciag Starczenki 36 41 11 16 11 15 15 9 24 22
Ciag Korobowa 200 0 0 0 0 0 0 0 0

3.3 Test numeryczny Test wyznacza 51; czesci objetosci kuli jednost-
kowej w przestrzeni k-wymiarowe;j.
2 7t
Vi =+ ==
ko T(%)
Zastosowano w nim metode ,orzel-reszka” obliczania calek (Zielinski, 1970).
Otrzymane wyniki zilustrowano w tabeli 3. W poszczegdlnych kolumnach
podane sa obliczone wartosci dla 1000, 10000, 100000, 500000 punktéw w
przestrzeniach 3, 10 i 12 wymiarowych.

Tabela 3. Wyznaczone wartosci 511- czesci objetosct

kuli jednostkowe] w przestrzeni k-wymiarowej.

n=1000 n=10000 n=100000 n=>500000

Wart. teoretyczna 0.5235
Kula Generator GM 0.5480 0.5321 0.5259 0.5234
3-wymiarowa Ciag Starczenki 0.5240 0.5278 0.5236 0.5237
Ciag Korobowa 0.5670 0.5747 0.5276 0.5102

Wart. teoretyczna 0.00249
Kula Generator GM 0.00900 0.00330 0.00277 0.00254
10-wymiarowa Ciag Starczenki 0.00200 0.00210 0.00228 0.00237
Ciag Korobowa 0.05900 0.04510 0.04083 0.03053

Wart. teoretyczna  0.000325
Kula Generator GM 0.001000  0.000200 0.000310 0.000310
12-wymiarowa Ciag Starczenki 0.000000  0.000100 0.000380 0.000328
Ciag Korobowa 0.022000  0.027000 0.022120 0.018732

Najblizsze wartosci dokladnych sa wyniki uzyskane dla ciaggu Starczenki.
Bardzo odlegle od wartosci doktadnych sa wyniki uzyskane dla ciagu Ko-
robowa. W tym przypadku widoczna jest jednak poprawa wyniku wraz ze
wzrostem liczby generowanych punktiow.

3.4. Test liczbowy Wyniki tego testu przedstawione sg w zestawie-
niach tabelarycznych Rys. 51 Rys. 5A bedacych kopia ekranu komputera.
Element (7, 7)) przedstawia liczbe par (2, 2p41),n = 1,2,...,199 999 ta-
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kich, ze z, € [0.4,0.7 + 0.1) oraz z,41 € [0.5,0.5 + 0.1). Ponadto w pra-
wym koricu kazdego wiersza oraz u géry kazdej kolumny podana jest iloéé
z, € [0.7,0.14+0.1). W celach kontrolnych w prawym gérnym rogu tabeli po-
dane sa dwie liczby bedace suma wszystkich liczb w wierszach (dolna liczba)
oraz w kolumnach (gérna liczba). Jesli pary liczb (2, 2n41) s3 rownomiernie
rozlozone w przedziale [0,1)? to kazdy element tabeli powinien byé réwny
2000.

Rysunki 51i 5A ilustruja wyniki testu liczbowego dla pierwszych 200 000
wyrazow ciagédw CUD. Program realizujacy test pracuje ciagle. Wcidniecie
klawisza ,,I” powoduje wyswietlenie na ekranie aktualnych wartosci. Dzieki
temu mozna obserwowad w sposéb plynny zmiany zawartosci tabel.

Mozna zauwazyé, ze:

1. Ciag Korobowa
- dla ay,. - y znacznie mniejszych od p; suma liczb znajdujacych sie
w pierwszych trzech wierszach tabeli jest znacznie wieksza (7-8 razy)
od sumy liczb w wierszach pozostatych. Podobny rozklad liczb mozna
zaobserwowa¢ w kolumnach tabeli.
- dla ag,, - y zblizonych do pi réznica ta stopniowo sie wyréwnuje.
2. Ciag Starczenki
- rozklad liczb jest bardziej réwnomierny, réznica pomiedzy poszcze-
gélnymi elementami tabeli nie jest wieksza od 100.

Wyniki podobnego testu dla pewnego nieokresowego generatora liczb

pseudolosowych przedstawione sa w pracy Zielinskiego (1990).

5. Wnioski. Wyniki przedstawionych testow sugeruja nastepujace wnio-
ski:

1. Liczby uzyskane z implementacji CUDu Starczenki traktowane jako rea-
lizacja zmiennej losowej o rozkiadzie réwnomiernym na przedziale [0,1)?
sa znacznie bardziej wiarygodne od liczb uzyskanych z implementacji
CUDu Korobowa. Wskazuja na to testy graficzne, statystyczne oraz test
liczbowy.

2. Test numeryczny wykazuje réwniez przewage implementacji ciagu Star-
czenki nad implementacja, ciagu Korobowa w przestrzeniach 3, 101 12
wymiarowych.

3. Testy statystczne wskazuja, ze CUD Starczenki jest znacznie blizszy ak-
ceptacji od CUDu Korobowa.

4. Poréwnanie generatora GM z komputerowa realizacja ciagu Starczenki
sugeruje podobna jako$é tych generatoréw (podobne wyniki testu gra-
ficznego, nieco gorsze wyniki GM w tescie numerycznym, lepsze wyniki
GM w testach statystycznych). Jednak nie nalezy zapominaé, ze w przed-
stawionych testach byla brana pod uwage mala liczba liczb; zwykle do



A. Szczuka

v

119942 20014 19981 20016 20038 19965 19984 20016 19997 20046| L 00
10 2028 2003 1967 2030 2007 1994 2002 2015 1988 2002 | 20046
03 1999 2014 2000 1973 2018 1999 1967 2020 2002 1984| 1999%
05| 1sac 2040 1961 2020 2030, 1978 1998 199 2023 1984 | 2006
/| 1egs 1976 2021 2000 2005 2015 1994 1990 1392  2004| 19385
08 o9 1971 2006 2012 1978 1986 2032 1990 1992 2030| 19963
03 2020 1975 1993 2027 1973 2017 2000 2017 1986 2023| 20038
Oi 2019 2018 199% 1991 2020 1976 1995 2024 1996 1987 20016
03 1992 203@ 1994 1978 2013 2002 1969 2000 2030 1989 | 19981
02 1973 1996 2030 1982 3003 2037 1995 1973 2004 2031| 20014
Of 1og1 1977 2009 2009 1991 1971 2012 1991 1984 2023 19942

TR ST T g oo _n!fJ?.__ML_—Jﬁ1 10
579 S TAACZEwO: T ok, Earwai . =407, 129, 1532072, T1o5C=200000

Rys. 5. TEST 4, ciag Starczenki.

v

20547 20504 19915 19845 19878 19884 19887 19887 19881 19771 ff::;
100 g6 2078 2093 2215 1926 2219 2219 2200 2227 1878 19771
9| 2293 709 223 2108 1867 a1as  d187 3206 2198  1948| 19880
08

2257 2278 659 1946 2205 2202 2133 2127 1849 2231 19847

03 2188 2206 2188 409 2211 2207 2208 2192 1977 2108 | 19887

06! 2196 2240 1871 2100  S31 2237 2198 1980 2218 2212| 19884
3| 2201 2286 1976 2183 2224 546  Zl1D 1073 2166  2233| 19878
04 2166 2013 2190 2208 2206 2195 409 2203 2137 2118 19845
03| 5301 1880 2130 2128 2203 2206 19543 641 2295  z188| 19913
of 2076 2339 2281 225 2200 193¢ 3180 2294 641  2301| 20504
o1

2073 237§ 2291 2293 2305 2008 2300 2171 2173 561 20548

T l o4l E 067 q7' T T \J
TES13, KOROBOW: * I -ak. ., Esc wyi.,y=z1381,Pk=6563,k=4.Kr k=8, | Loa=200000

Rys. 5A. TEST 4, ciag Korobowa.



Ciqgi w petni réwnomiernie roztozone 85

200 000, jedynie w tescie TEST3 uwzgledniono 20 000 000 liczb. W
przypadku CUDGSw jest to tylko krdétki poczatkowy odcinek.
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Abstract

The paper presents the problem of computer implementation of completely uniformly
distributed (CUD) sequences. In the first part of the paper a few examples of CUD se-
quences are presented. In the second part the computer implementations of the Korobow

and Starczenko sequences are presented. Several tests are performed on the constructed
generators.



