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0. Wstep. Problem estymowalnosci pojawia si¢ przy opracowywaniu doswiadczef
wowczas, gdy zachodzi konieczno$é sprawdzenia, czy interesujace badacza funkcje
parametryczne maja liniowe estymatory nieobciazone. Na problem ten nalezy zwrdcié
uwage chociazby dlatego, ze w wielu pracach i programach obliczeniowych jest on
obchodzony poprzez nakladanie na parametry modelu pewnych dodatkowych
zwigzkow zapewniajacych estymowalno$¢ wszystkich funkcji parametrycznych.
Tymczasem postgpowanie takie jest uzasadnione jedynie wtedy, gdy wprowadzane
do modelu zwigzki reprezentuja pewna dodatkowa wiedze a priori o jego para-
metrach, natomiast stosowanie takiej procedury w sposéb mechaniczny, jedynie
w celu zapewnienia estymowalnosci wszystkich funkcji parametrycznych, moze
prowadzi¢ do blgdéw w interpretacji wynikow, na co zwrdcili uwage migdzy innymi
Searle [17], str. 209 i 212, oraz Pringle i Rayner [10], str. 93-98 i 118.

Niniejsza praca zawiera przeglad kryteridow estymowalnosci liniowych funkcji
parametrycznych w jednowymiarowym modelu liniowym wraz z dowodami podanymi
w jednolitym jezyku algebry macierzy. Dodatkowo, w paragrafie ostatnim, przed-
stawiono probe oceny tychZze kryteridw z numerycznego punktu widzenia oraz
wskazano istniejace algorytmy i procedury uzyteczne przy ich stosowaniu.

W pracy stosowane sg nastgpujace oznaczenia:

M m,n — ZbiOT m x n-wymiarowych macierzy rzeczywistych,
I — macierz jednostkowa (stopnia wynikajacego z kontekstu),
A’ — transpozycja macierzy A,
A~!' — odwrotno$¢ macierzy A,
A~ — g-odwrotnos¢ macierzy A, tzn. dowolna macierz spelniajaca warunek
AATA = A,
A* — odwrotno$¢ Moore’a-Penrose’a macierzy A, tzn. macierz spelniajaca
warunki: AATA = A, ATAAT = A", (AA"T) = AA*", (ATA) = A*A,
r(A) — rzad macierzy A,
tr (A) — slad macierzy A,
%(A) — podprzestrzefi rozpigta na kolumnach macierzy A,
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%1(A) — dopelnienie ortogonalne (w sensie standardowego iloczynu skalarnego)
podprzestrzeni €(A),
R(A) — podprzestrzen rozpigta na wierszach macierzy A.

Ponadto, przy odwotywaniu si¢ do twierdzen i definicji uzywana jest litera T
zamiast wyrazu twierdzenie, a litera D zamiast wyrazu definicja.

1. Postawienie problemu. Rozwazania nasze dotycza modelu liniowego postaci

y = Xg+e,

gdzie y € My, jest wektorem obserwowanych zmiennych losowych, X e 4y , jest
znang macierza dowolnego rzgdu, & € .4, ; jest wektorem nieznanych parametréow,
a ee.#y, jest wektorem bledow losowych. Zatézmy poczatkowo, ze E(e) = 0
oraz D(e) = o?I, gdzie E(e) i D(e) oznaczaja odpowiednio wartos¢ oczekiwang
i macierz kowariancji wektora losowego e, a ¢2 jest nieznanym parametrem dodatnim.
Tak okre§lony model bedziemy oznaczaé symbolem

@a.1) (v, X§, o70).

Postawmy pytanie, czy wektor parametrow & jest w tym modelu estymowalny,
tzn. czy istnieje taka macierz A € #,, 5, Ze dla kazdego &

E(Ay) = &.
Wobec zalozern modelowych relacja ta jest réwnowazna tozsamosci (wzgledem &)
AXE = E,
a ta z kolei rownosci
AX =1.

Wynika stad, ze wektor § jest estymowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz X ma
odwrotno$¢ lewostronna, na to za$ (patrz np. [18], str. 27) potrzeba i wystarcza,
aby byla ona pelnego rzedu kolumnowego. Okazuje si¢ wigc, ze w modelu liniowym
(1.1), w ktérym zalozenie o petnosci rzgdu macierzy X nie jest spetnione, nie istnieja
takie liniowe funkcje wektora y, ktére bylyby nieobcigzonymi estymatorami po-
szczegblnych skladowych wektora E.

Fakt nieestymowalnosci wektora & nie wyklucza jednak estymowalno$ci pewnych
liniowych funkgji jego sktadowych. Najprostszy przyklad stanowia tu funkcje postaci
XE, ktorych nieobciaZzonymi estymatorami liniowymi sa np. odpowiednie sktadowe
wektora y. Spostrzezenie to stanowi podstawe koncepcji polegajacej na wyrdznieniu
w klasie wszystkich liniowych funkcji parametrycznych podklasy funkcji estymowal-
nych, rozumianych zgodnie z nastgpujaca definicja.

DEerINICIA 1.1. Liniowe funkcje parametryczne CE, gdzie C € .#,,,, nazywamy
estymowalnymi w modelu (y, Xg, 61), jezeli istnieje taka macierz A € 4, y, ze dla
kazdego &

(1.2) E(Ay) = CE. m
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Autorem przedstawionego podejscia do problemu estymowalnosci jest Bose [6].
On tez jest autorem pierwszego kryterium, ktdére przytaczamy ponizej jako

TWIERDZENIE 1.1. Liniowe funkcje parametryczne CE sq estymowalne w modelu
(v, Xk, o2I) wtedy i tylko wtedy, gdy

(1.3)° A(C) < A(X).

Dowéd. Jezeli funkcje CE sa estymowalne, to na mocy DI1.1 istnieje macierz
A spelniajaca warunek (1.2), ktéry mozna napisa¢ w postaci AXE = CE, jako zZe
E(y) = XE. Wobec dowolnosci & wynika stad réowno$¢ AX = C, a z niej relacja
(1.3). X
Na odwrét, inkluzja (1.3) implikuje istnienie takiej macierzy L, ze C = LX.
Wtedy dla kazdego &
E(Ly) = LXg = Cg,

co na mocy D1.1 dowodzi estymowalnosci funkcji CE. m

W nastgpnych paragrafach pracy podamy dalsze kryteria estymowalnosci funkcji
parametrycznych, dla celéw numerycznych wygodniejsze niz (1.3), natomiast tutaj
poruszymy jeszcze inny aspekt zagadnienia, a mianowicie problem, na ile dotychcza-
sowe rozwazania pozostaja stuszne dla modelu

(1.4 (v, XE, 0?V),

w ktérym V jest dowolna znana macierza okres$long nieujemnie.

Na poczatek kilka uwag o samym modelu. Jezeli przez A oznaczymy dowolny
wektor taki, ze A€ €L([X:V]), to ’X =01 A’V =0, a stad

EQy) =AXE=0
oraz
Var(\'y) = ¢2A'VA = 0.

Tak wigc, z prawdopodobienistwem 1 (w skrocie: z pr. 1), A’y = 0, czyli A € €L(y).
Wobec dowolnosci A mamy

FL(X:V]) =« €Ly z pr. 1,

~

a w konsekwencji )
€(y) «c 4([X:VD z pr. 1.
Warunek

(1.5) Yo € €([X:V]),

gdzie y, oznacza zéobserwowanq warto$¢ wektora losowego y, wyprowadzony
w podany wyzej sposob przez Rao [14], a nieco inaczej przez Zyskinda [20], stanowi
warunek niesprzecznosci modelu (1.4).
Oznaczmy teraz przez K taka macierz, dla ktérej #(K) = €-L(V). Wowczas

K'V = 0, a stad

D(K'y) ='0’K'VK = 0.
Tak wigc

EK'y) =K'y zpr. 1,
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skad, wobec E(y) = X&, wynika, ze z prawdopodobienistwem 1
(1.6) K'XE = K'y.
Po zastapieniu w (1.6) wektora losowego y jego zaobserwowana wartoscia y, waru-

nek ten wyraza restrykcje na wektor parametréw &, w naturalny sposob zwigzane
z osobliwo$cia macierzy V. Oznaczajac K'y, przez d mozemy je napisa¢ w postaci

.7 K'XE = d.

Jest jasne, ze od restrykcji (1.7) musimy wymagaé, aby byly one niesprzeczne
jako uklad réwnan. Okazuje si¢, Ze wymaganie to ma Scisly zwiazek z niesprzecz-
noscia modelu (1.4) wyrazona relacja (1.5). Podaje go

TWIERDZENIE 1.2. Warunkiem koniecznym i dostatecznym niesprzecznosci modelu
(v, X&, 0?V) jest niesprzecznos¢ ukiadu réownan K'X§ = d.

Do w 6d. Zalézmy najpierw niesprzeczno$¢ modelu (1.4). Wtedy na mocy (1.5)
d =K'y, € ¢([K'X:K'V])) = ¢([K'X:0]) = ¢(K'X),
co zapewnia niesprzecznosé ukladu rownan (1.7).

Na odwr6t, z niesprzecznosci uktadu (1.7) wynika istnienie takiego wektora A,
ze d = K’XA. Lecz, z drugiej strony, d = K'y,, wiec

K'(yo—Xa) =0,

co oznacza, ze (yo— XA) € ¢-L(K). Poniewaz jednak € .(K) = €(V), wigc (yo—XA) €
€ %(V), a zatem istnieje taki wektor w, Ze
Yo = XA+ V.,

co implikuje relacje (1.5) wyrazajaca niesprzecznos¢ modelu (1.4). m _

Na gruncie powyzszych uwag o modelu (1.4) przejdzmy do rozwazenia w nim
problemu estymowalnosci. Fakt pojawienia si¢ w tym modelu restrykcji (1.7) powo-
duje, iz bezposrednie przeniesienie nat D1.1 nie jest mozliwe. Konieczna jej modyfi-
kacje uwzglednia :

DEerFINICIA 1.2. Liniowe funkcje parametryczne CE, gdzie C € 4, ,, nazywamy
estymowalnymi w modelu (y, X€, 62V), jezeli istnieje taka macierz A € #y,y, Ze dla
kazdego & spelniajacego warunek (1.7) zachodzi rownos¢ (1.2). m

Zauwazmy, z¢ D1.1 wynika z definicji powyzszej, jesli bowiem macierz V jest
nieosobliwa, to €L(V) = {0}. Stad K = 0 i w konsekwencji wektor parametrow §
nie podlega zadnym restrykcjom.

Jest interesujace zapytaé teraz, czy wraz ze zmiang definicji ulega zmianie réwniez
kryterium estymowalnos$ci wyrazone w T1.1. Okazuje si¢, Ze nie, przy czym wzmian-
ka o mozliwoséci takiego uogodlnienia tego kryteriuym znajduje si¢ w [21], natomiast
prowadzace do tego wniosku rozumowanie podane jest w [20]. Przytoczymy je
tutaj w nieco zmodyfikowanej formie jako dowdd nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 1.3. Liniowe funkcje parametryczne C¥ sq estymowalne w modelu
(v, X&, 02V) wredy i tylko wtedy, gdy spelniona jest relacja (1.3).
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Dowo6d. Jezeli zachodzi relacja (1.3), to istnieje taka macierz L, dla ktérej
C = LX. Wtedy
E(Ly) = LXE = Cg
dla kazdego &, a wigc w szczeg6lnosci dla kazdego & spetniajacego warunek (1.7),
co wobec D1.2 dowodzi estymowalnosci funkcji CE w modelu (1.4).
Dla dowodu koniecznosci wykorzystamy ogdlne rozwigzanie niesprzecznego
uktadu réownan liniowych Hx = g, wyrazone przez Rao [12] w postaci

(1.8) x=Hg+(I-H H)z,
gdzie z jest dowolnym wektorem odpowiedniego wymiaru. Na mocy D1.2 zakladamy
istnienie takiej macierzy A, Ze dla kazdego & spetniajacego warunek (1.7) zachodzi
rownos$é E(Ay) = CE, czyli AXE = CEg, a wigc
(AX-C)E = 0.
Lecz z (1.7) i (1.8) wynika, Ze § jest postaci
£ = KX)d+ {I-KX)KX]}z.
Tak wiec dla kazdego z musi zachodzi¢ réwnosé
(AX-CO)}(K'X)"d+(AX-O){I- (K'X)"K'X}z = 0.
Stad
AX-O){I-(K'X)"K'X} =0,
co implikuje inkluzje
. RAX-C) = 2(K'X).
Zatem Z(C) = Z(X), a to stanowi zadang relacje¢ (1.3). =
Niezalezno$¢ kryterium (1.3) od postaci macierzy kowariancji wektora bledow
losowych pozwala nam w dalszym ciagu pracy formutowaé rowniez wszystkie inne
kryteria estymowalnosci dla ogdinego modelu liniowego (1.4), mimo ze w Zrodtach,
z ktérych je czerpiemy, sa odnoszone do modelu (1.1).

2. Kryteria estymowalnosci wyrazone rownoSciami macierzy. Rao [12] wyrazil
kryterium estymowalnos$ci wykorzystujac pojecie g-odwrotnosci macierzy. Przy-
taczamy je tutaj jako

TWIERDZENIE 2.1. Liniowe funkcje parametryczne C§ sq estymowalne w modelu
(v, XE, 02V) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej g-odwrotnosci (X'X)~ macierzy
X'X spelniony jest warunek
2.1 CXX)yXX=C. m

Bezposredni dowdd tego twierdzenia pomijamy, gdyZz ponizej wykazemy, Ze
stanowi ono szczegdlny przypadek kryterium nastgpnego, sformulowanego przez
Rao i Mitrg ([15], str. 139).

TWIERDZENIE 2.2. Liniowe funkcje parametryczne C¥ sq estymowalne w modelu
(y, XE, 02V) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej g-odwrotnosci X~ macierzy X
spelniony jest warunek

2.2) CX-X=C.
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Dowéd. Z (2.2) wynika bezposrednio, ze wiersze macierzy C sa liniowymi '
kombinacjami wierszy macierzy X, a zatem (2.2) implikuje (1.3).

Na odwrét, jezeli spelniona jest inkluzja (1.3), to istnieje taka macierz L, ze
C = LX. Korzystajac z definicji g-odwrotnosci otrzymujemy woéwczas

CX X =LXX"X=LX=C.

Okazuje si¢ wigc, ze warunek (2.2) jest rownowazny relacji (1.3), a to na mocy T1.3
stanowi dowod T2.2. =

DIla uzasadnienia poprzedniej uwagi o wynikaniu T2.1 z T2.2 wystarczy zauwazy¢,
ze dla dowolnej g-odwrotnosci (X'X)~ macierzy X'X macierz (X'X)~X’ jest g-odwrot-
noécia macierzy X. To za$ jest prosta konsekwencja wykazanej przez Rao [13]
rownosci

XX'X)"X'X = X.

Nieco inny charakter ma kryterium estymowalnosci znajdujace si¢ w [16], str. 20.

Jest ono wyrazone przez odpowiednio wybrane podmacierze macierzy X i C.

TWIERDZENIE 2.3. Niech P bedzie takq macierzq permutacji, Ze w przedstawieniu
XP = [X; :X,] podmacierz X; € My, ,x) jest pelnego rzedu kolumnowego i niech
ponadto CP = [C, : C,], gdzie C, € M\, rx). Wowczas liniowe funkcje parametryczne
CE sq estymowalne w modelu (y, X§, 02V) wtedy i tylko wtedy, gdy
2.3) ’ C: (X1 X)X X; = C,.

Dow6d. Zalézmy najpierw estymowalno$¢ funkcji CE. Na mocy T1.3 istnieje
wtedy taka macierz L, ze C = LX, a w konsekwencji CP = LXP. Po uwzglednieniu
podanych w dowodzonym twierdzeniu postaci macierzy CP i XP uzyskujemy stad
C, = LX, i C, = LX,. Lecz z okreslenia podmacierzy X, wynika istnienie takiej
macierzy M, ze
2.4) X, =X, M.

Zatem
C(XI1X) XX, = C;(Xi X)) ' XiIX\M=CM=LX M= LX; = C,.

Na odwrét, podstawiajac do (2.3) podmacierz X, w postaci (2.4), otrzymujemy
(2.5) C2 = Cl M-

Z drugiej strony, poniewaz podmacierz X, jest petnego rzgdu kolumnowego, wigc
R(C) = #A(X,), a zatem istnieje taka macierz N, ze C, = NX,. Uwzgledniajac
w (2.5) te réwno$¢ wraz z (2.4) uzyskujemy

C, = NX;M = NX,.
Tak wiec [C,: C,] = N[X, :X,], czyli CP = NXP. Wobec nieosobliwosci macierzy
P wynika stad réwnoéé C = NX, réwnowazna relacji Z(C) = #£(X), ktéra na mocy
T1.3 implikuje estymowalnosé funkcji CE. m

3. Kryteria estymowalno$ci wyrazone réwnoS$ciami rzedow macierzy. Jako pierwsze
twierdzenie tego typu zacytujemy kryterium podane w [7], str. 2.
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TwierDZENIE 3.1. Kazdy z warunkdw:

X
(3.1) r([c]) = 1(X)
oraz

< IX'X
(3.2) r([ c ]) = r(X'X)

Jest konieczny i dostateczny na to, by liniowe funkcje parametryczne C¥§ byly estymo-
walne w modelu (y, X, o2V).

Dowdd. ZTI1.3 wiadomo, ze funkcje C§ sg estymowalne wtedy i tylko wtedy,
gdy spetiony jest warunek (1.3), tzn. gdy £(C) < #(X). Dowdd pierwszego z po-
danych kryteridow mozna wigc sprowadzié¢ do stwierdzenia rownowaznosci warunku
(3.1) z ta wlasnie relacja, a to wynika wprost z definicji rzgdu macierzy jako maksy-
malnej liczby jej liniowo niezaleznych wektoréw wierszowych.

Roéwnie prosto mozna udowodnié kryterium drugie zauwazajac réwnowaznosé
warunku (3.2) z relacja Z(C) = Z(X'X), ktéra wobec réwnosci Z(X'X) = Z(X)
jest na réwni z (1.3) warunkiem koniecznym i dostatecznym estymowalnos$ci funkcji
Ce m

Z numerycznego punktu widzenia bardzo ciekawe jest kryterium sformutowane
przez Millikena [9].

TWIERDZENIE 3.2. Liniowe funkcje parametryczne CE, gdzie C jest macierzq pel-
nego rzedu wierszowego, sq estymowalne w modelu (y, X§, o2V) wtedy i tylko wtedy,
gdy
(3.3) r{X(I-C*C)} = r(X)—1(C). m

Dowdd tego twierdzenia pomijamy, gdyz ponizej zamieszczamy wraz z dowodem

* twierdzenie ogdlniejsze, w ktérym z jednej strony odrzucone jest zatozenie o rzedzie

macierzy C, a z drugiej strony, odwrotno$¢ Moore’a—Penrose’a C* macierzy C za-

stapiona jest jej dowolna g-odwrotnos$cig C~. Ta ogdlniejsza postaé¢ kryterium Milli-
kena zostala podana w [4].

TWIERDZENIE 3.3. Liniowé funkcje parametryczne C¥§ sq estymowalne w modelu
(v, XE, 62V) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej g-odwrotnosci C~ macierzy C
3.4 t{XA-C O} = t(X)—r(C).

Dowdd. Przedstawiona tu wersja dowodu wykorzystuje wylacznie aparat
algebry macierzy 1 rozni si¢ istotnie od wersji podanej w [4].

Zauwazmy najpierw, ze na mocy definicji macierzy C~ i C* oraz wlasnosci
rzedu macierzy mamy

{XI-C-C)} = r{X*X(I-C-C)I-C*O)} = r{X*XI-C*C)} =
=

r{XX*X(I—C*C)(I—C‘C)} = r{X(I—C'C)},
a zatem
r{X(I—C‘C)} = r{X*X(I—C*C)}.
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Z drugiej strony, mozliwosé uzycia w rownosci (2.2) dowolnej g-odwrotnosci ma-
cierzy X pozwala wyrazi¢ warunek konieczny i dostateczny estymowalnosci funkcji
CE w postaci

(3.5) CX*X = C.

Tak wigc dowod T3.3 sprowadza sie do pokazania réwnowaznosci warunku (3.5)
z warunkiem

3.6) r{X*X(I-C*C)} = r(X)—-r(C).

Zalézmy na poczatek, ze zachodzi réwno$¢ (3.5). Mozna wtedy tatwo sprawdzic,
ze macierz X+*X(I— C*C) jest idempotentna. Poniewaz rzad macierzy idempotentnej
jest rowny jej $ladowi i poniewaz ponadto dla dowolnej macierzy A i dowolnej jej
g-odwrotnosci A~

3.7 r(A) = tr(A-A),
wiec
H{X*XA=-C*C)} = tr(X*X)— tr(X*XC*C) = tr(X+X)—tr(C*CX*X) =
— tr(X*X)—tr(C*C) = r(X)~r(C).

Pokazali$my zatem, ze (3.5) pociaga (3.6).
Na odwrét, zalézmy teraz, ze zachodzi warunek (3.6). Wtedy oczywiscie r(X) >
= 1(C). Jezeli r(X) = r(C), to na mocy (3.6)

X+XC*C = X*X,

a stad, wobec relacji (3.7) i wykorzystanej juz powyZej wlasno$ci przemiennosci
iloczynu dwéch macierzy przy operacji obliczania $ladu,

tr{C*C(I-X"X)} = tr(C*C)—tr(X*XC*C) =
= tr(C*CO)—tr(X*X) = 1(C)—r(X) = 8
Wykazemy obecnie, Ze rownosé
(3.3) tr{C*C(I-X*X)} =0
zachodzi réwniez wtedy, gdy r(X) > r(C). Przeksztalémy w tym celu lewa strong
relacji (3.6) wykorzystujac symetrie macierzy X*X i I—C*C, idempotentno$¢ ma-

cierzy I— C*C oraz fakt, ze dla dowolnej macierzy A spetniona jest rownosé r(A) =
= r(AA’). Otrzymujemy

r{X*X(I-C*C)X*X} = r(X)—r(C),

a stad, wobec twierdzenia z [8], str. 227, orzekajacego, Zze dla kazdej niezerowej
" macierzy symetrycznej A zachodzi nier6wnos$é r(A) > {tr(A)}?/tr(A?), mamy dalej

(39 X)—r(C) = [tr {X*X(I-C*O)X+X?/tr[{X*X(I—- C+O)X*X}].
Poniewaz jednak )

tr{X* XA~ C*C)X*X} = tr{(X*X)*I-C*C)} = tr{X*X(I-C*O)}
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o tr[{X*X(I-C*O)X*X}?] = tr[{X*X(I-C*C)}?,
wiec (3.9) mozna napisaé w postaci
(3.10) r(X)—r(C) = [r {X*XA—-C*C)}]?/tr[{X*X(I—-C*C)}?7].
Mianownik szacujemy teraz stosujac nastgpujace twierdzenie z [8], str. 226: jezeli
A i B sq macierzami symetrycznymi jednakowego stopnia, to tr{(AB)?} < tr(A?B?).
Uzyskujemy wtedy

tr[{X*X([I-C*C)}?] < tr {(X*X)*(I-C*C)?} = tr {X*X(A-C*CO)},
co pozwala {3.10) napisaé w postaci

1(X)—r(C) = tr {X*X(I-C+C)}.
Poniewaz ponadto
— tr{X*X(I-C*C)} = tr(X*X)— tr(X*XC*C) = r(X)—tr(C*CX*+X),
wigc zachodzi nieréwno$é
tr(C*CX*X) > r(C),

na mocy ktérej

tr{C*CA—-X*X)} = r(C)—tr(C*CX*X) < 0.

Jednakze z drugiej strony macierze C*C i I—X*X, jako symetryczne i idempotentne,
sa okreslone nieujemnie, a wiadomo (patrz [8], str. 318), ze $lad iloczynu dwéch
macierzy okreslonych nieujemnie jest liczba nieujemna. Zatem tr {C*C(I—-X*X)} >
= 0, co w polgczeniu z nieréwnoscia poprzednia daje rowno$é (3.8). Ta za$ impli-
kuje relacje

(3.11) C+CI-X*X) = 0,

jako ze (patrz [8], str. 318) §lad iloczynu dwoch macierzy okreslonych nieujemnie
jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn ten jest macierza zerowa. Mnozac lewo-
stronnie (3.11) przez macierz C otrzymujemy (3.5), co konczy dowéd T3.3. u
Zastosowanie relacji (3.7) do przeksztalcenia warunku (3.4) zawartego w T3.3
pozwala wyrazi¢ kryterium estymowalnos$ci w postaci réwnosci §ladéw macierzy.

TWIERDZENIE 3.4. Liniowe funkcje parametryczne CE sq estymowalne w modelu
(y, X§, 0?V) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych g-odwrotnosci macierzy C i
i X(I—C~C) zachodzi réwnosé

(3.12) tr[{X(I=C~C)}"X(I~C~C)] = tr(X~X)—tr(C-C). m .

Analogiczny wynik, tyle ze wyrazony za pomocg odwrotnosci Moore’a-Penrose’a,
zostat podany w [9].

4. Uwagi koficowe. Zamieszczamy tutaj uwagi prébujace ocenié¢ przydatnos$é
przedstawionych kryteriow estymowalnosci z numerycznego punktu widzenia,
a ponadto wskazujemy procedury uzyteczne przy ich realizacji maszynowej.
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Zauwazmy najpierw, ze we wszystkich warunkach zawierajacych g-odwrotnosci
macierzy, g-odwrotno$ci te sa mnozone prawostronnie przez macierze odwracane.
Poniewaz dla dowolnej g-odwrotno$ci A~ macierz A~A stanowi (patrz np. [5],
str. 59) operator rzutu na Z(A), wigc kryteria (2.1), (2.2), (3.3), (3.4) oraz (3.12)
moga zosta¢ wyrazone w jezyku takich wlasnie operatoréw. Spostrzezenie to jest
istotne, gdyz umozliwia wykorzystywanie takich procedur, w ktérych nie wyznacza
sie explicite g-odwrotno$ci macierzy A. Algorytm wyznaczania operatora A*A
rzutu ortogonalnego (w sensie standardowego iloczynu skalarnego) jest podany
w [11] (patrz réwniez [9]), a oparta na tym algorytmie procedura algolowska znaj-
duje si¢ w [1]. Skonstruowany na tej samej zasadzie algorytm (wraz z odpowiednia
procedura algolowska) wyznaczania operatora A~ A, rzutujacego réwniez na R(A),
lecz niekoniecznie ortogonalnie, jest natomiast zawarty w [2]. Przedstawione w ostat-
nio wspomnianej pracy poréwnanie obu procedur wskazuje, ze mniejszymi bigdami
zaokraglen obarczone sg rzuty wykonywane za pomoca operatora postaci ATA.
Plynie stad wniosek, ze we wszystkich sytuacjach, w ktorych z teoretycznego punktu
widzenia mozliwa jest rezygnacja z ortogonalnosci rzutowania, nalezy ze wzgledow
numerycznych korzysta¢ z procedury podanej w [2]. Wiasnie z tego wzgledu nalezy
przedkitadaé kryterium (3.4) nad (3.3) oraz nie stosowaé rzutow ortogonalnych
w kryteriach (2.1) i (2.2).

Z drugiej strony, poréwnujac warunki (2.1) i (2.2), nalezy pami¢ta¢ o tym, ze
dla problemu odwracania macierz X'X nie jest nigdy lepiej, a na ogét jest gorzej
uwarunkowana od macierzy X (patrz [5], str. 241). Celem formulowania kryteriow
estymowalno$ci za pomoca macierzy X'X jest dazenie do zmniejszenia wymiarow
macierzy, ktore w tych kryteriach wystepuja. Zauwazmy jednak, Zze w przypadku,
gdy X jest ztozona z zer i jedynek macierza ukladu doswiadczalnego, wowczas
zmniejszenie wymiar6w mozna osiagnaé takie poprzez usunigcie z macierzy X
wierszy powtarzajacych si¢; co uwarunkowania nie pogarsza. Postgpowanie takie
uzasadnione jest tym, Ze nie zmienia ono przestrzeni Z(X), a wigc w konsekwencji
nie zmienia roéwniez operatoréw rzutu na £(X).

Uwaga o gorszym uwarunkowaniu macierzy X'X dotyczy réwniez kryterium (2.3).
Poniewaz ponadto jego stosowanie wymaga wielokrotnego obliczania iloczynow
macierzy, wiec z numerycznego punktu widzenia nalezy je oceni¢ jako mato przy-
datne.

Przy uzywaniu kryteridw zawartych w § 2 pojawia sie dodatkowo zagadnienie
numerycznego poréwnania dwdch macierzy. Jest jasne, ze daje si¢ ono sprowadzi¢
do poréwnania réznicy tych macierzy z macierza zerowa. Wtedy jednakze powstaje
problem doboru normy, wedlug ktérej zerowo$¢ macierzy ma by¢ oceniona. Nie-
dogodnoici tej pozbawione sg kryteria wyrazajace si¢ rownosciami rzgdéw macierzy,
ktére skomentujemy ponize;j.

Nawigzujac do poprzednich uwag o operatorach rzutowania i uwarunkowaniu
macierzy nalezy ocenié kryterium (3.4) wyzej niz (3.3), a kryterium (3.1) wyzej niz
(3.2). Trudno jest nam natomiast poréwnaé¢ warunki (3.1) i (3.4) migdzy soba.
Stosowanie dowolnego z nich wymaga w kazdym razie wyznaczania rzgdéw macierzy.
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Przy prowadzeniu obliczei mozna do tego celu wykorzysta¢ procedure podang
w [3], badz tez, ze wzglgdu na réwnos¢ (3.7), procedurg zawarta w [2], ktéra
oblicza operatory rzutu.

Na inny aspekt zagadnienia nalezy zwrdci¢ uwage przy porownaniu kryterium
(3.4) z (2.2). W obydwu wystepuja operatory rzutu na przestrzenie wierszy, tyle
ze w kryterium (2.2) na #Z(X), a w kryterium (3.4) na 2(C). Poniewaz przewaznie
macierz C zawiera mniej wierszy (niekiedy jest tylko wektorem wierszowym) niz
macierz X, wigc przy obliczeniach maszynowych operator C~C jest na ogdt wyzna-
czony doktadniej niz operator X~ X. ’

Na zakorniczenie nalezy zaznaczyé, ze zawarta w tym paragrafie proba oceny
przydatnosci poszczegdlnych kryteriow estymowalnosci zostala dokonana w oder-
waniu od innych aspektéw analizy ogélnego modelu liniowego, a ponadto, ze ocena
ta opiera si¢ jedynie na wynikach szeregu obliczen przeprowadzonych dla macierzy
testowych (patrz [19]) i nie roéci sobie prawa do analizy formalnej.
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