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1. Wstęp. W drugiej połowie lat siedemdziesiątych opisano kilka metod 
hybrydowych, będących połączeniem metody kollokacji z inną metodą nu-
meryczną. Wymagania co do regularności rozwiązania przybliżonego zostały 
w tych metodach bardzo osłabione. Jedną z takich metod jest metoda, 
będąca połączeniem metody kollokacji z metodą t f -1 Galerkina (zob. [9]) 
opisana w pracach [2] i [3]. Generuje ona rozwiązania przybliżone nieciągłe. 
Nazwano ją metodą H ~ l kollokacji Galerkina (w skrócie H~ ^kollokacji).

Jeśli zagadnienie nie jest regularne lub wartości pochodnych na pewnych 
odcinkach są duże, to należy się spodziewać, że błąd globalny (np. w normie 
L2{K)) metody rozwiązującej to zagadnienie będzie duży. Niemniej jednak 
błąd lokalny (tj. błąd metody liczony na elemencie w pewnej ustalonej 
normie) może być mały na elemencie oddalonym od punktów osobliwych lub 
odcinków, na których rozwiązanie dokładne ma duże wartości pochodnych.

Przykładami metod generujących mało regularne rozwiązania przybliżo-
ne, a mianowicie nieciągłe, są: metody H ~ 1 Galerkina (zob. [9]) oraz 
metoda H~ 1-kollokacji (zob. [2]). Lokalne błędy tych metod (dla niektórych 
przynajmniej zagadnień) na pewnych elementach mogą być znacznie mniejsze 
niż błędy globalne w ustalonej normie (najczęściej L2(K) lub L°°(K)). Dotyczy 
to zwykle tych elementów, na których rozwiązanie dokładne jest bardziej 
regularne, a wartości pochodnych tego rozwiązania są niewielkie. Ekspery-
menty numeryczne dla metody H ~ l Galerkina potwierdzające ten fakt 
podane są w [9].

Metody o takiej własności są szczególnie przydatne do przybliżonego
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rozwiązywania zagadnień, dla których błąd globalny metody jest duży (przy 
umiarkowanej ilości węzłów podziału). Można się spodziewać, że dadzą one 
dobrą aproksymację rozwiązania dokładnego na tych elementach, na których 
jest ono bardziej regularne, a jego pochodne mają niewielkie wartości.

Jednak, aby metodę H -1-kollokacji (i nie tylko tę metodę) można było 
praktycznie stosować, należy używać kwadratur do obliczania występujących 
w nich całek. W niniejszej pracy odpowiemy na pytanie, jakie kwadratury 
można stosować, aby zachować stabilność metody f / -1-kollokacji i utrzy-
mać rząd zbieżności w normie L2(K) taki, jaki ma ta metoda bez użycia 
kwadratur.

Opiszemy teraz krótko zawartość tej pracy. W rozdziale 2 sformułowaliś-
my zagadnienie różniczkowe w postaci uogólnionej. Pozwoliło to na osłabie-
nie regularności wymaganej od rozwiązania dokładnego, a co za tym idzie, 
rozszerzenie klasy rozważanych zagadnień. Ponadto rozdział ten zawiera opis 
oznaczeń. Definicję metody H~ ^kollokacji z użyciem kwadratur podaliśmy 
w rozdziale 3. Rozwiązanie przybliżone w tej metodzie jest na każdym 
elemencie wielomianem stopnia < r oraz jest nieciągłe w punktach podziału 
przedziału [0, /]. Przyjęliśmy założenie, że kwadratury są dokładne dla 
wielomianów stopnia ^  r +1. Przy tym założeniu pokazaliśmy w rozdziale 4, 
że metoda /T^-kollokacji jest stabilna, a w rozdziale 5 udowodniliśmy, że 
błąd metody w normie L2(K) jest rzędu 0{hr+1) dla r ^  1, a w normach 
Hk(ei), 1 <  k ^  r, jest rzędu 0{hr+i~k).

2. Oznaczenia. Sformułowanie zadania. Podstawowe oznaczenia są zgodne 
z oznaczeniami używanymi w książce Ciarleta [1]. Niech K  oznacza odci-
nek otwarty. Przestrzeń Sobolewa W m,q(K), m ^O , q e [  1, oo], jest zbiorem

. . . .  d*'/
funkcji /  takich, że Dlf  eU(K), i = 0, ..., m, gdzie Dlf  = —-r jest pochodną

ax'
dystrybucyjną, m jest liczbą całkowitą. W przestrzeni Wm,q(K) jest określona 
norma

m

Ki= 0
dla q e [ l ,  oo) oraz

INIm.oo.ic = max (esssup|D‘y(x)|)
0 $ i < m xeK

dla q =  oo.
Dla v e W m,q(K) możemy również określić seminormę

\vL,q,,;=(SlD” v\<dx)llq 
k

Nm,oo,JC = ess sup\Dmv(x)\
xeK

dla q e [  1, oo) oraz
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dla q = oo. W przypadku gdy q = 2, będziemy pisać Hm(K) zamiast 
Wm 2(K), || zamiast || • ||m,2,*: oraz H MiJC zamiast \-\m<2tK. Przyjmujemy, że 
H°{K) = L2(K).

Przestrzeń Hm(K), m ^  0, jest przestrzenią Hilberta z iloczynem skalar-
nym

m

(w, v)myK = f £  P u & vd x .
K i — o

Ponadto określamy przestrzeń Hl(K) jako domknięcie w sensie normy || -||1>K 
przestrzeni Cq {K) funkcji gładkich z nośnikiem zwartym zawartym w K.

Dla m ^ O  i a e [0 , 1] symbol Cm,a(K) oznacza przestrzeń funkcji 
f  eCm(K), których m-te pochodne spełniają warunek Hdldera z wykładni-
kiem ot. Przestrzeń ta jest przestrzenią Banacha z normą

Cm,ac(K) t,oo ,K +  SUp 
x,yeK  
x

\ f {m)( * ) - f {m)(y)\
I x -y \*

Przyjmujemy, że Cm’°{K) =  Cm{K) z normą \\f\\cm{K) = II/IL,cx>,k -
Obcięcie funkcji v do zbioru K  oznaczamy V\K. Przestrzeń wszystkich 

wielomianów stopnia nie większego niż r obciętych do zbioru K  będzie 
oznaczana Pr(K).

Rozważamy następujące zagadnienie brzegowe

f  Lu (x) =  — (d (x) u' (x))' +  b (x) u' (x) -I- 
(2.1) < +c(x)«(x) = /(x )  dla x eK  = (0, /),

tu(0) =  0, u (/) =  0,
du

gdzie u'(x) = —-  (x). Dalej będziemy rozpatrywać zagadnienie (2.1) w sformu- 
dx

łowaniu wariacyjnym (uogólnionym): 
znaleźć u g H q (K) takie, że

(2.2) VveHl(K), a(u, v) = l(v),

gdzie

oraz

a(u, v) =  §d(x)u’v' + b(x)u'v + c(x)uvdx
K

l(v) =  ff{ x )v d x  = ( / ,  y)0>x. 
k

Będziemy również rozważali zagadnienie dualne do (2.2), które formułujemy 
następująco:

znaleźć w €H q (K) takie, że

Vi;etf£(K), a{v, w) = l(v).(2.3)
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Przez L* będziemy oznaczali operator formalnie sprzężony do L (w sensie 
iloczynu skalarnego (•, -)o,k)> tzn.

(2.4) L* v (x) = — (d (x) v' (x))' — (b (x) v (x))' + c (x) v (x).

Zakładamy, że istnieją stałe d0, dt takie, że

(2.5) 0 < d0 ^  d(x) ^  d{ dla prawie wszystkich x e K .

Ponadto zakładamy, że

(2.6) d, b e W x̂ {K ) ,  ceL®(X), f e L 2(K)

oraz że

(2.7) dla /  =  0 zadania (2.2) i (2.3) mają tylko zerowe rozwiązania.

Założenia (2.5), (2.6) i (2.7) będą obowiązywały w całej pracy.
Z warunków (2.5), (2.6), (2.7) wynika, że rozwiązania u i w zagadnień (2.2) 

i (2.3) istnieją, są wyznaczone jednoznacznie oraz należą do H 2(K)c \Hq (K).

U w aga 2.1. Ponieważ W 1,a>(K) c_>C(K), więc funkcje d i b są ciągłe na 
K , zob. np. [1]. ■

Jeśli założymy, że

(2.8) d e W 2̂ { K ) n C u l (K)t b s C u l (K), ceC °’l (K), f e H l {K),

to rozwiązania u i w zagadnień (2.2) i (2.3) należą do H 3(K)r\Ho(K) oraz

(2-9) Ilwll3,x ^  ^3 ll/lll.K* IM l3.*<C4 ||/ ||i .* f

gdzie stałe C3, C4 nie zależą od u, w ,f,  zob. [6, str. 216 oraz str. 204 wraz z 
uwagą 2.4, str. 220].

Wprowadzimy podział odcinka [0, /] = K. Dzielimy ten odcinek na 
mniejsze odcinki (elementy) ą- = [xf, xi + 1], i = 0, ..., N, gdzie

(2.10) 0 = x 0 < xx < ... < xN < xN+! = /,

oraz przyjmujemy, że = xi + l — x(, i = 0, . .. ,  N. Ponadto niech

h =  max hh hmin = min hi.
OśiśN O

Zakładamy, że ciąg podziałów przy h -*0 jest regularny, tzn.

h
(2.1 la) 3<j  >  0, -— ^  a przy h ->0,

Kńn
zob. [1]. Ponadto dalej potrzebne nam będzie następujące dodatkowe założe-
nie:
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(2.1 lb) funkcje d', c, f  mają skończoną liczbę punktów nieciągłości.
Zakładamy, że punkty te są tak położone, iż istnieje podział 
przedziału K  (spełniający warunek (2.1 la)), przy którym 
d',b',c e W 1’cc(ei), f  eC(ef) dla i = 0, 1, ..., N.

Stąd wynika, że funkcje d\ b\ c, f  są ciągłe na każdym elemencie et, 
i =  0, ..., N. Ponadto z (2.1 lb) wynika, że d, b e W 2'™(ej. Symbol C (również 
z indeksami) będzie oznaczał stałą dodatnią o różnych wartościach w róż-
nych kontekstach. W całej pracy stałe C nie będą zależały od h, co będziemy 
czasami krótko zapisywali C #  C(h).

W dalszej części pracy będziemy używali następujących przestrzeni ele-
mentu skończonego:

«H* = [v sC*(K): iv, i =  0, 1....... N ) ,

gdzie k ź O ,  r ^  k + 1,

9H-> = \veL2(K); ePr(e,), i =  0, 1, . .. .  JVJ,

gdzie r >  0,

^  =  { v e m kr: v{0) = 0, v(l) = 0}, 

gdzie k ^ 0 ,  r ^  k+  1.
Będziemy wykorzystywali pewne podprzestrzenie powyższych przestrzeni 

elementu skończonego, mianowicie

{ dmv )
Zr =  (Xi) =  0, O ^ m ^ k ,  i = 0, ... ,  N + l  >,

gdzie k ^  0, r ^  k + 1.
Prawdziwa jest następująca równość dla r ^  2fc +1

(2.12) soi; =  i ;© s 9 i i4+1,

gdzie k ^ 0 .  '
Ponadto dla v takich, że V\e . e / /m(ef), m ^  0, i =  0, . . . ,  N, wprowadzamy 

następujące normy (zob. [1], uwaga 3.2.2, str. 133):

(2.13) UMIL,, =  ( £  ||.|L,,,e.)1,<' dla ą e [ l ,  oo)
i= 0

oraz

II 1̂11 Im,oo = sup \\v\\m< dla q = cc.
O ś i ś N

W przypadku gdy q = 2, będziemy pisali |||-|||m zamiast ||| ■ |||m,2-
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U w aga 2.2. Zauważmy, że |||i>|||0>ł =  IMIo,«,k dla vel3(K), gdzie 
q e [ \ ,  oo]. ■

Opiszemy teraz oznaczenia, które będziemy używali dla wielomianów 
ortogonalnych. Przez [0, 1] -> R, n ^ O ,  oznaczamy wielomiany Jaco-
biego (przesunięte na przedział [0, 1]) dane wzorem (formuła Rodriguesa)

J ^ ( x )
(-1 )"  1___ dn

n\ x“(l — x f  dxn
[x "+“( 1 - jc)"+^],

gdzie a, /?e( — 1, oo), zob. [10]. Wielomiany powyższe są ortogonalne do 
wielomianów stopnia k < n z wagą x*(l — x)p, tzn.

(2.14) J xa( l - x f J ix'P)(x)pk(x)dx = 0 Vpk eP k([0, 1]).
b

Wielomiany te są związane z kwadraturami Gaussa-Jacobiego.
Kwadratury Gaussa-Jacobiego Q(„,p\  a > - 1 ,  /? > - 1 ,  dane są wzorami

(2-15) f if • » ( / )=  Z  w/(p,.),
j= i

gdzie są pierwiastkami wielomianu a wagi Wj są tak wybrane,
aby zachodziło

(2.16) 2 W )  = K < l - t m ) < f t  v /e i> 2„_ ,( [0, 1]).
o

Wagi M J - .  są wyznaczone jednoznacznie, zob. [10].
W pracy będziemy często korzystali z następującej nierówności, prawdzi-

wej dla f  e W m’1X3 (ej, v e W m,q(ei), m ^  0, 1, mianowicie
m

(2.17) IM W | ^  C 2  Mm- j , q,e . \f\jM i ,
j~ 0

gdzie stała C #  C(h), zob. [1, str. 192]. Również będziemy używali następują-
cego oszacowania dla veP ^eJ , n ^ 0 ,

(2.18) \v\m,q,e i< C hk- mh ^ - ^ \ v \ kJ,ei,

gdzie q, l ^  1, 0 <  k ^  m oraz C #  C(/i), zob. [1, str. 141],
Błąd kwadratury na elemencie et oznaczymy przez £, ( /)  = /, ( /)  — (/),

i = 0, 1 , N  oraz na przedziale [0 ,1 ] przez E (f)  = I(?) — Q(f), gdzie

h ( f )  =  $f(x)dx, 1(f) = $f(t)dt, a & ( /)  i g ( / )  oznaczają kwadratury
1

funkcji /  i /  odpowiednio na elemencie et oraz na przedziale [0, 1]. Spełniają 
one równość Qt(f)  =  Q(f), gdzie/(f) = f ( x i + thi), te [0 , 1].
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Zaczniemy od lematu pomocnego w szacowaniu błędu kwadratury.

Le m a t  2.1. Niech 1 ^  s ^  m — n + 2, j  ^  n ^  m+ 1 oraz j  = 0, 1, 2. Niech 
ciąg podziałów odcinka K  jest regularny (zob. (2.1 la)) oraz kwadratura Q 
spełnia warunek:

(2.19) (2(P) = /(P) VpEPm([0, 1]),

gdzie m ^  max(0, j — 1). Zakładamy, że jeśli s + j ^  2, to / e l f s+-'"1,,(ei) i 
q e ( \ ,  oo], a jeśli s =  1, j  =  0, to / e C ( ą )  i q — oo. Wtedy istnieje stała C 
niezależna od h i f  taka, że dla dowolnego pEP„(e,)

(2.20) IM /p )-ft( /p )l | | / | |s+j - Ilpllj>(.,

przy czym dla j  — 0 w miejscu normy | | / | |s+ j- i,q,ei występuje seminorma
l / U  j — 1 ,q,ef •

U w aga 2.3. Przez kwadraturę Q będziemy rozumieli kwadraturę 
Gaussa-Jacobiego. ■

U w aga 2.4. Jeśli przyjmiemy, że parametr j  = 1 oraz n = s = k, m = 
=  2k — 2, gdzie k ^  1, to otrzymamy twierdzenie 4.1.5 podane przez Ciarleta 
w [1]. Tak więc powyższy lemat można traktować jako uogólnienie tego 
twierdzenia w przypadku jednowymiarowym. Jednak dowód lematu 2.1 
podany poniżej różni się od dowodu twierdzenia 4.1.5 w [1] podanego przez 
Ciarleta. Z jednej strony został on uproszczony przez fakt, że rozpatrywany 
jest przypadek jednowymiarowy. Z drugiej strony stał się on bardziej złożo-
nym z powodu rozpatrywania przypadku j  #  1 oraz z powodu wprowadze-
nia parametrów m, s, n. m

D ow ód  le m a tu  2.1. Niech K  =  [0, 1]. Zachodzi wzór

w fp ) -Q ,( fp )  =
>

Ponadto, ponieważ dla s + j ^ 2  i g e ( l,o o ]  słuszne jest włożenie 
Ws+j~l’q(ei) d^C(ei), więc kwadratura Qi(fp) jest dobrze określona.

I. Udowodnimy najpierw (2.20) dla j  = 0.
Niech G (f) = E(?p). Funkcjonał G: Ws~1,q(K) -+R jest liniowy wzglę-

dem /  oraz ciągły dla s ^  2 i qe(  1, oo]:

|G (/)| C |l/,||o,».s ||p|lo.»,« C ||/ | |s_1,,,<||p|lo.K.

a C zależy od wag kwadratury Q. W powyższej nierówności wykorzystaliśmy 
równoważność norm IHIo,®,* i ll'llo.x w przestrzeniach skończenie wymiaro-
wych Pn(K) (zob. np. [1]) oraz włożenie Ws~1,q(K) c-^L^iK),  jeśli s ^  2 i 
q e ( l ,  oo].
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Z warunku (2.19) wynika, że jeśli 2 ^  s ^  m — n + 2 i O ^  n ^  m, to 
G(f) = 0 dla / e P s_ 2(K), bo f p e P s_2 + n(K) c  Pm(K) dla s ^ m - n  + 2. Z 
lematu Bramble’a-Hilberta (zob. [1]) otrzymamy, że dla 2 ^ s < m— n + 2, 
q g (1, oo] i O ^  n ^  m

(2.21) \E ( fp ) \< C \f \s^ ^ \ \ p \ \ 0̂

gdzie C nie zależy od /  i p.
Zauważmy, że jeśli q = oo i 5 = 1, to nierówność (2.21) jest również 

prawdziwa dla dowolnego n ^  O, przy czym nie musimy korzystać z założe-
nia (2.19). Wykorzystując nierówności

oraz
1 /U m .x <

l lp N o .*« c /r1,2||p||0,ei>

zob. [1], otrzymamy oszacowanie

|£,(/p)| =  h \ E ( J p ) \  «  CA*-<,'2'-«1'«>|/|. l,q,€j llpllo.c,-?

gdzie 1 ^  s <  m -n -f  2 oraz jeśli s ^ 2 ,  t o O ^ n ^ m i g  e (l, oo], a jeśli s = 1, 
to O ^ n ^ m + 1  i q = oo. Udowodniliśmy (2.20) dla j  = 0.

II. Pokażemy teraz (2.20) dla j  = 1.
Niech Pi e P 0(et) będzie wielomianem interpolacyjnym stopnia 0 wielomia-

nu p e P n(ei) w węźle xf, tzn. pf =  p (*,•). Zachodzi równość

(2-22) Ei(fp) = Eiifp^ + E iifip -p i)) .

Szacujemy pierwszy składnik powyższej równości. Korzystamy z (2.20) z 
parametrami j  = 0, n =  0. Otrzymamy, że dla 2 ^  s <  m + 2, q > 1

(2.23) |£ ,( /a )I <  | / | s_ | | p | | 0,Cj.

Wykorzystaliśmy tu następujące oszacowanie:

llAllo,«j «/>1/2||pllo.„,ei ^ C ||p ||0.„(,

używając definicji normy || * Ho.e,- i nierówności (2.18). Następnie zastępujemy s 
w nierówności (2.23) s+ 1 . Otrzymamy, że dla 1 ^  s < m-j-1 i q >  1

(2.24) |£,(/p,.)| <  CM + ” ' 2»-'‘'- ' | / lW i llpllo.«r

Zauważmy, że powyższa nierówność jest również prawdziwa dla 1 ^  s ^  
^  m — n + 2, jeśli 1 ^  n ^  m + 1.

Przechodzimy do szacowania drugiego składnika równości (2.22). Naj-
pierw korzystamy z (2.20) z parametrami j  = 0, 2 ^ s ^ m - n  + 2, q >  1,
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O < n ^  m. Mamy zatem (zob. [1])

(2.25) |£ ,(/(p -p ,)) | <  Hp-ftllo,,, <
c tf+ a/2)-../,.|| / ||s i ^ | p | iej

Pozostał do rozpatrzenia przypadek s = 1, 1 < n < m+1 i q >  1. Nie 
wynika on z (2.20) dla j  = 0, bowiem jeśli s =  1, to q =  oo, a interesuje nas 
q > 1 (a nie tylko q =  oo). Wiadomo, że jeśli q > 1, to W 1,q(K) 
tzn.

zob. [1]. Stąd wynika, że

I£ |(/(P-P<» =  ht\ E ( f ( p - p Ą

C /l||/||0,„,,IIP-P.llo,,.,C /ill/lU .g.K

Wykorzystaliśmy tu fakt, że normy na przestrzeni Pn(K) są równoważne. 
Biorąc pod uwagę nierówności

l l / l l i „ , ^ C A - 1'- | | / | |1,,>e. oraz |p|i.* <  Cf,1' 2|p|IiC(>

otrzymamy więc

(2.26) |£, (/(P -P ,))| ^  ch{3,2>~{1/9) | | / | | i tfltej |pli.Ci.

Z równości (2.22), nierówności trójkąta i oszacowań (2.24), (2.25) i (2.26) 
otrzymamy nierówność

|£ ,(/p )K  | | / | |w .||p||i,e|)

gdzie l ^ s ^ m  — n + 2, l ^ n ^ m + 1 ,  m ^ O  oraz g e ( l, oo ]. Udowodniliśmy 
(2.20) dla j = l .

III. Przechodzimy do dowodu (2.20) dla j  = 2.
Zakładamy, że f  e W s+1,q(ê ). Niech pi s P l (ei) będzie interpolacją wielo-

mianu p e P n(ei) w 2 różnych punktach z ą , tzn. p,(xik) = p(xik) dla k = 0, 1. 
Wykorzystamy równość (2.22). Szacujemy pierwszy składnik tej równości. 
Korzystamy z (2.20) z parametrami 7 =  1, n = 1. Otrzymamy, że dla 
l ^ s ^ m + 1 ,  q > 1

(2.27) |£,(/p,)| | | / | | , , ,e. Ilpll^..

Wykorzystaliśmy tu następujące oszacowanie:

llPilll.^ <  IIP" P iliły  +  l|p|ll.e, <  C \\p \\Ue.

zob. [1]. Następnie w nierówności (2.27) s zastępujemy s+ 1 . Otrzymamy, że 
dla 0 ^  s ^  m, q > 1

10 — Matematyka Stosowana t. 31
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(2.28)

Zauważmy, że powyższa nierówność jest również prawdziwa dla 1 ^  s < 
^  m — n + 2, jeśli 2 ^  n ^  m+ 1 i m > 1.

Przechodzimy do szacowania drugiego składnika równości (2.22). Korzy-
stamy z (2.20) z parametrami j  = 1, 1 ^  s ^  m — n + 2, q > 1 i l ^ n ^ m + 1 .  
Mamy zatem (zob. [1])

Z równości (2.22), nierówności trójkąta oraz oszacowań (2.28) i (2.29) otrzy-
mamy nierówność

gdzie —n + 2, 2 ^  w ^  m + 1, m ^ l  i q e ( l ,  oo]. Oszacowanie (2.30)
dowodzi, że nierówność (2.20) jest prawdziwa dla j  = 2, co kończy dowód. ■ 

U w aga 2.5. Powyższy lemat jest prawdziwy również dla j  > 2. Jednak 
tego faktu nie wykorzystujemy w dalszej części pracy.

Korzystamy w tej pracy z nierówności Hóldera (dla trzech czynników — 
zob. [5])

Nierówność (2.31) wynika bezpośrednio z nierówności Hóldera dla dwóch 
czynników.

3. Opis metod H~ ^kollokacji. W niniejszym rozdziale podamy definicję 
metod / / -1 -kollokacji z użyciem kwadratur do rozwiązywania zagadnień
(2.2). Zaczniemy od opisu metod H _1-kollokacji (dalej słowa „z użyciem 
kwadratur” będziemy pomijali).

D e f in ic ja  3.1. Metodami H ~ 1-kollokacji (dla zagadnienia (2.2)) nazywamy 
następujące metody:

znaleźć U e 93̂ “ 1 takie, że

(2.30)

(2.31)

gdzie a ^  1, /? ^  1, y ^ l  oraz

( lM  + (l/P) + (l/y) = l.

(3.1) LU  (xu) =f(Xij), i = 0, 1, ..., N, j  = 1, ... ,  r — 1,
N N

X RAU L*V)=  X  M f  V) VFsSOii,
i= 0

(3.2)
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gdzie r ^  1, punkty } są afinicznym przekształceniem na et punk-
tów Jacobiego, tzn.

(3.3) xij = xi + hi pj ,

a [Pj}j=i S4 zerami wielomianu J (r2j f .  Ponadto Riy i = 0, 1, N, oznaczają 
następujące kwadratury:

(3.4) R ,( f)  = hi R(f),
1

gdzie f ( t )  = f { x i + thi), te [0 , 1] oraz R ( f )  jest kwadraturą całki §f(t)dt =
o

n

= 1(f)  daną wzorem R ( f )  = Wjf(tj), n ^  2, o własności:
j= i

(3.5) R ( f )  = I ( /)  V /e P r+1([0, 1]). ■

U w aga 3.1. Dla r = 1 występują tylko równania (3.2). Metoda w tym 
przypadku sprowadza się do metody H _1 Galerkina, zob. [2], [9], przy 
czym całki na elementach et są zastąpione kwadraturami Rt. ■

Z określeń (3.4) i (3.5) wynika, że

(3.6) Ri(f)  = / / ( / )  V /€ P r+1(Ą).

W praktyce wybieramy kwadraturę R( tak, aby spełniała warunek (3.6) oraz 
aby zawierała możliwie małą ilość węzłów. Wiadomo, że najmniejszą ilość 
węzłów potrzebną do spełnienia (3.6) mają kwadratury Gaussa. Ilość ta 
wynosi l + r/2 dla r parzystego i 2 + (r—1)/2 dla r nieparzystego. Stąd 
możliwymi do przyjęcia w praktyce są kwadratury R = lub R = QY+2 

dla r parzystego, gdzie r — r/2, oraz R = R  = lub R = ^ dla
r nieparzystego, gdzie r = (r —1)/2 (zob. rozdz. 2). Stosowanie kwadratur o 
większej ilości węzłów zwiększa czas obliczania współczynników układu, a 
więc i czas tworzenia układu równań.

Zapiszemy metody (3.1), (3.2) w postaci wariacyjnej; co ułatwi ich bada-
nie. Przyjmujemy tutaj, że

(3.7) Q(]) = f W (P A
j= 1

gdzie {pjYjZl są zerami wielomianu Ą - f ,  wagi i spełniają równości

wj = wj2’2)/ [ p ? ( l - p / ] ,

a (wja-2)}j:} są wagami kwadratury Q{r2.:f  (zob. rozdz. 2). Dla r = 1 przyjmu-
jemy, że Q (/)  = 0. Ponadto niech

(3.8) & ( /)  = h , Q ( h  i = 0 , 1, . . . .  N,
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gdzie /( t )  =  f  (xt + thi), t e[0, 1], r ^  2. Zauważmy, że & (/)  = 0 dla r = 1. 
Pokażemy teraz, że

(3.9) Q<fp) = Kj p )

dla dowolnego / e P i - . P ,  1]) i peP„([0, 1]) takiego, że p(0) =  p’(O) =  0, 
p( 1) =  p'(l) = 0, gdzie r ^  2, 4 ^  n ^  2r.

Niech <?(0 = p(0/[f2( l ~ 0 2]- Zauważmy, że eP„_4([0, 1]). Ponieważ 
kwadratury Q(r- 2) są dokładne dla wielomianów stopnia ^  2r —3 (zob. 
(2.16)), więc otrzymamy

I ( fp )  = $?(t)P{t)dt = $t2{ l - t ) 2f(t)q(t)d t = 
o o

=  Z  W?t2}f(P,)Ę(Pj) =  Z  „2 ! ? ' 2 / (Pj)P(Pj) = G (/p),
j=l j= lP j\l Pj>

bo /^ G ? 2p-3P »  1]), co kończy dowód równości (3.9). Następnie z (3.9) 
i (3.8) otrzymamy d l a r ^ 2 i n  = r +  2

(3.10) QAfp) =  Ii(fp) V /e P r_2(ą), p e 3 j+2,

gdzie 2}+ 2 =  {u e # ę +2: ^ ( * t) = m =  °, i = 0 , . . . ,  N + 1}, zob. 

rozdział 2. Zachodzi równość

(3.11) ®ę+2 =  a t e s t u j ,

zob. (2.12). Wykorzystując powyższe oznaczenia, sformułujemy metody (3.1), 
(3.2) w postaci wariacyjnej.

T w i e r d z e n i e  3.1. Zagadnienie (3.1), (3.2) jest równoważne następującemu: 
znaleźć U e 1 takie, że

(3.12) a„(U,V) = U V ) W  e(0l)+2,

gdzie

a„{V ,V)=  £  [QdLUVJ + R ^U -L ’ VJ-]

in(v) = z  [ e . - c r a + i M / i y ] ,
1=0

a ponadto V = V 1 + V2, Vx e X l+2, P2 e ^ 3-

D ow ód. Pokażemy, że z równości (3.12) wynika (3.1), (3.2). Biorąc za V 
funkcje V2 e <$fl\, otrzymamy od razu równość (3.2) (ponieważ Fi = 0).
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W przypadku r =  1 występuje tylko równość (3.2). Dlatego dalej zakładamy, 
że r ^  2.

Wybieramy teraz bazę £*+2. Są to funkcje (f>kle <$Hl+2, k = 0 , . . . , N ,  
/ = 1, ... ,  r — 1, spełniające warunki:

(3.13a) =  0, i = 0, ... ,  JV+1, m = 0, 1,

(3.13b) (f>kl (xtj) = Ski ó,j, j  =  1, ..., r - 1, / = 0, ... ,  N,

gdzie {xij} są określone w (3.3). Warunki (3.13) wyznaczają funkcje {(f)kl} 
jednoznacznie i zapewniają, że (f)kl e 3 j+ 2. Ponadto wynika z nich, że nośni-
kiem funkcji <j>ki jest element ek.

Biorąc za V kolejne funkcje bazowe (f)kl, otrzymujemy

Qk(LU(f>kl) =  Qk{fcj>kl).

Korzystając z (3.13b) oraz z określenia Qk (zob. (3.7) i (3.8)), otrzymujemy 
wzór postaci:

hk w, LU (xkl) =  hk w j ( x kl),

gdzie {wt} są wagami kwadratury Q. Stąd wynika już równość (3.1). Postępo-
waniem odwrotnym dowodzimy, że z równości (3.1), (3.2) wynika równość
(3.12), co kończy dowód. ■

Zauważmy, że prawdziwa jest następująca nierówność dla

(3-14) im k * ^ C |K |2łX,

gdzie K = [0, /], a stała C nie zależy od V i h (zob. [8], str. 27).
Dalej potrzebny nam będzie lemat dotyczący przestrzeni 90^+2 i x.

Le ma t  3.1. Operator S =  —D2 przekształca 50^+2 na 1 wzajemnie 
jednoznacznie {jest izomorfizmem tych przestrzeni).

U w aga 3.2. D oznacza pochodną dystrybucyjną.

D ow ód. Nietrudno zauważyć, że — D2 V e 50171, jeśli Fe50^+2, bowiem 
V na każdym elemencie et jest wielomianem stopnia <  r +  2 oraz VeC 'iK ).  
Tak więc S przekształca 901J+2 w 931^1.

Pokażemy teraz, że dla dowolnego W eW l^1 istnieje dokładnie jedno 
Fe90łJ+2 spełniające

(3.15) — D2 V = W.

Zauważmy, że zachodzi równość
X

(3.16) V{x) =  V(0) + xV'(0) + $ { x - t )D 2 V(t)dt.
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Z warunków F(0) =  K'(0) = 0 oraz z (3.15) otrzymujemy
JC

(3.17) V(x) = -  {(jc - t)W (t)d t .
o

Ponieważ (x — t)W(t) jest na e, wielomianem stopnia ^  r+ 1  względem t, 
więc stąd wynika, że V{x) jest na każdym et wielomianem stopnia ^  r + 2 
(wyznaczonym jednoznacznie przez funkcję W), czyli S przekształca SJ0^+ 2 na 

1 wzajemnie jednoznacznie. ■

Z lematu 3.1 wynika, że istnieje operator odwrotny do S. Oznaczmy go 
przez T, tzn.

(3.18) T = S ~ i = ( - D f a r+2r l

oraz T: 99̂ “ 1 -+9JIJ+2 wzajemnie jednoznacznie i „na”.
Będzie nam potrzebny następujący lemat.

L e m a t  3.2. Niech 1 ^  s ^  2r — n + 2, r ^  2, 4 ^  n ^  2r oraz j  = 0, 1, 2. 
Niech ciąg podziałów odcinka K jest regularny (zob. (2.1 la)) oraz kwadratura 
Q spełnia warunek (3.9). Zakładamy, że jeśli s+ j ^  2, to f  e W s+j l,q(ei) 
i qe(  1, oo], a jeśli j  —  0, s =  1, to f  eC(e,) i q —  oo.

Wtedy istnieje stała C niezależna od h i f  taka, że dla dowolnego peX},

(3.19) \ I i ( fp)-Qi(fp)\  ^

przy czym dla j  = 0 w miejscu normy ||/||s+ w y s t ę p u j e  seminorma

D ow ód. Niech £ ,( / )  =  U i f ) - Q t (/)  oraz E{f) = I ( f ) - Q { f ) ,  gdzie 
/ ( £ ) = /  (Xi + tly), t e[0, 1]. Oszacowanie (3.19) dla j  = 0 wynika bezpośrednio 
z lematu 2.1 z parametrami m =  2r i 7 =  0, bowiem część I dowodu lematu 
2.1 nie ulega zmianie, jeśli zamiast warunku (2.19) wstawimy warunek (3.9).

Przechodzimy do dowodu tego oszacowania dla 7 =  1. Niech pi e P 1(ei) 
jest wielomianem interpolacyjnym wielomianu p w punktach xif xi+1, tzn.

(3.20) pi (x.) =  p (X,.), Pi {xi+l) = p (x, + ^ .

Ponieważ z założenia o wielomianie p wynika, że p(x,) = p(xi+l) = 0, więc 
Pi(x) =  0 dla x e e {. Otrzymamy

(3.21) llpllo,., =  lip a IIo.c,- ^  Ch\p\Ue..

Korzystamy teraz z oszacowania (3.19) dla j  =  0 z parametrami 2 < s < 
^  2r —n + 2, r ^  2, 4 ^  n ^  2r oraz q 6(1, oo]. Mamy

(3.22)
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Wykorzystaliśmy tu nierówność (3.21). Pozostał do rozpatrzenia przypadek 
s = 1, 4 < n < 2r i qe(  1, oo]. Zauważmy, że nie wynika on z (3.19) dla 
j  = 0, bo teraz wymagamy, aby qe(  1, oo], a nie tylko q = oo. Niech K = 
= [0, 1]. Wiadomo, że dla q > 1 zachodzi włożenie W 1,q(K) c l ^L®(X), tzn.

ll/llo,oo.K^C||/||1>̂ ,

zob. [1]. Z powyższej nierówności otrzymamy

\M fp)\ = fh\E{Jp)\ s: C /i||/||„ ,oo ,/d lp !lo ,«  CAII/Ilt^dlpllo,*-

Skorzystaliśmy tu również z równoważności norm w przestrzeniach skończe-
nie wymiarowych Pn(K).

Biorąc teraz pod uwagę nierówności Ch~llq\\f\\Uq>e. i ||pl|0,je<
^  Ch~1/2 \\p\\0<e. oraz oszacowanie (3.21) otrzymamy dla q >  1, s = 1

(3.23) \Ei(fp)\ ^  Ofi*2' - ™ \ \ f \ \ Uq,e. \p\Ue..

Łącząc teraz (3.22) i (3.23), otrzymamy (3.19) z parametrami j  = 1, 1 ^  s ^  
^  2r — n + 2, r ^  2, 4 ^  n ^  2r oraz g e ( l,  oo]. Pozostał przypadek j  = 2. 
Wynika on bezpośrednio z oszacowania (3.19) dla 7 = 1 oraz z poniższej 
nierówności

\\p\\l,ei = I IP -P i l i ł ,^  Cfc|P|2)e., 

gdzie Pi jest określone w (3.20) (pt =  0). ■

4. Analiza metod H~ Łkollokacji. W tym rozdziale pokażemy stabilność 
metod H ~ l-kollokacji, jeśli spełnione są warunki podane w definicji 3.1. 
Zaczniemy od oszacowań błędów kwadratur Qt oraz Rt.

Le m a t  4.1. Niech spełniony jest warunek (2.1 lb). Wtedy istnieje stała C 
taka, że dla dowolnych W e 9Jir" 1 i V e 2

I Qi (LW V i) -  Ii (LWVX)\ <  Ch\\W\\0>e. I V\2>e.,

gdzie V = V 1 + V2, Vt e Z lr+2, V2 e M 1,.

D ow ód. Niech £, ( /)  =  Qt ( /)  — I t ( /)  oraz dt = d (*;). Otrzymamy 

(4.1) W d - d i W o ^ ^ C h l d l ^ . .

Funkcję F2e9Ji3 można traktować jako interpolację funkcji Ke9D^+2 i jej 
pochodnej w węzłach {xfJ, bowiem Vx (x,) =  F1,(xi) = 0. Tak więc

(4-2) ll^illj,ei = ||K - V2\\Jtei ^  Ch2~j \\V\\2'€i

dla j  = 0, 1, 2. Z własności (3.10) otrzymujemy

(4.3) Qi(di W"V1) = I i (di W"V1).



152 Z. Leyk

Zauważmy, że LWVX =  - d W "  Vt +( — d' + b) W  Vl + cWV1. Stąd

(4.4) Ei{LWV[) = - E i (dW"Vl) + Ei ( ( - d , + b)W , Vl) + Ei (cWV[).

Będziemy szacowali każdy składnik prawej strony powyższej równości po 
kolei. Z (4.3) wynika, że

(4.5) Ei(dW,, Vl) = E tdd -dd  W " Vl).

Z lematu 3.2 z parametrami r ^  2, j  = 0, s = 2, n = r + 2, q = oo oraz z (2.17),
(2.18), (4.2) i (4.1) otrzymamy

^ ( ( d - d ^ W - V ^  «  Cft3/2 |(d -  d,) W " \ IIV, ||0t., <

CA3' 2 [|<i - 4 |0> «*, | +  M- d , | i , |  W| 2, x

*CA2||K||2,.( «  CA7' 2[CA|d|1,oc,e.C /.-3H r|0,00,e.+  

+  W i , . . , C A - 2 |H n „ ,„ ,.(] | | ^ | | 2, . | 

«C A |d |,,„ ,.( |» '|0,.i ||V||2,.| .
Zatem

(4-6) |£i (rf^, , i/i) l< C ^ |^ ||o ,e.||F ||2,ei,

gdzie C zależy od |d|1)00>e..
Następnie szacujemy drugi składnik prawej strony (4.4). Korzystamy 

z (2.17), (2.18), (4.2) oraz z lematu 3.2 z parametrami j  — 0, s =  1, n = r +  2, 
g = oo ~i otrzymamy

|Ei((-<*' +  *>) W  V,)| «  CA1'2|(-<i' +  6) W"|0.„.„ IIV.Ho,., <

Ch‘12( | d | . , + |i>|0, | W ' l i , CA2|| V||2,Ci. < 

« C A M ,,„ .,  +  |fc|0,„,.,)|JV|0rf,||V ||2..,,
czyli

(4.7) |£ I.( ( -< / '  +  6)W "F 1)| ^  C ^ | ^ | | o >c . ||K ||2>c.,

gdzie stała C zależy od (\d\Ua0>e. + \b\0tOO<e.).
Pozostał do oszacowania trzeci składnik prawej strony (4.4). Korzystamy 

z (2.17), (2.18), (4.2) oraz z lematu 3.2 z parametrami j  = 0, s =  1, n = r +  2, 
q = oo. Otrzymamy

|£ ,(c W .) | «  CA1' 2|c»10,„,.( ||V1||o,., s: Ch2 |c|0.„ ,,  |W V , ||F ||2,«.,

czyli

(4.8) |Ą(cWK1)|<Cfc||^ ||o..J|K ||2ł. ł,

gdzie stała C zależy od |c|0>ao>e..
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Z oszacowań (4.6), (4.7) i (4.8), z równości (4.4) oraz oszacowania (3.14) 
wynika, że

\EdL\YVJ\ < Ch\\W\\0,ei\V\2.er m

L e m a t  4.2. Niech spełniony będzie warunek (2.1 lb). Wtedy istnieje stała C 
taka, że dla dowolnych i F e Ś ^+2

IRi(W-L* V J - I t (WL* V2)\ ^  Ch\\W\\0>e.\V\2!ei,

gdzie V = V 1 + V2, V2e t y .

D ow ód. Oznaczmy Et( /)  =  Rt(f)  — (/). Korzystając z oszacowania 
(4.2), otrzymamy

(4.9) \\V2\\,,e. ^  ||K— V2\\Ui + \\V\\lei ^  C ||K||2,e.

dla j  = 0, 1, 2. Niech d, =  d(xi). Z własności (3.6) wynika, że

(4.10) Ri(di WV;') = Ii (di WV?).

Zauważmy, że

W l ? V 2 = - d W V i ' - ( d '  + b)WV^ + (c -b ')W V 2.

Stąd

(4.11) Et (W-L* V2) =  - E ^ d W V ^ - E ^ d '  + b) WV2r) + E,((c-b') WV2). 

Szacujemy po kolei każdy składnik prawej strony (4.11). Na mocy (4.10)

EiidWV'l) = EĄid-ddW Y?).

Ponieważ zachodzi równość (3.5), więc możemy skorzystać z lematu 2.1 z 
parametrami m = r + 1, j  = 0, s =  2, n = r, ą =  oo. Korzystając ponadto z 
(2.17), (2.18), (4.1) i (4.9), otrzymamy

lE id d - d J W V ^  ^  Ch312 \(d-di) F2"|1>ao)ei IIWj|0,ei ^

^  Ch312 [}d — di|0> aô . I P2I3,00,ef +  |d — df| x> 00̂ . | F2|2> oo,e,] x

X||1K||0>C. <  C h ^ l C h l d W ^ C h - 1 |F2|2)ao,Ci +

+ \d\uao,ei \V2\2̂ ,e ilC\\W\\0tei^

<Ch\d\ltaDtH\\V\\2tti\\W\\o^

Zatem

(4.12) lEddWV^l ^  Ch\\W\\0>ei\\V\\2,ei,

gdzie stała C zależy od |d|l oo e..
Szacujemy drugi składnik prawej strony (4.11) analogicznie do pierwsze-
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go. Otrzymujemy

\E,((d' + b )W V $  «  Ch3'2\(d’ + b) V l l^ .U W U o ^  <

czyli

(4.13) |£,((rf' + fc) W 2')| s: Cfc || K||2,e. || Ŵ ||0,ej,

gdzie stała C zależy od (M l2,»,«l +  I|l>lli,»,«l).
Przechodzimy do szacowania trzeciego składnika prawej strony (4.11). 

Szacujemy analogicznie do pierwszego składnika i otrzymujemy

\Ei ((c-b ')W V2)\ <  Ch3/2\(c-b')V2\l>̂ ei\\W\\0<ei ^

<  ch + ||h||2> v\\2te. || w ||0,c..

Zatem

(4.14) |Et ( (c -b ’)WV2y <  Ch\\V\\2,n \\W\\0,e.,

gdzie stała C zależy od (||c||1,„,«l +  ||*ll2.»,.i).
Z oszacowań (4.12), (4.13) i (4.14), z równości (4.11) i nierówności trójkąta 

oraz z oszacowania (3.14) wynika, że

\Ei (W-L*V2)\^C h\\W \\0>et\V\2>er .

Do pokazania stabilności metod (3.1), (3.2) potrzebny będzie dowód, że 
forma ah i funkcjonał lh określone w twierdzeniu 3.1 spełniają pewne warun-
ki. Sformułujemy odpowiednie twierdzenie.

T w i e r d z e n i e  4.1. Niech spełnione będą założenia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11). 
Wtedy spełniony jest następujący warunek dla dostatecznie małych h: 

dla dowolnego U e sJRr- 1 istnieje Ke5Rr1+2 taka, że

(4.15) M U , V ) \ > C l \\U\\lK,

(4.16) \V\2'K C2 ||C/||0>lt, 

gdzie stałe Clf C2 nie zależą od U, V, h.

D ow ód.
I. Pokażemy najpierw, że forma ( — D2 W, L* V)0 K dla W, K e ®1J+ 2 , speł-

nia następujące warunki:
dla dowolnego WetfJll+2 istnieje V e t$(łj+2 taka, że

(4.17) ( - D 2 W,L*V)0,k > C 3\W \Ik

oraz

(4-18) \V\2,K < C 4 \W\2fK,

gdzie stałe C3, C4 nie zależą od V, W, h.
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Ustalmy 6 90^+2- Wprowadzimy oznaczenie

L* W = L* W+dW" = - d 'W ' - b W '- b 'W + c W .

Zauważmy, że przy podanych założeniach o współczynnikach d, b, c, funkcja 
L* W e / / 1 (K) dla We'Snł+2 (bo W e H 2{K)).

Rozważamy zagadnienie (2.3) z prawą stroną l(v) = ( — L?W, v)0 K, gdzie 
v g H q (K). Z  założeń (2.8) i (2.9) (tu /  =  —l? W  e H 1 (K )) wynika, że rozwiąza-
nie w e H 3(K)nHl(K)  oraz

I M ^ C I I L * ^ , * .

Korzystając teraz z nierówności trójkąta oraz z (2.17), otrzymamy

IIL* W\\Ue. ^  C (||d||2> +  ||b||2, ^  + ||c||lpQ0>e.)|| W \\2te..

Następnie, stosując sumowanie po i (po podniesieniu do kwadratu) i uwzg-
lędniając (3.14), otrzymamy

\\L*W\\UK^ C \ W \ 2tK,

gdzie stała C zależy od max(||d||2(00>e. + ||h||2>00̂ .-(-||c||1>a0>e.). Łącząc powyższe
i

nierówności, znajdujemy, że

(4.19) IHIa.jc <  C\W\2tK,

gdzie C #  C(h).
Niech Wj e 9JiJ+ 2 interpoluje funkcję w, tzn.

W/(xy) =  w(xy), i =  0, 1, ... ,  N, y =  l , . . . ,  r -  1,

W/(x.) =  w(x,), i =  0, 1, ... ,  JV+1,

^ /(x i) =  w'(xi), i =  1, . .. ,  iV,

gdzie {x̂ -} są określone w (3.3). Warunki powyższe określają Wj jednozna-
cznie. Ponadto zachodzi oszacowanie (zob. [1])

(4.20) \ \ ^ - m \ j , ei ^  Ch3-i\\w\\3,e., j  =  0, 1, 2. .

Sumując nierówności (4.20) po i = 0, 1, . . . ,  N  (po podniesieniu do kwadratu) 
oraz łącząc z (4.19), uzyskujemy

(4.21) llw - W,\\j,K «  Ch}-l\W \2,K, j  = 0, 1, 2.

Oszacujemy teraz (W", (Wj — w))0K. Z  nierówności trójkąta i oszacowa-
nia (2.17) wynika, że

l | L * ( ^ - w ) | |0>e. ^  C (|M ||1(a0(C. +  ||h ||1>* >Ci. +  ||c||o(ao)C|. ) | | ^ - w | | 2,e..

||L*(W  ̂—w)||0(K ^ CWWj — wWi'K,

A stąd
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gdzie stała C zależy od max(||d||1>a0fe. +  ||fc||1>00fe. +  ||c||oi00>eł). Wykorzystując tę
i

nierówność oraz (4.21), możemy napisać

(4.22) \(W", L * (^ -w ))0>*| ^  ||*nio,K l|L*(^-vv)||0,K ^

< m i ^ c m - w w ^  ^  c \ w \ 2yKc h \w \2<K ^  

ś C 0h\W\ltK.

Przechodzimy do dowodu nierówności (4.17). Ponieważ w e H 3 (K)nHl(K), 
więc dla v e H q (K) (po użyciu całkowania przez części oraz na mocy (2.3)) 
zachodzi równość

(4.23) (v, L* w)0>K = a(v,w) = ( -L *  W, v)0<K.

Ponieważ H l0 (K ) jest gęsta w L2 (K ), zob. [7], więc z równości (4.23) wynika, 
że

(4.24) (v, L* w)o,* = (-L * W , v)0<K Vv eL2(K).

Niech V= W -hW j.  Oczywiście V e ^ +2. Korzystając teraz z faktu, że 
d (x) ^  d0 > 0 (zob. (2.5)) oraz z równości (4.24) i oszacowania (4.22), otrzy-
mamy

( - W " ,  L* V)0tK = ( - W " ,  - d \ V ' \ K + { -W " ,  L* W)0<K + {~W ", L* Wt) 0>K = 

= {dW", W")0tK-(W " ,  L*(W/ —w))0jJC ^  

> d 0\W \lK- C 0h \W \lK.

Biorąc teraz h ^  § 4, gdzie § 4 = d0/2C0, otrzymamy 

( - W " ,L * V ) O'K >0.5do\W \lK,

co dowodzi (4.17).

Pokażemy teraz (4.18). Zauważmy, że

(4.25) |W il2 .* < l^ /-w |2.x + H 2 .* <

< C7i||vv||3(K + |Ml3,K < Cj |M|3JC Ś C 2 \ W \ 2 ,K •

Wykorzystaliśmy tu oszacowanie (4.20) i (4.19). Na mocy (4.25) uzyskamy

\y \ i .K  <  iw\2,K+m 2<K ś  \ w \2,k + c 2 \w \2X  ^  cĄ\w\2,K,

co dowodzi (4.18).
II. Na mocy lematu 3.1 istnieje izomorfizm S między 9CRj+2 i SD̂- 1 

Przyjmując W = TU, gdzie T = S ~ X (zob. (3.18)), otrzymamy, że SW  = 
= — D2 W = U. Wstawiamy teraz U zamiast — D2 W  do (4.17) i (4.18). Otrzy-
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mamy, że dla dowolnego l / e ^  1 istnieje taka, że dla

(4-26) (U ,L*V)0'K > Ć 3\\U\\Ik

oraz

(4-27) \V\2,k ^ Ć 4 \\U\\0,k ,

bo \W\i.K = \ \ - D 2 W\\0tK
III. Formę ah(U, V) określoną w twierdzeniu 3.1 można zapisać następu-

jąco:

(4.28) ah(U, F) =  I  lQi (LU • Fi) — /, {LU * Fi)] +
i= 0

AT
+ £  F2)-/,(1 7  L* F2)] + (l/, I* F)0Jf,

i= 0

gdzie F = V1 + V2, Fi g 2}+ 2, F^eSfiĘ. Wykorzystaliśmy tu równość

/i(Lt/F1) = /f(t/L*F1),

prawdziwą dla Fi e J J+ j, i =  0, 1, . .. ,  iV, oraz fakt, że

(U, L* V)0K =  X [ / i (C/-L*F1) + / i (t/-L*F2)].
i — 0

Z  lematu 4.1 wynika oszacowanie (przy czym dla r = 1, stałe C, = 0, Ć0 = 0)
N 0

(4.29) | £  [ f t  (LI/ • K.) - 1, (LU ■ V,)% «
i= 0

N

<  I  Qhin/ii,, iv i2 ^ e „ h n t; i i0,*iK|2,JE,
i = 0

a z lematu 4.2 otrzymamy

(4.30) | £  IRAU L* V2) - I i (U L* F2)]| s:
i = 0

N

< I  c,ftiii/ii0..,iF |2 < e 1/inuii0,*iKiŁJt.
i= 0

Następnie dla ustalonego t/eXR,-1 wybieramy F e ^ +2 spełniające warunki
(4.26) i (4.27). Korzystając z oszacowań (4.29) i (4.30) oraz z nierówności
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(4.26), (4.27) i z równości (4.28), otrzymamy dla h ^  § 5

ah(U, V)>  -C o ^ ll^ llo .A l^ -Q /il lL /llo .ic IF I^  + C a l l l / f c ^

^  - C o Q ^ l l t / f c - Q  Q ^ l l ^ f e  + C allL /fc ^

>0.5Ć3\\U\\lK,

gdzie § 5 = min(C3/2(Ć0C4 + Ć1 Ć4), £j4). Uzyskaliśmy nierówność (4.15), 
oszacowanie (4.16) wynika zaś z (4.27). ■

Pokażemy, że z twierdzenia 4.1 wynika, że rozwiązanie U metody 
/ f -1 -kollokacji istnieje; jest wyznaczone jednoznacznie oraz jest stabilne.

T w i e r d z e n i e  4.2. Niech będą spełnione założenia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11). 
Wtedy istnieje dokładnie jedno rozwiązanie zagadnienia (3.1), (3.2) dla dostate-
cznie małych h. Ponadto

0, oo,K 9

gdzie C nie zależy od U, / ,  h.

D ow ód. Pokażemy jednoznaczność rozwiązania U. Niech U1, U2 będą 
rozwiązaniami zagadnienia (3.12). Wtedy

ah(U1- U 2,V )  = 0 V V e $ ę +2:

Z warunku (4.15) wynika, że dla W  =  Ux- U 2, istnieje F e ^ +2 takie, że

\ah(W, V)\>C\\W\\ltK.

Ponieważ ah(W, V) = O, więc W = O i U x — U2, co kończy dowód jednozna-
czności.

Przestrzeń SJł“ 1 jest skończenie wymiarowa, więc z jednoznaczności 
wynika istnienie rozwiązania U zagadnienia (3.12), a więc i (3.1), (3.2).

Oszacujmy teraz łh(V). Z  oszacowań (4.2), (4.9), (3.14) oraz z określenia 
lh(V) podanego w twierdzeniu>3.1 wynika, że

(4.31) IM D I«  f  ie ,( /n ) l  +  l ^ ( / ^ ) K
i= O 

N

«  I  (Q^l ll/llo,oo,efl|Pillo,a>,e,+ Q K  ||/||o,oo,et-II ̂ llo.oo.ej) «
i = O

«  c'ii/ii0,„ ,* (z  *i1/2(ii^iiio.«,-+niio.ej)) ^
i= O

< c i i / ii0,«.k (£: iiniL,.)1,2( I
i= O i= 0

^  c  ll/llo,®,* ^  C0 ll/llo.ao.JC\V\i,K-
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Wykorzystaliśmy tu również nierówność (2.17) i nierówność Cauchy’ego. Na 
mocy równości (3.12) oraz nierówności (4.15), (4.16) i (4.31) dla rozwiązania 
U e 9Jlr" 1 istnieje V e 50^+ 2 spełniające

c 2m\i,K MU, v)\ =  \ih(V)\ ^  c 4 ||/||0,„.1[ ||t;||0.Jt,

co kończy dowód. ■

5. Oszacowanie błędu w normie przestrzeni L2(K). W tym rozdziale poda-
my oszacowanie błędu metod i f -1 -kołlokacji w normach przestrzeni L 2(K) 
oraz Hk (et), 1 ^  k ^  r. Do tego celu potrzebne nam będzie uogólnienie 
pierwszego lematu Stranga (zob. [1]).

Le m a t  5.1. Niech są spełnione założenia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11). Wtedy 
istnieje stała C taka, że dla dostatecznie małych h
(5.1) \\u-U\\0<K̂ C (  inf l\\u-W\\0'K +

Ĥe'JDir 1

+ sup \(W,L*V)0'K- a h(W,V)\/\\V\\2.K} +

+ sup \(f, V)0,K- l h(V)\/\\V\\2tK),
KeSft1 , r+2

gdzie u jest rozwiązaniem zagadnienia (2.2), a U rozwiązaniem zagadnienia
(3.1) , (3.2).

D ow ód. Niech W  jest dowolnym elementem z SD̂_1. Z nierówności 
trójkąta mamy

(5-2) \\u-U\\0'K ś  | |« -  W\\0'K + \\W-  l/ ||0>*.

Z twierdzenia 4.1 wynika, że forma ah spełnia warunki (4.15), (4.16), tzn. dla 
W—U istnieje takie, że dla dostatecznie małych h

(5-3) C\\V\\2'K\\W-U\\0tK <  \ah(W -U ,  V)\, '

gdzie C > 0, C C(h). Skorzystaliśmy tu z (3.14).
Z równości (2.2) wynika, że

(5-4) a(u,V ) = ( f ,V ) 0'K V F e ^ +2,

bo 901J+ 2 <= H q (K ). Następnie, korzystając z faktu, że u (0) = 0 = u (/), otrzy-
mamy (po scałkowaniu przez części)

(5-5) a(u, V) = (u, L* V)0,K W e W ł +2,

czyli z (5.4) i (5.5) mamy

(5.6) (u,L*V)0tK= ( f ,V )  o.* VF e ^ + 2 .
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Możemy teraz napisać równość

(5.7) ah( U - W ,V )  =

= (u -W ,L * V )0'K+{(W,L*V)0'K- a h(W, V)}+\ln(V ) - ( f ,  V)0,K}.

Skorzystaliśmy tu z równości (5.6) i (3.12).
Wykażemy teraz, że forma (u — W, L* V)0tK jest ograniczona. Bezpośrednio 

pokazujemy, że

\\L*V\\0'K ś C\\V\\2,k ,

gdzie stała C zależy od max(||d||1)ao>e. + ||fe||1(00>ei + ||c||0>00>e.). Stąd dla 

W  6 1 i V e 90^+2 otrzymamy

(5.8) | (u -W , L* V)0>K\ ^  \\u— W\\0K ||L* V\\0K ^  C \\u-W \\0>K\\V\\2tK,

następnie z (5.3), (5.7), nierówności trójkąta i (5.8) wynika, że 

Ci ||K||2(* IIw -  U\\0>k  ^  |ah(W -  U, V)\ ^

^  C2\\u-W \\0tK\\V\\ltK + m  L* V)0tK- a k(W, V)\ +

+ M V ) - { f ,  V)0J .

Dzielimy obie strony powyższej nierówności przez Ci\\V\\2tK> a następnie 
szacujemy przez supremum po Fe9J^+2, tzn.

(5.9) ||W '-l/ ||0 iI« C 3(||u -W '||0.* +

+ sup \{W,L*V)^K- a h(W,V)\l\\V\\2̂  +
V̂ r  + 2

+ sup \lh( V ) - ( f ,  F)0,k |/||F ||2,k).
r+2

Łącząc powyższe oszacowanie z (5.2) oraz biorąc infimum po 
otrzymamy (5.1). ■

Poniższy lemat będzie pomocny w szacowaniu drugiego składnika prawej 
strony (5.1).

Le mat  5.2. Niech d, b e W s+2,co(ei), c e Ws+1,x(ei) dla i =  0, 1, ... ,  N, 
gdzie 1 ^  s ^  r, r ^  1. Wtedy dla W  eSÔ -1 i V 6 50^+2

(5.10) |(W, L* V)0'K- a h(W, V)\ ^  Chs+l \\\W\UV\\2<K, 

gdzie stała C nie zależy od W, V i h oraz s — min(s + 3, r).
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D ow ód. Mamy V = V1 + V2, V1e%l+2, Zauważmy, że

(5.11) (W,L*V)0tK- a h(W, V)=  £  U i ( L W  Vl) - Q i (LW V1K +
i = O

+ Yj U i(W L * V 2)-R i(W 'L * V 2)-],
i= O

bo Ii(W-L* Vx) — It(L W • Vx) dla Vt e'Xj:+2. Szacujemy każdy składnik prawej 
strony (5.11) po kolei.

I. Zaczniemy od \It ( L W - V J - Q ^ L W - Vx)\. Niech £ ,( /)  =  / , ( / ) - & ( / ) .  
Zachodzi równość

Stąd

L W V X =  - dW"V1+ ( - d '  + b)W , V1 + cWV1.

(5.12) EiiLWVJ  = - E i i d W y j  + E t i i - ł  + t y l W j  + EticWYi).

Szacujemy pierwszy składnik prawej strony powyższej równości. Ponie-
waż zachodzi równość (3.9), więc możemy skorzystać z lematu 3.2 z parame-
trami j  = 2, n = r + 2, 1 < s ^  r, q = cc. Bierzemy pod uwagę również osza-
cowania (2.17), (2.18) i (4.2). Otrzymamy

Stąd

\E,(dW" K,)| Chs*i3!2> \\dW"\\s+ iiaD,e. =5

«  CV+1||</|Ui,oo,eiI I ^ I U j ..,m \ 2 , .r

(5.13) \EddW" Vt)\ <  C if* 1 ||W'|U3,«1.||P'l|2.,i.

gdzie stała C zależy od | | < ł | | , .
Analogicznie szacujemy drugi składnik prawej strony (5.12)

\Et ( ( -d '  + b)W 'Vt)\ <  C/i-ł <3' 2'|K-</' +  6 )H ''|U l ,„Ą ||K1||2i, i ^

Chf*1 (M U + ||6|U ||W \\,+2 || V||Ł .
Stąd '

(5.14) {£ ,(( -d '+ b) W  Cłi5+1||W,IL+2,«i ll l̂l2.«i.

gdzie stała C zależy od (MIUr.ow. +  M U i ,«.,,()•
Tak samo szacujemy trzeci składnik prawej strony (5.12), co daje

czyli

|£i(cH^K1)| «  Ch’*ii/2) ||cW'||,+ i,„,e( HHIIj .,,

<  CA*+I ||c||,+ ||W,||,+ 1-,i ||V||2

(5.15) |£l-(cW/ I/1)| <: a f * l \ \W l+Ul.\\V\\2,e.,

gdzie stała C zależy od ||c|Ui,®,e,"

II — Matematyka Stosowana t. 31
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Biorąc teraz pod uwagę oszacowania (5.13), (5.14) i (5.15) oraz równość 
(5.12), otrzymamy

(5.16) \It (LW- Vi) — Qi(LW-1̂ )1 s; O f *1 l|W,IU 3,,,.||F||2,«(.

II. Szacujemy |/ ,(W ■ L* V2)-R ,(W -L* V2)\. Niech £ ,( /)  =  / , ( / ) - Rt (/). 
Zachodzi równość

W L * V 2 = -d W V Z -(d '  + b)WVi + (c-b ')W V 2.

Stąd

(5.17) Ei(W- L* V2) .= -  Ei (dWV2) -  £, ((d' + b) WV'2) + £, ((c- b') WV2).

Szacujemy każdy składnik prawej strony powyższej równości po kolei. 
Zaczynamy od pierwszego składnika. Ponieważ zachodzi równość (3.5), sto-
sujemy lemat 2.1 z parametrami m = r + 1, j  = 0, n — 1, ą = oo, przy czym 
zamiast s wstawiamy s +  2, tak więc 1 <  s ^  r. Ponadto korzystamy z oszaco-
wań (2.17) i (4.9). Zatem

\Ei(dWV'A\ <  Chs+(3l2)\dW\s+x^ e.\\V^\\0<ei ^

^ C h s+1\\d\\s+Ux,ei\\W\\s+14\V \\2,er
Stąd

(5.18) \E-AdWV^)\ Si C7t*+1||W 'IU1,<j IIHl2,ej,

gdzie stała C zależy od ||d||s+1)00>e..
Szacujemy drugi składnik prawej strony (5.17). Stosujemy lemat 2.1 

z parametrami m = r + 1, j  = 1, n — 2, q = oo, przy czym zamiast s wstawia-
my s +  1, tak więc 1 < s <  r. Ponadto korzystamy z oszacowań (2.17) i (4.9). 
Mamy

czyli

(5.19)

\Ei((— d '+b) W V$ < O f * om  ||(-d '+6) łkjUi.*.,,, ll^lli,.,. «

sł Cif*1 (||d|U2.„.c, + l | f c | U ue,m \2,.r

] E , ( ( - d '+ b ) w v ^  <  ch-+ l\ m \ s+U'.\\v\\2,ei,

gdzie stała C zależy od (IMIU2,oo,ei +  IU>IUi,■».«,)•
• Pozostał do oszacowania trzeci składnik prawej strony (5.17). Stosujemy 

lemat 2.1 z parametrami m =  r + 1, /  => 2, n = 3, 1 <  s ^  r, q = co. Poza tym 
korzystamy z oszacowań (2.17) i (4.9). Zatem

|Ei((c-fc')W'K2)| «  C>t+'3m \\{c-b ')W \U u „,e.\\V2h ,e. *5

< O is ł , (l|c|L+1.„,.1. + l|ń||»+2,o«|)l|W,IL-M..1.l|f, ll2,»i),



czyli

(5.20)

Metoda H1-kolłokacji z użyciem kwadratur 163

\Et ((c -b ')W V ^  sS Cfc*+1 Ill'll,+

gdzie stała C zależy od (l|c |U ,i0o>e. +  ||6||s+2,„,e.).
Łącząc oszacowania (5.18), (5.19) i (5.20) z równością (5.17), otrzymamy

(5.21) |Ii(W L* V2) — Ri (W L* V2)\ ^  Chs+1 \\W\\S+Uei\\V\\2>e..

III. Biorąc pod uwagę równość (5.11) oraz oszacowania (5.16) i (5.21), 
otrzymamy

IW L* V)0,K- a h(W, F )K  I  C >’ + ‘ IWII,+3..,lini2^ <
£= 0

<C>!S+1 lll l̂ll,ls+3 2,K-

Skorzystaliśmy tu z nierówności Cauchy’ego. Ponieważ ||VF||*>C. = 0, jeśli 
k > r, więc zamiast |||W\\\s+3 bięrzemy |||W]||?, gdzie s =  min(s +  3, r). ■

Poniższy lemat będzie pomocny w szacowaniu trzeciego składnika prawej 
strony (5.1).

Lemat  5.3. Niech f [e. e W s+*’q(ei), i =  0, 1, ... ,  N, gdzie 1 ^ s < r, 
q e [ 2, oo], r ^  1. Wtedy dla Pe90^+2

K/, v)0'K- i h(V)I <  Chs+'\\\f\\\s+1j v \ \ 2>K,

gdzie stała C nie zależy od / ,  V, h.

D ow ód. Mamy V = V1 + V2, V1 e%}+2, V2 e%Jl13. Zachodzi równość

(5.22) (/, =  £  [ /,( /K 1)-«2i(/K 1)]+  £  Ui( fV 1) - R i{fV1n .
i=0 i= 0

Szacujemy każdy składnik prawej strony powyższej równości. Zaczniemy 
od |/, ( / ł /i ) - Q ,( / l /1)|. Ponieważ zachodzi równość (3.9), więc możemy skorzy-
stać z lematu 3.2 z parametrami 7 =  2, n = r + 2, 1 ^  s ^  r, q e [ 2, oo]". 
Bierzemy pod uwagę nierówności (2.17) i (4.2). Otrzymamy

(5.23) |/i ( /F 1) -C , (/k i) | ^  c^s+(3/2)-(i/«) ||y||s+ l  ̂et ||F ||2,C|.

Następnie szacujemy |/i (/J^ ) —/*,•(/*2)! • Korzystamy z nierówności (2.17) 
i (4.9) oraz z lematu 2.1 z parametrami m =  r + 1, j  = 2, n =  3, 1 <  s <  r, 
g e[2 , oo] (zob. równość (3.5)). Mamy

(5.24) |/,(/K2)-K ,( /F 2)| < a Is ł«3'2»-«I“ | | / |U 1.,,f.||F||2,cr

Biorąc pod uwagę równość (5.22) oraz korzystając z oszacowań (5.23) i (5.24),
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otrzymamy
N

U , Do,*-M DI < Z Cjfcs+l3'2’- <1'«, ||/||
i= O

N N

( I  ll/ll:ls+ l,q,ex
i= O i = O i= O

gdzie 1 ^  s <  r, g e[2 , oo]. Skorzystaliśmy tu z nierówności Hóldera (zob. 
(2.31)) z parametrami a =  (1/2 — l/g)-1 , fi = q, y = 2. Warunek a ^  1 jest 
spełniony dla 2. ■

Podamy teraz szacowanie błędu metod H -1 -kollokacji w normie prze-
strzeni L2(K).

T w i e r d z e n i e  5.1. Niech d|e. e W s + 2'*>{ei\  hle. e l T 5* 2’00̂ ) ,  eW s+ 1-°°(e£), 
y|e. eH/s+1,?(ą) d/a i = 0, 1, AT, gdzie 1 ^  s <  r, ge[2 , oo]. Ponadto niech 
ueHo(K) oraz U\eie H p(ei) dla i =  0, 1, . .. ,  N, gdzie p = m ax(s+ l, 
min(s + 3, r)). Niech będą również spełnione założenia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11). 
Wtedy istnieje stała C taka, że dla dostatecznie małych h

gdzie u jest rozwiązaniem zagadnienia (2.2), U jest rozwiązaniem zagadnienia 
(3.1), (3.2), a f  występuje po prawej stronie (2.1).

D ow ód. Niech Uj 1 oznacza interpolację funkcji u na każdym 
elemencie e-x w r+ 1  węzłach yy e(xj, xi + 1), j  =  1, ... ,  r+ 1 , i = 0, 1, ... ,  N. 
Nie nakładamy na węzły {y«} żadnych ograniczeń poza tym, żeby były różne 
i aby nie były równe xk, k = 0, 1, . .. ,  JV+1. Mamy

Oszacujemy teraz ||l/j||f>K, gdzie s =  min(s + 3, r), 1 ^  s ^  r, następująco 
(zob. [1]):

dla w, eH ?(e,), i = 0, 1, . .. ,  N. Z (5.10) oraz z powyższej nierówności otrzy-
mamy

■o

(5.26) sup |(Ł/„ L* V)0K — ah(Uj, V)\/\\V\\2tK ^  C, h*+1 W M i ś  
Ve&}+ 2
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gdzie s =  min(s + 3, r), 1 ^  s <  r. Następnie w (5.1) zamiast W wstawiamy 
Uj. Z oszacowań (5.25), (5.26) oraz z lematu 5.3 w połączeniu z nierównością 
(5.1) wynika oszacowanie błędu \\u — U\\0tK, co kończy dowód. ■

Z praktycznego punktu widzenia może nas interesować, jaki jest błąd 
metody H~ ^kollokacji dla pochodnych rozwiązania dokładnego u. Niestety, 
nie można podać globalnego błędu metody H~ ^kollokacji w normach 
przestrzeni Hk (K ), k = 1, ... ,  r, bowiem rozwiązanie przybliżone U nie jest 
ciągłe. Ale możemy podać oszacowania błędu lokalnie, na każdym elemencie 
e{ oddzielnie, bo na et funkcja U jest wielomianem. Tak więc z twierdzenia 
5.1 wynika następujący wniosek.

W n i o s e k  5.1. Niech będą spełnione założenia twierdzenia 5.1, przy czym 
k ^  s ^  r, gdzie k = 1, . .. ,  r. Wtedy istnieją stałe Ck takie, że dla dostatecznie 
małych h

lllw —̂ lllk ^ Q^s_*+1(IIMIIp+lll/llls+i,4), ■

gdzie u jest rozwiązaniem zagadnienia (2.2), U jest rozwiązaniem zagadnie-
nia (3.1), (3.2), /  występuje po prawej stronie (2.1) i (2.2), a p = m ax(s+ l, 
min(s + 3, r)).

D ow ód. Niech będzie interpolacją funkcji u w węzłach yijt
i = 0, 1, ... ,  N; j  = 1, . .. ,  r + 1, różnych i nierównych xk, k = 0, 1, . .. ,  N. 
Z nierówności trójkąta wynika, że dla k = 1, . . . ,  r

(5-27) III u -  U\\\k ^  |||ti -17,111* + ||| 17, -  C7|||k.

Zachodzi następujące oszacowanie (zob. [1])

(5.28) IIIk - 17/111* ^  C/is_fe+1|IMIUi,

jeśli «|e. eH s+1 (ą), i = 0, 1, ..., N. Z  oszacowania (2.18) mamy 

W U j - u w ^ ^ c h ^ w i h - u w ^ ,

a stąd

(5-29) IIÎ T/- £7|||k ^  Ch~k\\UI — U\\0tK.

Z  nierówności trójkąta wynika, że

(5-20) 11^/— ^IIo.k ^  \\Uj — m||0)k + ||w — f/||o,x.

Zaś z twierdzenia 5.1 otrzymamy

(5-3 1) lltf-ullo,* Ctf^dllHlIb + lll/lll.^,,),
gdzie p = m ax(s+ l, min(s + 3, r)). Tak więc z oszacowań (5.29), (5.30), (5.25)
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i (5.31) wynika, że

(5.32)

Następnie z oszacowań (5.28) i (5.32) oraz z nierówności (5.27) otrzymamy

co kończy dowód. ■
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