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(Praca wplynela do Redakcji 1987.08.26)

1. Wstep. W drugiej polowie lat siedemdziesiatych opisano kilka metod
hybrydowych, bedacych polaczeniem metody kollokacji z inna metoda nu-
meryczng. Wymagania co do regularnosci rozwiazania przyblizonego zostaty
w tych metodach bardzo oslabione. Jedna z takich metod jest metoda,
bedaca polaczeniem metody kollokacji z metoda H™' Galerkina (zob. [9])
opisana w pracach [2] i [3]. Generuje ona rozwiazania przyblizone nieciagle.
Nazwano ja metoda H~' kollokacji Galerkina (w skrécie H ™ !-kollokacji).

Jeslt zagadnienie nie jest regularne lub wartosci pochodnych na pewnych
odcinkach sa duze, to nalezy si¢ spodziewac, ze blad globalny (np. w normie
L*(K)) metody rozwiazujacej to zagadnienie bedzie duzy. Niemniej jednak
blad lokalny (tj. blad metody liczony na elemencie w pewnej ustalonej
normie) moze by¢ maly na elemencie oddalonym od punktéw osobliwych lub
odcinkéw, na ktérych rozwigzanie dokladne ma duze wartosci pochodnych.

Przykiadami metod generujacych malo regularne rozwiazania przyblizo-
ne, a mianowicic nieciagle, sa: metody H~! Galerkina (zob. [9]) oraz
metoda H™ '-kollokacji (zob. [2]). Lokalne blgdy tych metod (dla niektorych
przynajmniej zagadnien) na pewnych elementach moga by¢ znacznie mniejsze
niz bledy globalne w ustalonej normie (najczesciej L*(K) lub L®(K)). Dotyczy
to zwykle tych elementéw, na ktérych rozwiazanie dokladne jest bardziej
regularne, a wartosci pochodnych tego rozwiazania sg niewielkie. Ekspery-
menty numeryczne dla metody H~' Galerkina potwierdzajace ten fakt
podane sa w [9].

Metody o takiej wlasnosci sa szczegOlnie przydatne do przyblizonego

* CPBP 01.01.04/170.
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rozwigzywania zagadnien, dla ktérych blad globalny metody jest duzy (przy
umiarkowanej ilosci wezlow podziatu). Mozna sie spodziewad, ze dadza one
dobra aproksymacj¢ rozwiazania dokladnego na tych elementach, na ktérych
jest ono bardziej regularne, a jego pochodne maja niewielkie wartoSci.

Jednak, aby metode H™!-kollokacji (i nie tylko te metode) mozna bylo
praktycznie stosowac, nalezy uzywaé kwadratur do obliczania wystepujacych
w nich calek. W niniejszej pracy odpowiemy na pytanie, jakie kwadratury
mozna stosowaé, aby zachowal stabilno$¢ metody H~!-kollokacji i utrzy-
maé rzad zbieznosci w normie L?(K) taki, jaki ma ta metoda bez uzycia
kwadratur.

Opiszemy teraz krotko zawartosé tej pracy. W rozdziale 2 sformulowalis-
my zagadnienie rdzniczkowe w postaci uogolnionej. Pozwolilo to na ostabie-
nie regularnosci wymaganej od rozwiazania dokladnego, a co za tym idzie,
rozszerzenie klasy rozwazanych zagadnien. Ponadto rozdzial ten zawiera opis
oznaczef.. Definicje metody H™'-kollokacji z uzyciem kwadratur podali$my
w rozdziale 3. Rozwiazanie przyblizone w tej metodzie jest na kazdym
elemencie wielomianem stopnia < r oraz jest nieciagle w punktach podziatu
przedziatlu [0, I]. Przyjelismy zalozenie, ze kwadratury sa dokladne dla
wielomianow stopnia < r+ 1. Przy tym zalozeniu pokazaliSmy w rozdziale 4,
ze metoda H™'-kollokacji jest stabilna, a w rozdziale 5 udowodniliémy, ze
btad metody w normie I?(K) jest rzedu O(h'*') dla r > 1, a w normach
H*(e), 1 <k <r, jest rzedu O(K*17%).

2. Oznaczenia. Sformulowanie zadania. Podstawowe oznaczenia sa zgodne
z oznaczeniami uzywanymi w ksiazce Ciarleta [1]. Niech K oznacza odci-
nek otwarty. Przestrzen Sobolewa W™4(K), m > 0, q€[1, o], jest zbiorem

13

. i d
funkdji f takich, ze D'f eI3(K), i =0, ..., m, gdzie D'f = dxf‘

dystrybucyjna, m jest liczba calkowita. W przestrzeni W™4(K) jest okre§lona
norma .

jest pochodna

Vllmax = ([ 3 1D 0]t dx)™

Ki=0
dla ge[1, o) oraz
Illm, o,k = max (esssup|D’v(x)))
0<i€m xeK
dla g = 0.
Dla v e W™4(K) mozemy réowniez okresli¢ seminorme

ol gk = ([ID™ 0] dx)""
K

dla g€[1, o) oraz
[Vlm, w0,k = €S8 SUP|D™ ¥ (x)|

xeK
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dla g=o. W przypadku gdy g =2, bedziemy pisa¢ H™(K) zamiast
W™2(K), || *llm.x zamiast || *||m2.x Oraz |*|, x zamiast |-|, , x. Przyjmujemy, ze
H°(K) = ?(K).

Przestrzen H™(K), m = 0, jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalar-
nym

(U, Vg = | Y D'uDivdx.
Ki=0
Ponadto okreslamy przestrzen Hg(K) jako domknigcie w sensie normy || -||, ¢
przestrzeni C3’(K) funkcji gtadkich z no$nikiem zwartym zawartym w K.
Dla m>0 i a€[0,1] symbol C™*(K) oznacza przestrzen funkcji
feC™(K), ktéorych m-te pochodne spelniaja warunek Holdera z wykladni-
kiem a. Przestrzen ta jest przestrzenia Banacha z norma

")~/
ma e = m o,k T SU " .
R
x#y

Przyjmujemy, ze C™°(K) = C™(K) z norma ||flomg, = I/ llm, .-

Obcigcie funkcji v do zbioru K oznaczamy vg. Przestrzen wszystkich
wielomiandéw stopnia nie wigkszego niz r obcigtych do zbioru K bedzie
oznaczana P,(K).

Rozwazamy nastepujace zagadnienie brzegowe

Lu(x) = —(d () (x)) +b(x) ' (x)+
(2.1) C4eux) =f(x) dla xeK =(0, ),
u© =0, u()=0,

d
gdzie u'(x) = d—u(x). Dalej begdziemy rozpatrywaé zagadnienie (2.1) w sformu-
X

fowaniu wariacyjnym (uogdélnionym):
znalezé ueH}(K) takie, Ze
(2.2) VoeHY(K), a(u,v)=I1(v), ’
gdzie
a(u,v) = [d(x)u'v'+b(x)u' v+c(x) uvdx
K

oraz

1) = [f(x)vdx =(f, V)ox-

K

Bedziemy réwniez rozwazali zagadnienie dualne do (2.2), ktére formutujemy
nastepujaco:
znalezé weHJ(K) takie, ze

(2.3) YveH}(K), a(v,w)=1(v).
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Przez L* bedziemy oznaczali operator formalnie sprzqzony do L (w sensie
iloczynu skalarnego (-, ‘)ox), tzn.
(2.4) L*v(x) = —(d(x)v' (%)) = (b(x) (%)) + c(x) v(x).

Zakladamy, ze istnieja stale d,, d, takie, ze

(2.5) 0<dy<d(x)<d, dla prawie wszystkich xeK.
Ponadto zakladamy, ze

(2.6) d,beW"*(K), ceL*(K), fel*(K)

oraz ze

(2.7) dla f =0 zadania (2.2) i (2.3) maja tylko zerowe rozwigzania.

Zalozenia (2.5), (2.6) 1 (2.7) beda obowiazywaly w calej pracy.
Z warunkoéw (2.5), (2.6), (2.7) wynika, ze rozwiazania u i w zagadnien (2.2)
i (2.3) istnieja, sa wyznaczone jednoznacznie oraz naleza do H?(K)nH}(K).

_ Uwaga 2.1. Poniewaz W= (K) = C(K), wigc funkcje d i b sa ciagle na
K, zob. np. [1]. »

Jesli zalozymy, ze
(28) deW>>*(K)nC"'(K), beC''(K), ceC*'(K), feH'(K),
to rozwiazania u i w zagadnien (2.2) i (2.3) naleza do H?*(K)nH}(K) oraz

(2.9) lllsx < Callf Nk, Wl < Callfll ks

gdzie stale C;, C, nie zaleza od u, w, f, zob. [6, str. 216 oraz str. 204 wraz z
uwaga 24, str. 220].

Wprowadzimy podzial odcinka [0, /] = K. Dzielimy ten odcinek na
mniejsze odcinki (elementy) ¢, = [x;, x;+1], i =0, ..., N, gdzie

(2.10) O0=x¢ <Xx; < ... <Xy <Xyy1 =1,
oraz przyjmujemy, ze b = X;+.,—X;, i =0, ..., N. Ponadto niech
h= max h, h,, = min h;.
O<i<N O€i<N

Zakladamy, ze ciag podzialéw przy h —0 jest regularny, tzn.

h
(2.11a) do >0, I <o przy h—0,

zob. [1]. Ponadto dalej potrzebne nam bedzie nast¢pujace dodatkowe zatoze-
nie:
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(2.11b) funkcje d, ¢, f maja skonczona liczb¢ punktéw nieciaglosci.
Zakladamy, ze punkty te sg tak polozone, iz istnieje podzial
przedziatu K (spelniajacy warunek (2.11a)), przy ktérym
d,b,ceW'>(), feC(e) dla i=0,1,..., N.

Stad wynika, ze funkcje d', b, ¢, f sa ciagle na kazdym elemencie e,

i=0,..., N. Ponadto z (2.11b) wynika, ze d, be W*%(g;). Symbol C (réwniez

z indeksami) bgdzie oznaczal stala dodatnia o réznych wartosciach w roz-

nych kontekstach. W calej pracy stale C nie bedq zalezaly od h, co bedziemy

czasami krotko zapisywali C # C(h).

W dalszej czeSci pracy bedziemy uzywali nastgpujacych przestrzeni ele-
mentu skonczonego:
M = weC(K): vy, €P,(e), i=0,1,....N},
gdzie k20, r =2 k+1,
M- = vel*(K); v, €Ple), i=0,1,..., N},
gdzie r =2 0,
M = (veME: v(0) =0, v(l) =0,

gdzie k20, r=zk+1.
Be¢dziemy wykorzystywali pewne podprzestrzenie powyzszych przestrzeni
elementu skoficzonego, mianowicie

am
‘I’,‘={ve‘m’,‘: d—:;(x,-) =0, 0<m<k, l=0, ceey N+1},
X

gdzie k=0, r 2 k+1. '
Prawdziwa jest nastgpujaca réwno$¢ dla r > 2k+1

(2.12) W= TF @MYy, .
gdzie k > 0. ’
Ponadto dla v takich, ze v, €H™(e), m=0,i =0, ..., N, wprowadzamy

nastgpujace normy (zob. [1], uwaga 3.2.2, str. 133):

(2.13) vlllm,q —(Z lIoll3, )" dla ge[l, o)

oraz

im0 = SUp |[tllm, e, dla g =00

O<i<N

W przypadku gdy g = 2, bedziemy pisali ||| |||, zamiast [||]l|, .
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Uwaga 22. Zauwaimy, ze ||lvfllo, = ltllo,x dla vel!(K), gdzie
g€[l, ©]. =

Opiszemy teraz oznaczenia, ktore bedziemy uzywali dla wielomiandw
ortogonalnych. Przez J®*#: [0, 1] - R, n > 0, oznaczamy wielomiany Jaco-
biego (przesunigte na przedzial [0, 1]) dane wzorem (formula Rodriguesa)
(-1 1 dr

nt x*(1—x)? dx"

JEP () = [x*=(1—2*4],
gdzie a, fe(—1, o), zob. [10]. Wielomiany powyzsze sa ortogonalne do
wielomiandéw stopnia k <n z waga x*(1—x), tzn.

1
(2.19) f x*(1—x)f J*P (x) p (x)dx = 0 Vp. e P ([0, 1]).
[}
Wielomiany te sa zwiazane z kwadraturami Gaussa—Jacobiego.
Kwadratury Gaussa-Jacobiego ¢, o > —1, B > —1, dane sa wzorami

(2.15) QrP(f) = Y wif (p),

J=1
gdzie |p;}7-, sa pierwiastkami wielomianu J®, a wagi w; sa tak wybrane,
aby zachodzilo

(2.16) QIAf) = }t“(l—t)"f(t)dt Vf €Py,-1 ([0, 1)).
o .

Wagi {w;}]-, sa wyznaczone jednoznacznie, zob. [10].
W pracy bedziemy czesto korzystali z nastepujacej nieréwnosci, prawdzi-
wej dla feW™> (¢g), veW™i(e), m= 0, g > 1, mianowicie

(2.17) | folmge; € C 2 0lm-jge; 1S coreys
=0
gdzie stala C # C(h), zob. [1, str. 192]. Réwniez bedziemy uzywali nastepuja-
cego oszacowania dla veP,(¢), n= 0,
(2.18) [Olmge; < CH™™RYD= D p),
gdzie q, =1, 0< k <m oraz C # C(h), zob. [1, str. 141].

Blad kwadratury na elemencie e; oznaczymy przez E;(f) = I,(f)— Q;(f),
i=0,1,..., N oraz na przedziale [0, 1] przez E(f) = I(f)—Q(f), gdzie
0

L(N) = [f®dx, 1) = [f®ds, a 0.(f) i Q(f) oznaczaja kwadratury

funkcji f i / odpowiednio na elemencie ¢; oraz na przedziale [0, 1]. Spelniaja

one réwnos¢ Q,(f) = Q(f), gdzie f(t) =f(x;+th), t €[0, 1].
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Zaczniemy od lematu pomocnego w szacowaniu biedu kwadratury.

LeEMAT 2.1. Niech 1 <s<m—n+2, j<n<m+1 oraz j=0, 1, 2. Niech
cigg podzialow odcinka K jest regularny (zob. (2.11a)) oraz kwadratura Q
spelnia warunek:

(2.19) QB =1(p) VpeP,([0,1]),

gdzie m > max(0, j—1). Zakladamy, 2e jesli s+j> 2, to feWs*i~t4(g) i
ge(l, o], a jesli s=1, j=0, to feC(e) i q=0o0. Wtedy istnieje stala C
niezalezna od h i [ taka, Ze dla dowolnego peP,(e;)

(2.20) IL:(fp) = Q: (fp)l < Cle IR~ fl 5y g 1Pl

przy czym dla j=0 w miejscu normy | flls+j-1.q., Wystepuje seminorma
lf|s+j—1,q,ei'

Uwaga 23. Przez kwadratur¢ Q bedziemy rozumieli kwadraturg
Gaussa—Jacobiego. =

Uwaga 24, Jesli przyjmiemy, Zze parametr j=1 oraz n=s=k, m=
= 2k—2, gdzie k > 1, to otrzymamy twierdzenie 4.1.5 podane przez Ciarleta
w [1]. Tak wiec powyzszy lemat mozna traktowac jako uogdlnienie tego
twierdzenia w przypadku jednowymiarowym. Jednak dowdd lematu 2.1
podany ponizej rozni si¢ od dowodu twierdzenia 4.1.5 w [1] podanego przez
Ciarleta. Z jednej strony zostal on uproszczony przez fakt, ze rozpatrywany
jest przypadek jednowymiarowy. Z drugiej strony stal si¢ on bardziej zlozo-
nym z powodu rozpatrywania przypadku j # 1 oraz z powodu wprowadze-
nia parametrow m, s, n. =

Dowdd lematu 2.1. Niech K = [0, 1]. Zachodzi wzor

L(fP)—Qi(fp) = k(I (FP—Q(fP).

Ponadto, poniewaz dla s+j=2 i ge(l, o] sluszne jest wlozenie
We*ti—14(e) —, C(e), wiec kwadratura Q,(fp) jest dobrze okreslona.

I. Udowodnimy najpierw (2.20) dla j = 0.

Niech G(f) = E(fp). Funkcjonat G: W*~*4(K) >R jest liniowy wzgle-
dem f oraz ciagly dla s 2 2 1 ge(1, o0o]:

1G () < Cllfllo,0,&llFlo, 0,8 < Cllflls-1.0.&l1 0,25

a C zalezy od wag kwadratury Q. W powyzszej nierownosci wykorzystalismy
réwnowazno$é norm || llo. w2z 1 |l llo,g W przestrzeniach skoficzenie wymiaro-
wych P,(K) (zob. np. [1]) oraz wlozenie W*™14(K) =, L*(K), jesli s =2 i
g€(l, o].
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Z warunku (2.19) wynika, ze jesli 2<s<m-n+2 1 0<n<m, to
G(f) =0 dla feP,_,(K), bo freP,_,,(K) cP,(K) dla s<m n+2. Z
lematu Bramble’ a—Hllberta (zob. [1]) otrzymamy, ze dla 2<s<m—n+2,
ge(l,0]}i0<nm

(2.21) IE(fBI < CIfls- 1.0z 1Bll0.z»
gdzie C nie zalezy od f i p.

Zauwazimy, ze jeSli g=o0 i s=1, to nieréwnos¢ (2.21) jest roéwniez
prawdziwa dla dowolnego n > 0, przy czym nie musimy korzysta¢ z zaloze-
nia (2.19). Wykorzystujac nieréwnosci

'fhils—‘l,q,li S Chs_l_“/q)lfls—l,q,ei
oraz
I8llo, & < Ch™?pllo,e,»
zob. [1], otrzymamy oszacowanie

|E:(fp) = WIE(fP) < Che= 2= £l ol

gdzie l <K s<m—n+2orazjeslis > 2,t0 0 < mlqe(l w],ajeslis=1,
to 0g<n< m+1 i g = co. Udowodnili$my (2 20) dla j =

II. Pokazemy teraz (2.20) dla j = 1.

Niech p; € Py(e;) begdzie wielomianem interpolacyjnym stopnia 0 wielomia-
nu peP,(e) w wezle x;, tzn. p; = p(x;). Zachodzi réwnosé

(2.22) E.(fp) = E;(fp) + Ei(f (p— ).
Szacujemy pierwszy skiladnik powyzszej roéwnosci. Korzystamy z (2.20) z
parametrami j = 0, n = 0. Otrzymamy, ze dla 2<s<m+2, g>1

(2.23) |E; (fp)l < Che= W= £ e liplloe;-

WykorzystaliSmy tu nastepujace oszacowanie:

IPillo,e; < B2 1pllo, e, < Clipllo.e;»

uzywajac definicji normy II*llo,, 1 nierownosci (2.18). Nastepnie zastgpujemy s
w nieréwnos$ci (2.23) s+1. Otrzymamy, ze dla l <s<m+1ig>1

(2.249) |E: (fp)l < Che* D=0 f| o Mplloe,-

Zauwazmy, ze powyzsza nier6wno$¢ jest rowniez prawdziwa dla 1 <5<
<m—n+2 jeSli 1 <n<m+l.

Przechodzimy do szacowania drugiego skladnika réwnosci (2.22). Naj-
pierw korzystamy z (2.20) z parametrami j=0, 2<s<m-n+2, ¢ > 1,
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0 < n<m Mamy zatem (zob. [1])

(2.25) |E:(f (p—p))| < CH=WD=0R f1__ o lp—DPillo.e, <
S ChrODTUDY [l g, 1Pl e

Pozostal do rozpatrzenia przypadek s=1, 1<n<m+11i g>1. Nie
wynika on z (2.20) dla j = 0, bowiem jedli s =1, to g =0, a igteresuje nas
g >1 (a nie tylko g = o0). Wiadomo, ze jesli ¢ > 1, to W'(K) =, L®(K),
tzn.

Y eW(K), Ifllo,w.z < Cllflliezs
zob. [1]. Stad wynika, Ze
IE:(f (p—p) = KIE(] (F—5))| <
< Ch|fllo, w,&llB— Billo, w0, < Chllfll1,0.2 1Pluz-

Wykorzystaliémy tu fakt, Ze normy na przestrzeni P,(K) sa rownowazne.
Biorac pod uwage nieréwnosci

I 10z < Ch™ ]I fllyqe Oraz  |fl1z < Ch'2|ply,,

otrzymamy wiec

(2.26) E:(f (p=p))| < CH¥ DU || £]|y e, 1Pl e

Z rownosci (2.22), nierownosci trojkata i oszacowan (2.24), (2.25) i (2.26)
otrzymamy nieréwnos$é

|E: (/P < Ch”“/z”‘”"’IIfIls,q,e,.Ilplll,e,.,

gdziel<s<m—n+2, 1 <n<m+1, m>0oraz ge(l, oo]. Udowodnilismy
(2.20) dla j=1

HI. Przechodzimy do dowodu (2.20) dla j = 2.

Zaktadamy, ze f eW*"(¢,). Niech p, P, (e;) bedzie interpolacja wielo-
mianu p€eP,(e;) w 2 réznych punktach z e, tzn. p;(x,) = p(x;) dla k =0, 1.
Wykorzystamy rownos$¢ (2.22). Szacujemy pierwszy skladnik tej réwnosci.
Korzystamy z (220) z parametrami j=1, n=1. Otrzymamy, ze dla
I<s<m+1, g>1

(2.27) |E: (fp)] < Che* A= £ Iplly,e, -

WykorzystaliSmy tu nastepujace oszacowanie:

IPill1e; S 1IP—Pll,e; HIPll1e; < ClIplly e

zob. [1]. Nastgpnie w nieréwnosci (2.27) s zastepujemy s+ 1. Otrzymamy, ze
dla 0<s<m g>1

10 — Matematyka Stosowana t. 31
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(2.28) E: (fp)l < Cle 2= WDY £l g g 1Pl ;-

Zauwazmy, ze powyzsza nierOwnos$¢ jest rowniez prawdziwa dla 1 <s <
<Km—n+2 jedli 2<n<m+lim=1

Przechodzimy do szacowania drugiego skladnika réwnosci (2.22). Korzy-
stamy z (2.20) z parametrami j=1, 1<ssm—n+2,g>1il<n<m+1l
Mamy zatem (zob. [1])

(2.29) E(f(p—p)) < ChrD=D| £l Np—Dill1,e; <
< Chs+(3/2)_(1/q)”f”s,q,ei |P|2,e,~-

Z réwnosci (2.22), nieréwnosci trojkata oraz oszacowan (2.28) i (2.29) otrzy-
mamy nieréwnosé

(2.30) |E;(fp)l < CHHCPTAD(fll 1y ge,l1Pll2e;s

gdzie Il <s<m—n+2,2<n<m+1, m=1iqe(l, co]. Oszacowanie (2.30)
dowodzi, ze nierdwnosé (2.20) jest prawdziwa dla j = 2, co konczy dowdd. =

Uwaga 2.5. Powyzszy lemat jest prawdziwy rowniez dla j > 2. Jednak
tego faktu nie wykorzystujemy w dalszej czgsci pracy.

Korzystamy w tej pracy z nierownosci Holdera (dla trzech czynnikow —
zob. [5])
(231) Yla; bl < (Tlaf)"™ (T 164" (T lal)”,

gdzie a2 1, f=21, y>=1 oraz

(1/)+(1/B) +(1/y) = 1.

Nieréwno$é (2.31) wynika bezposrednio z nieréwnosci Holdera dla dwoch
czynnik6w.

3. Opis metod H™ !-kollokacji. W niniejszym rozdziale podamy definicj¢
metod H~'-kollokacji z uzyciem kwadratur do rozwiazywania zagadnien
(2.2). Zaczniemy od opisu metod H~'-kollokacji (dalej slowa ,z uzyciem
kwadratur” bedziemy pomijali).

DerFiNiCiA 3.1. Metodami H™ '-kollokacji (dla zagadnienia (2.2)) nazywamy
nastepujace metody:
znalezé U eI ! takie, ze

(3.1) LU(xU) =f(x,_,), l=0, 1,...,N,j=1,...,r—1,
N

(3.2 i R(U-I*V)=Y R(fV) VVeiR,

i=0
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gdzie r > 1, punkty {x;;};Z1 sa afinicznym przeksztalceniem na e; punk-
J J

tow Jacobiego, tzn.

(3.3 X;; = X;+ h; pj,

a {p;}5Z1 sa zerami wielomianu J*?. Ponadto R;, i =0, 1, ..., N, oznaczaja
nastgpujace kwadratury:
(34) R.(f) = hR(f),

1
gdzie f(t) = f (x;+th), t€[0, 1] oraz R(f) jest kwadratura catki [f(r)dt =
0

= I(f) dana wzorem R(f) = Z Jf(t,) n = 2, o wlasnosci:

(3.5) R(H=1(f) VfeP.,([0,1]. =

Uwaga 3.1. Dla r =1 wystepuja tylko rownania (3.2). Metoda w tym
przypadku sprowadza si¢ do metody H~! Galerkina, zob. [2], [9], przy
czym calki na elementach e; sa zastapione kwadraturami R;. =

Z okreslen (3.4) i (3.5) wynika, ze
(3.6) R(N=L{) VfeP.(e).

W praktyce wybieramy kwadrature R; tak, aby spelniala warunek (3.6) oraz
aby zawierala mozliwie mala ilo§¢ wezléw. Wiadomo, ze najmniejsza ilosé
wezlow potrzebna do spelnienia (3.6) maja kwadratury Gaussa. Ilos¢ ta
wynosi 1+r/2 dla r parzystego i 2+(r—1)/2 dla r nieparzystego. Stad
mozliwymi do przyjecia w praktyce sa kwadratury R = Q%9 lub R = QY
dla r parzystego, gdzie 7 =r/2, oraz R = Q&9 R=0%Y lub R=0%9 dla
r nieparzystego, gdzie 7 = (r—1)/2 (zob. rozdz. 2). Stosowanie kwadratur o
wiekszej ilosci wezlow zwieksza czas obliczania wspotczynnikow ukladu, a
wigc i czas tworzenia ukladu réwnan.

Zapiszemy metody (3.1), (3.2) w postaci wariacyjnej; co ulatwi ich bada-
nie. Przyjmujemy tutaj, ze

r—1

(37) o) =% wf (0,
j=1
gdzie {p;};1 sa zerami wielomianu J*?, wagi {W;};Z} spelniaja réwnosci
Ww; = w2 /[p; (1 -p)*],

a (wi»?1%2 1 sa wagami kwadratury Q%% (zob. rozdz. 2). Dla r = 1 przyjmu-
jemy, ze Q( f) = 0. Ponadto niech

(3.8) Q.(f)=hQo(f), i=0,1,..,N,
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gdzie f(t) =f(x;+th), t€[0, 1], r = 2. Zauwazmy, ze Q;(f) =0 dla r = 1.
Pokazemy teraz, ze

3.9 QP =1(fp

dla dowolnego f€P,,_,([0,1]) i peP,([0, 1]) takiego, ze F(0) = j'(0) =
p()=p(1)=0, gdzie r =2, 4 <n<2r

Niech §(t) = p(t)/[t2(1 —1)?]. Zauwaimy, ze GeP,_ ,([0, 1]). Poniewaz
kwadratury Q!*? sa dokladne dla wielomianéw stopnia < 2r—3 (zob.
(2.16)), wigc otrzymamy

1 1
1(fp) = [fOp@dt = gtz(l—t)zf(t)ti(t)dt =
0

r-1 r—1 (2 2)
=Y w2l (p)ap) = ¥ (1 )zf () P(p) = Q(fP),
j=1 i=1Pj pj

bo fGeP,; -5([0, 1]), co koniczy dowéd réwnosci (3.9). Nast@pme z (3.9)
i (3.8) otrzymamy dla r=22in=r+2

(3.10 Q(fp=5L(fp VfeP,_,(e), Py,

dm
gdzie T.,, = {ved,,: E;—:—(xi)=0, m=0, 1, i=0,..., N+1},
rozdzial 2. Zachodzi réwnosé
(3-11) 93“3+2 = 3:3+2®9m§’

zob. (2.12). Wykorzystujac powyzsze oznaczenia, sformulujemy metody (3.1),
(3.2) w postaci wariacyjnej.

TwierDZENIE 3.1. Zagadnienie (3.1), (3.2) jest rownowazne nastepujacemu:
znalezé U e takie, ze

(3.12 a (U, V) =1,(V) VVedt,,,
gdzie
N
ay(U, V) = ¥ [Q(LUV)+R,(U-L" V)]

i=0
oraz

N
L(V) = Z [Q: (S M)+ R (f12)],

a ponadto V =V, +V,, V,eT,,, V,eM.

Dowdd. Pokazemy, ze z rownosci (3.12) wynika (3.1), (3.2). Biorac za V
funkcie ¥, €M}, otrzymamy od razu réwnosé (3.2) (poniewaz V, = 0).
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W przypadku r = 1 wystepuje tylko rownos¢ (3.2). Dlatego dalej zaktadamy,
zerz=2

Wybieramy teraz baze I!,,. Sa to funkcje ¢, eM,,, k=0,...,N,
I=1,...,r—1, spelniajace warunki:

(3.13a) pM(x)=0, i=0,...,N+1, m=0,1,
(3.13b) ¢kl(xij)=5ki5”, j=l,...,r_1, i=0,..., N,

gdzie {x;;} sa okreslone w (3.3). Warunki (3.13) wyznaczaja funkcje (@}
jednoznacznie i zapewniaja, ze ¢,, €3}, ,. Ponadto wynika z nich, ze nosni-
kiem funkcji ¢, jest element e,.

Biorac za V kolejne funkcje bazowe ¢,,, otrzymujemy

O (LU¢kl) = Qk (f¢kl)

Korzystajac z (3.13b) oraz z okreslenia Q, (zob. (3.7) i (3.8)), otrzymujemy
wzOr postaci:

Wi LU () = b Wi f (%)),

gdzie {W,} sa wagami kwadratury Q. Stad wynika juz réwnos¢ (3.1). Postepo-
waniem odwrotnym dowodzimy, ze z réwnosci (3.1), (3.2) wynika réwnosé
(3.12), co koniczy dowdd. m

Zauwazmy, ze prawdziwa jest nastgpujaca nieréwnosé dla Ve, ,:
(3.14) Wik < ClVlax,
gdzie K = [0, !], a stala C nie zalezy od V i h (zob. [8], str. 27).

Dalej potrzebny nam bedzie lemat dotyczacy przestrzeni W', , i M- !.

Lemat 3.1. Operator S = —D? przeksztalca M2, , na WM-' wzajemnie
jednoznacznie (jest izomorfizmem tych przestrzeni).

Uwaga 3.2. D oznacza pochodng dystrybucyjna.

Dow6d. Nietrudno zauwazyé, ze —D?VeI!, jesli Veifll}”, bowiem
V na kazdym elemencie e; jest wielomianem stopnia < r+2 oraz V eC! (K).

Tak wiec S przeksztalca W, , w W1,
Pokazemy teraz, ze dla dowolnego W eIk ! istnieje dokladnie jedno

VeifR:” spelniajace
(3.15) -D*V =W.

Zauwazmy, Ze zachodzi réwnosé

(3.16) V(x) = V(O)+xV’(0)+}(x—t) D2V ()dr.
(o]
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Z warunkow V(0) = V'(0) = 0 oraz z (3.15) otrzymujemy

X

(3.17) V(x)= — f{(x—0) W(t)dt.

0
Poniewaz (x—t) W(t) jest na e, wielomianem stopnia < r+1 wzgledem ¢,
wiec stad wynika, Ze V(x) jest na kazdym e; wielomianem stopnia < r+2
(wyznaczonym jednoznacznie przez funkcje W), czyli S przeksztalca i, , na
M- ! wzajemnie jednoznacznie. =

Z lematu 3.1 wynika, Ze istnieje operator odwrotny do S. Oznaczmy go
przez 1, tzn.

(3.18) T=8"'=(-Df,,) "

oraz T: M ! - M, , wzajemnie jednoznacznie i ,na”.
Bedzie nam potrzebny nastepujacy lemat.

LeMAT 3.2. Niech 1 <s<2r—n+2, r>22, 4<n<2r oraz j=0, 1, 2.
Niech cigg podzialéw odcinka K jest regularny (zob. (2.11a)) oraz kwadratura
Q spelnia warunek (3.9). Zakladamy, ie jesli s+j=2, to feWs*i~14(g)
ige(l,w], ajesli j=0 s=1t0 feC(g)i qg= 0.

Wtedy istnieje stala C niezaleina od h i f taka, ze dla dowolnego peX,

(3.19) 1L (fP)~Q(fp)l < CHHI DR fll iy e 1Ples

przy czym dla j=0 w miejscu normy ||flls+;-1.4. WyStepuje seminorma
If|s+j—1,q,e,~'
_ Dowéd. Niech E(f)=L(f)-Q:(f) oraz E(f)=1(/)-Q(f), gdzie
f(®) =f(x;+th), t €[0, 1]. Oszacowanie (3.19) dla j = 0 wynika bezposrednio
z lematu 2.1 z parametrami m = 2r i j = 0, bowiem cz¢s¢ I dowodu lematu
2.1 nie ulega zmianie, jesli zamiast warunku (2.19) wstawimy warunek (3.9).
Przechodzimy do dowodu tego oszacowania dla j = 1. Niech p;, e P, (e)
jest wielomianem interpolacyjnym wielomianu p w punktach x;, x;,,, tzn.

(3.20 pi(x) =p(x), pilxiv1) = p(Xis1).

Poniewaz z zalozenia o wielomianie p wynika, ze p(x;) = p(x;+1) = 0, wigc
p;(x) =0 dla xee;. Otrzymamy

(3:21) IPllo.e; = IP— Pillo,e; < Chlply.e;-

Korzystamy teraz z oszacowania (3.19) dla j =0 z parametrami 2 < s <
L2r—n+2,rz2 4<n<2r oraz qe(l, c0o]. Mamy

(.22 E:(fP)) < Cle T W27 DY fll o 1Pl e;-



Metoda H*'-kollokacji z uzyciem kwadratur 151

Wykorzystali§my tu nieréwnosé (3.21). Pozostal do rozpatrzenia przypadek
s=1,4<n<2r i qe(l, ©]. Zauwazmy, ze nie wynika on z (3.19) dla
j =0, bo teraz wymagamy, aby g<(1, o], a nie tylko ¢ = . Niech K =
= [0, 1]. Wiadomo, ze dla ¢ > 1 zachodzi wlozenie W'4(K) = L= (K), tzn.

I./llo, .z < CllfN1.0z5
zob. [1]. Z powyzszej) nieréwnosci otrzymamy
E:(fP) = K E(FB) < Chl| fllo, 0,2 1Bll0, 0,z < ChIF1,0,2 1Plloz-

SkorzystaliSmy tu réwniez z rownowazno$ci norm w przestrzeniach skoncze-
nie wymiarowych P,(K). :

Biorac teraz pod uwage nieréwnosci || flly,q, & < Ch™ || fll1 g.e; 1 1Bllo, 2 <
< Ch™'2||pllo, oraz oszacowanie (3.21) otrzymamy dla ¢ > 1, s =1

(3.23) |E:(fP)| < CHCD=UD | f1]) e 1Pl ;-

Yaczac teraz (3.22) i (3.23), otrzymamy (3.19) z parametrami j=1, 1 < s <
£2r—n+2, r22, 4<n<2r oraz q€(l, ©]. Pozostal przypadek j=2.
Wynika on bezposrednio z oszacowania (3.19) dla j =1 oraz z ponizszej
nieréwnosci

”p”l,ei = ”P“Pi”l,e,. < Ch|P|z,e,-a
gdzie p; jest okreslone w (3.20) (p, = 0). m

4. Analiza metod H ™ '-kollokacji. W tym rozdziale pokazemy stabilno$é
metod H™'-kollokacji, jesli spelnione sa warunki podane w definicji 3.1.
Zaczniemy od oszacowan bleddéw kwadratur Q; oraz R;.

Lemar 4.1. Niech spelniony jest warunek (2.11b). Wtedy istnieje stala C
taka, ze dla dowolnych WeI:! i VedR,,

QLW V)= LWV < Chl[Wlio e, [Vl e,
gdzie V=V, +V,, V,eTl,,, V,eM. ’
Dowdd. Niech E;(f) = Q;(f)—I;(f) oraz d; = d(x;). Otrzymamy
4.1) lld—dillo, c.e; < Chldly, 0,¢;-

Funkcje Vze‘.ﬁl; mozna traktowac jako interpolacje funkcji Vegwﬁh2 ijej
pochodnej w wezlach |x;}, bowiem V(x;) = V{(x) = 0. Tak wiec

4.2) IVillse; = IV="Vallje; < CH2 77 ||V,

dla j =0, 1, 2. Z wlasnosci (3.10) otrzymujemy

(4.3) QidW" 1) =Li(d;W"Vy.
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Zauwazmy, ze LWV, = —dW"V,+(—d'+b) W'V, +cWV,. Stad
4.9 E,(LWV)) = —E,dW"V))+E;(—d'+b) W' V) + E,(cWV,).

Bedziemy szacowali kazdy skladnik prawej strony powyzszej rownosci po
kolei. Z (4.3) wynika, Ze

(4.5) E,(dW"” V}) = E,(d—d)W" V).

Z lematu 3.2 z parametrami r > 2, j=0,s =2, n =r+2, g = o0 oraz z (2.17),
(2.18), (4.2) i (4.1) otrzymamy

|Ei(d—d) W V)| < CR¥2|(d—d) W) e, 1 Villoye; <
< Ch¥2[|d ~dio, we; W3, 00,0; H1d = dil 1, 0.0, W12, 0,1 X
X Ch?||Vll3,e; < CRT2[Chld]y, q,e; Ch™> | W1, ., +
+ldl1, 0,6 Ch™ 2 [ W0, 0,11V ]2,
S Chldly, w,e;|Wlo,e; IV1]2,e;-
Zatem
(4.6) |E; (dW” V)l < Ch||Wllo.e IVl2,e;

gdzie C zalezy od ld]1, 0,e; -

Nastepnie szacujemy drugi skladnik prawej strony (4.4). Korzystamy
z (2.17), (2.18), (4.2) oraz z lematu 3.2 z parametrami j=0, s =1, n=r+2,
g = o0 1 otrzymamy

|E:(—d'+b) W' V)| < CRY2[(=d' +b) Wlo, e, 1Vill0,e; <
< ChY2(ld]y, o,e; +1blo. .e) IW 1, e, CH IV |26, <
< Ch(ldly, o,¢; +1blo, ) IW o, 11V | 2,6;
czyhi
(4.7) |E(—d' +b) W V1) < ChIIWllo.c, [IV]].e;
gdzie stata C zalezy od (|d]y,w.e, + [Blo,x,e)-
Pozostat do oszacowania trzeci skladnik prawej strony (4.4). Korzystamy

z (2.17), (2.18), (4.2) oraz z lematu 3.2 z parametrami j=0, s =1, n=r+2,
q = oo. Otrzymamy

[E; (WYl < ChY2 |cW o .6, 1 Villo.e; < CH? Iclo, oo, | W loe; 11V I]2,6;5
czyli
(4.8) [Ei (W V)l < Chl[Wllo IV1]2,e;

gdzie stala C zalezy od |clo, w,e;-



Metoda H'-kollokacji z uzyciem kwadratur 153
Z oszacowan (4.6), (4.7) i (4.8), z réwnosci (4.4) oraz oszacowania (3.14)
wynika, ze
IE{(LWW) < Ch|[Wllo1V]se,- =

Lemat 4.2. Niech spelniony bedzie warunek (2.11b). Wtedy istnieje stala C
taka, ze dla dowolnych WeW ' i Ve, ,

IRAW - L* Vo) = L(WL* V)| < Ch|Wllg.o. |Vl
gdzie V=V, +V,, V,€Xly,, Ve,

Dowodd. Oznaczmy E;(f) = R,(f)—1I;(f). Korzystajac z oszacowania
(4.2), otrzymamy

(49) [Vallye, < 1V=Vallyo + VI, < ClV e,
dla j =0, 1, 2. Niech d, =d(x;). Z wlasnosci (3.6) wynika, Ze
(4.10) R.(d;WV) = L,(d, WV}).

Zauwazmy, z¢

5 WXV, = —dWVy —(d'+b) WV +(c—b)WV,.
Stad

(4.11) E(W-L*V) = —E,(dWV))—E, (d'+DyWV)+E((c—b)WV,).
| Szacujemy po kolei kazdy skladnik prawej strony (4.11). Na mocy (4.10)
E;(dWV3) = E,((d—d) WV3).
Poniewaz zéchodzi rownosé (3.5), wiec mozemy skorzysta¢ z lematu 2.1 z

parametrami m=r+1, j=0, s=2, n=r, ¢ = 0. Korzystajac ponadto z
(2.17), (2.18), (4.1) i (4.9), otrzymamy ‘

|Ei((d—d) WV3)| < CH2|(d=d) V3|1, e, Wlloe; < )
< CR2 [|d—dio, w,e;1Val3, 0,6, + 14— i1, o, 1 V2l 2, 0,6,] X
X||Wllo,e; < Ch¥2[Chldly, me; Ch™ | Val2, 0,e, +
H1dl1, 0,6, 1V2l2, 0,6, ] Cl1W lo,e; <
< Chld]y, 0,6 1V, IWllo,e; -

Zatem
(4.12) |E; (dW V) < ChliWllo.e, IV]l2.e;0

gdzie stala C zalezy od |d|; o, .
Szacujemy drugi skladnik prawej strony (4.11) analogicznie do pierwsze-
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go. Otrzymujemy
|E:(d'+b)WV3)| < CH*?|(d' +b) Vil1, e [|Wllo.e; <

< Ch(lld)lz, w,e; + 1Bl c0,e) 1V 12,6, [ Wlo, ;5

czyli

(4.13) |E:((d +b) WV;)| < Ch{IV] 2,6, W llo.e,»

gdzie stala C zalezy od (lldll;, w.e; +Ibll1, c0,e)-

Przechodzimy do szacowania trzeciego skiladnika prawej strony (4.11).
Szacujemy analogicznie do pierwszego skladnika i otrzymujemy

|Ei((c=b) WV3)| < CH? [(c=b) Vol w,e | Wllo,e; <
< Ch(llclly, w,e; + 11B1l2, c0,e MV L2, 1W lo,e; -
Zatem
4.14) |E((c—=bYWVy)| < ChllVllae, 1Wllo.e,»

gdzie stala C zalezy od (llclly, w,e, +11Bll2, w,e,)-
Z oszacowan (4.12), (4.13) i (4.14), z réwnosci (4.11) i nieré6wnosci trojkata
oraz z oszacowania (3.14) wynika, ze

|E;(W-L* V)l < Ch|[Wllo,e, V]2, ®

Do pokazania stabilnosci metod (3.1), (3.2) potrzebny bedzie dowédd, ze
forma g, i funkcjonat I, okreslone w twierdzeniu 3.1 spelniaja pewne warun-
ki. Sformulujemy odpowiednie twierdzenie.

TwierDzZENIE 4.1. Niech spelnione bedq zaloZenia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11).
Wtedy spelniony jest nastepujacy warunek dla dostatecznie malych h:

dla dowolnego U e ! istnieje V e M., , taka, ze

(4.15) la,(U, V)| = C, U3 &

(4.16) WVla.x < Cy|1Ullo ks

gdzie stale C,, C, nie zalezq od U, V, h.
Dowod.

I. Pokazemy najpierw, ze forma (— D2 W, L* V), dla W, V e, ,, spel-
nia nastgpujace warunki: .
dla dowolnego WeM, , istnieje VeI, , taka, ze

(4.17) (=D>W, I*V)ox = C3 Wik
oraz

(4.18) IV2x < CalWly i,
gdzie state C;, C, nie zalezg od V, W, h.
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Ustalmy WedM, ,. Wprowadzimy oznaczenie
KW=DW+dW' = —d W —bW'—b' W+cW.

Zauwazmy, ze przy podanych zalozeniach o wspolczynnikach d, b, ¢, funkcja
[*WeH (K) dla WeR,, (bo WeH?(K)).

Rozwazamy zagadnienie (2.3) z prawa strona I(v) = (—[* W, v)o.x, 8dzie
veHL(K). Z zalozen (2.8) i (2.9) (tu f = — [* W e H! (K)) wynika, Ze rozwiaza-
nie we H3(K)nH}(K) oraz

lIwlls.x < CIE* Wl .
Korzystajac teraz z nieréwnosci trojkata oraz z (2.17), otrzymamy
NE* Wil e, < Cldll2, 0., + 11bll2, o6 + llell s, o, eI W Il 2,

Nastepnie, stosujac sumowanie po i (po podniesieniu do kwadratu) i uwzg-
ledniajac (3.14), otrzymamy

NZ* Wiy x < CIWyx,
gdzie stala C zalezy od m_ax(lldllz,w,ei+Ilbllz,w,ei+||c||1,w,ei). Laczac powyzsze
nierownosci, znajdujemy, lze
(4.19) IWllsx < CIWl2 ks

gdzie C # C(h).,
Niech W, e IR}, , interpoluje funkcje w, tzn.

VVI(xij)=W(xij)9 l=0’ 19-'-’ N’j=1,-'-9r_1’
l/VI(XI') = W(Xi), l=09 19 ey N+-1’
u/[’(xi)=w,(xi)9 i=19"-5 N’

gdzie {x;;} sa okreSlone w (3.3). Warunki powyzsze okreslaja W, jednozna-
cznie. Ponadto zachodzi oszacowanie (zob. [1]) R

(4.20) lw=Willje, < CR* 7 |Wlls,,  j=0,1,2.

Sumujac nieréwnosci (4.20) po i =0, 1, ..., N (po podniesieniu do kwadratu)
oraz laczac z (4.19), uzyskujemy

(4.21) lw—Willix < CR*1|Wlpg, j=0,1,2

Oszacujemy teraz (W”, h (W; —w))o,x. Z nieréwnosci trojkata i oszacowa-
nia (2.17) wynika, ze

IL* (W = Wllo,e; S CUldlls, 0,¢; + [1Blly, a,e; - IEllo, o) | Wr = Wl 2. -
A stad

IL* (W =wWllo.x < CIIWr—wll2x,
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gdzie stala C zalezy od max (lld|l1, 0.¢; + 1bl]1, co,e; + llcllo, o e,) WYykorzZystujac te
nierownos$¢ oraz (4.21), m‘oiemy napisac
4.22) (W, L* (W —wW))o.xl < IIWllo.x IL* (W —W)ilo.x <

< Wlak ClIW; = wllz.x < CIWio.x ChIW),x <

< Coh|Wiki.

Przechodzimy do dowodu nieréwnosci (4.17). Poniewaz weH?(K)nH}(K),
wiec dla veH{(K) (po uzyciu calkowania przez czgéci oraz na mocy (2.3))
zachodzi réwnosé

(4.23) 0, *W)ox = a(v, w) = (—* W, )o x.

Poniewaz H}(K) jest gesta w I2(K), zob. [7], wiec z réwnosci (4.23) wynika,
ze

(4.24) (0, *W)ox = (=¥ W, 0)ox  Vvel*(K).

Niech V = W+ W,. Oczywiscie Ve‘.fll,‘”. Korzystajac teraz z faktu, ze
d(x) = dy > 0 (zob. (2.5)) oraz z réwnosci (4.24) i oszacowania (4.22), otrzy-
mamy

(=W, L V)ox = (=W, —dW")ox+(—=W", I* W)o x +(=W", L* Wy)ox =
= (@dW", W)ox—(W", L*(Wi—W))ox =
> do[Wi3x—Coh|Wiik.
Biorac teraz h < §,, gdzie $, = dy/2C,, otrzymamy
(= W7, ¥ V)o i > 0.5do W12,
co dowodzi (4.17).

Pokazemy teraz (4.18). Zauwazmy, ze
(4.25) IWil2x S IWp—wip x+ Wl x <
< Chiwlls x + Wiz x < CyIwllsx < C2 Wl k.
WykorzystaliSmy tu oszacowanie (4.20) i (4.19). Na mocy (4.25) uzyskamy
WV S IWhx+ Wik S IWlhx+Cao Wk < Co|W] ik,

co dowodzi (4.18).

II. Na mocy lematu 3.1 istnieje izomorfzm § miedzy I, , i m-!
Przyjmujac W = TU, gdzie T=S"! (zob. (3.18)), otrzymamy, ze SW =
= —D*W = U. Wstawiamy teraz U zamiast —D?> W do (4.17) i (4.18). Otrzy-
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mamy, ze dla dowolnego U eI ! istnieje Ve‘oJJI,‘+2 taka, ze dla h< §,

(4.26) (U, * V)ox = G4 l|UII3 &
oraz
@.27) Vl2x < CallUllo.x,
bo [Wi,x =Il=D*Wliox = |Ullo-
IIl. Formg¢ a,(U, V) okreslona w twierdzeniu 3.1 mozna zapisa¢ nastepu-
jaco:

N
(4.28) @, (U, V)= ) [Q:LU-V)—-L(LU-V)]+
i=0

N
+ 2 [RAUL V)= L(U-L* V)1 +(U, L* V) x,
i=0
gdzie V=V, +V,, Ve, ,, V, ei)jig. Wykorzystali$my tu réwnosé
(LU V) = L(U-I* V),

prawdziwg dla V, €3},,,i=0,1,..., N, oraz fakt, ze

N
(U, L* V)ox = 3 (U-L* V) +1,(U-L* V)]
i=0

Z lematu 4.1 wynika oszacowanie (przy czym dla r = 1, state C; =0, C, = 0)
L d

N
429) | ¥ [QLU-V)-L(LU V)] <
i=0
N —
< X CihllUllogVlze, < CohllUllok 1V sk,
i=0

a z lematu 4.2 otrzymamy

N
@430 |¥ [R(U-L*V)—L(U-L* V)] <
i=0

t

N
< 2 CihllUllogIVlz,e; < Ci bl Ullo x|V -
i=0

Nastepnie dla ustalonego U e ! wybieramy Ve‘.le}J,z spelniajace warunki
(4.26) i (4.27). Korzystajac z oszacowan (4.29) i (4.30) oraz z nieréwnosci
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(4.26), (4.27) i z réwnosci (4.28), otrzymamy dla h < s
ay(U, V) = = Co h||Ullox [V2.x = Cy MIUllo.x V12 + C3 |UIIG & =
> —CoCahlUN3x—C, CohlUIE k+Cs1IUIIS x =
> 0.5C, IIU]13 «,

gdzie $s = min(C3/2(CoCy+C,Cy), ). Uzyskalismy nieréwnoéé (4.15),
oszacowanie (4.16) wynika za$§ z (4.27). =

Pokazemy, ze z twierdzenia 4.1 wynika, Ze rozwiazanie U metody
H~!kollokacji istnieje; 'jest wyznaczone jednoznacznie oraz jest stabilne.

TwierDzENIE 4.2. Niech bedq spetnione zaloZenia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11).
Wtedy istnieje dokladnie jedno rozwiqzanie zagadnienia (3.1), (3.2) dla dostate-
cznie malych h. Ponadto

Ullo,x < CllfMo,w,k
gdzie C nie zalezy od U, f, h.

Dowdd. Pokazemy jednoznaczno$é rozwigzania U. Niech U,, U, beda
rozwigzaniami zagadnienia (3.12). Wtedy

a(Uy=Upy, V) =0 VVedR,,.
Z warunku (4.15) wynika, ze dla W = U, —U,, istnieje 17693&” takie, ze
law(W, V)| = ClIWl3 -

Poniewaz a,(W, V) = 0, wiegc W =01 U, = U,, co koficzy dowodd jednozna-
cznosci.
Przestrzen M- ! jest skoriczenie wymiarowa, wiec z jednoznacznosci
wynika istnienie rozwiazania U e ! zagadnienia (3.12), a wiec i (3.1), (3.2).
Oszacujmy teraz [, (V). Z oszacowan (4.2), (4.9), (3.14) oraz z okreSlenia
I, (V) podanego w twierdzeniu:3.1 wynika, ze

N
@31 LM< X IQUVI+IR (V) <
i=0
N
< 2 (Cihillfllo,w,;1Villo, o,e; + Ci i 1 fllo, e 1 V2llo, re) <
i=0
. N
< Clifllo, ok (X 12 (1Villo.g; + Valloe) <
i=0

N N
< ClifMomr (X IVIBL) (X m)'Z <
i=0 i=0

S Cllfllo, w0k 1Vll2,6 < Collfllo, .k |V]2.x-
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Wykorzystali§my tu réwniez nieréwnos$é (2.17) 1 nierownos$¢ Cauchy’ego. Na
mocy rownosci (3.12) oraz nieréwnosci (4.15), (4.16) i (4.31) dla rozwiazania
UeW ! istnieje Ve, , spetniajace

C: U3k < lan(U, V) = 1,V < Cs11fllo, 0,k 1V 12k < Call fllo,co.x 1Ullo &

co konczy dowdd. w

5. Oszacowanie blgdu w normie przestrzeni 12 (K). W tym rozdziale poda-
my oszacowanie bledu metod H~!-kollokacji w normach przestrzeni L?(K)
oraz H*(e), 1 <k<r. Do tego celu potrzebne nam bedzie uogdlnienie
pierwszego lematu Stranga (zob. [1]).

LeMaT 5.1. Niech sq spelnione zaloienia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11). Wtedy
istnieje stala C taka, Ze dla dostatecznie malych h

(5.1)  u—Ullox <C( inf {llu—Wllox+

ap— 1
WeJJlr

+ sup (W, L* V)o x —an(W, I/IVIzx}+

1
4)
Ve]ﬁr 4

+ sup I(f, V)o,x“lh(V)I/”VHz.K),

1
VEﬁhr +2

gdzie u jest rozwiqzaniem zagadnienia (2.2), a U rozwiqzaniem zagadnienia
(3.1), (3.2).

Dowoéd. Niech W jest dowolnym elementem z 9R°!. Z nieréwnosci
trojkata mamy

(5-2) lu—Ullo,x < llu—Wilo x +IIW—Ullox.

Z twierdzenia 4.1 wynika, ze forma g, spetnia warunki (4.15), (4.16), tzn. dla
W—U istnieje VeI, , takie, Ze dla dostatecznie malych h

(5.3) ClIVI2x IW=Ullox < lay(W—U, V)|,

gdzie C >0, C # C(h). SkorzystaliSmy tu z (3.14).
Z rownosci (2.2) wynika, ze

(5.4) a, V) =(f, Viox VVeM,,,

bo ‘JQJI}“ < H}(K). Nastgpnie, korzystajac z faktu, ze u(0) = 0 = u(l), otrzy-
mamy (po scalkowaniu przez czesci)

(5.5) a(u, V)=, [*V)ox YVeiR,,,
czyli z (54) i (5.5) mamy
(5.6) W, *V)ox = (fs VIox VYV €M, ,.
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Mozemy teraz napisa¢ rownosé

5.7 aU-W, V)=
=u—=W, L* V)o x + (W, L* V)o x ~an(W, V)} + L, (V) =(f, V)ox}-
Skorzystalismy tu z réwnosci (5.6) i (3.12).

Wykazemy teraz, ze forma (u— W, L* V), x jest ograniczona. Bezposrednio
pokazujemy, ze

NL* Vilox < ClIVIz ks

gdzie stala C zalezy od max‘lldlllwelﬂlblllwel+||c||0we) Stad dla
Wel-'i vel,, otrzymamy

(5.8) [(u—W, L* V)o,xl < Jlu— W”o,x [|1L* Viox < Cllu— W”o,x ”V”2,K’

nastepnie z (5.3), (5.7), nieréwnosci trojkata i (5.8) wynika, Ze
CillVll,x IW=Ullox < lan(W-U, V)l <
< Collu=WloxlIVIlzx +I(W, L* Vo x — an(W, V)| +
(V)= (f, Vol

Dzielimy obie strony powyzszej merownosm przez C,||V|l,x, a nastgpnie
szacujemy przez supremum po VedR,,, tzn.

(59 IW—-Ullox < C3(llu—Wllo x +

+ sulp (W, L* V)o x—an (W, VIV Iz x+
Ve‘m

+SWIHW(fW”WW”)
Vetlfl 2

Laczac powyzsze oszacowanie z (5.2) oraz biorac infimum po WeIR !,
otrzymamy (5.1). =

Ponizszy lemat bedzie pomocny w szacowaniu drugiego skladnika prawej
strony (5.1).

LeMAT 5.2. Niech d, beWs*2>(e), ceW*t®(e) dla i=0,1,...,N,
gdzie 1 <s<r, r21. Wieedy dla WeW! i Ve,

(5.10) (W, L* V)o.x —an (W, V)| < CEHIWII IV Ik

gdzie stala C nie zalezy od W, V i h oraz §=min(s+3,r).
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Dowéd. Mamy V =V, +V,, V, €3I, ,, V,eM,. Zauwazmy, ze

G111 W, L*V)ox—an(W, V) = 3 [L(ILW- V)= Q,(LW- V)] +

i=0

N
+ 3 [L(W-L*Vy)— R (W L* V)],
i=0
bo I;(W-L*V)) = ,(LW-V;) dla ¥, €T, ,. Szacujemy kazdy skladnik prawej
strony (5.11) po kolei.
I. Zaczniemy od |I,(LW-Vy)—Q;(LW-V,)|. Niech E;(f) = L(f)—Q;(f).
Zachodzi rownosé

LW-Vi = —dW' Vi +(—d'+b) W' Vi + cWV,.
Stad
(512)  E;(LWV) = —E;(dW"V))+E(—d +b) W' V})+E;(cWV,).

Szacujemy pierwszy skladnik prawej strony powyzszej rownosci. Ponie-
waz zachodzi réwnos$¢ (3.9), wiegc mozemy skorzysta¢ z lematu 3.2 z parame-
trami j =2, n=r+2, 1 <s<r, g =o0. Bierzemy pod uwage réwniez osza-
cowania (2.17), (2.18) i (4.2). Otrzymamy

|E;@W" V)| < Che AW |41 o Vall2.e; S

< Chs+ ! “d”s+ l,oo,ei ”W“s+ 3,e,~ “ V”Z,ei'
Stad

(5.13) |E@W" V)l < CTH Wl 3,6, 1V 12,0,

gdzie stata C zalezy od |||+ 4, 0,
Analogicznie szacujemy drugi skladnik prawej strony (5.12)

[E((=d' +D) W' V)| S CH* O (=d' + D) Wiyt 1, ., Vil e, <

< CE T (lldll+ 2,c0,e; + 1Blls 4 1, co,e) W lls 2,0, 1V 2,
Stad ’

(5.14) [E((=d' +O) W' V)| < CE* Wil 2,0,V 2,e;5

gdzie stata C zalezy od (|ldlls+ 2, c.e;  1blls+ 1, 0,;)-
Tak samo szacujemy trzeci skladnik prawej strony (5.12), co daje

E; (W V)| < CHF 2 [eWllgs g, e 1Vill2e; <

< Ch*? ”C”s+l,®vei W5+ 1. ”V”Lei’
czyli

(5.15) [E(cWV)I < CE Wt 1,61Vl

gdzie stata C zalezy od |lclly+ 1, c,e;-

11~ Matematyka Stosowana t. 31
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Biorac teraz pod uwage oszacowania (5.13), (5.14) i (5.15) oraz réwnosé
(5.12), otrzymamy
(5.16) (LW V)= Qi (LW - V)| < CI* " [W ka0, IV 1),y

II. Szacujemy |I;(W-L*V,)—R;(W-1*V,). Niech E;(f) = IL(f)—R:(f).
Zachodzi réwnosé

W-I¥V, = —dWV,'—(d +b)WV;+(c-D)WV,.

Stad
(5.17) E(W-I*V,) = —E;(dWV3)—E{(d +b) WV +E;((c—b) WV,).
Szacujemy kazdy skladnik prawej strony powyzszej réwnosci po kolei.
Zaczynamy od pierwszego skladnika. Poniewaz zachodzi réwnos¢ (3.5), sto-
sujemy lemat 2.1 z parametrami m=r+1, j=0, n=1, ¢ = o0, przy czym

zamiast s wstawiamy s+ 2, tak wiec 1 < s <r. Ponadto korzystamy z oszaco-
wan (2.17) i (4.9). Zatem

|E;(@W V) < CHTPNAW] 1y 0,1V llo.e; S
< CE il 1, 0,0 W st 1,6l VL2,

Stad
(5.18) |E;@WV3)| < CE T [Wilss 10,11Vl 2,e;5
gdzie stala C zalezy od |d|ls+1,c0,e;-

Szacujemy drugi skladnik prawej strony (5.17). Stosujemy lemat 2.1
z parametrami m =r+1, j =1, n =2, ¢ = c0, przy czym zamiast s wstawia-
my s+1, tak wigc 1 < s <r. Ponadto korzystamy z oszacowan (2.17) i (4.9).
Mamy

|E(—d' +D)WV;)| < C* P (= d + D) Wit 1, 0,6, IVill1.e; S
< Chs+l (”d”s+ 2,m,¢; +”b”s+ l,w,ei)”W”rf- l,e; ”V||2,9i9
czyli
(5.19) |Ei((—a'+ D) WV3)| < CHHIW et 1,0, IVil2,e;s
gdzie stata C zalezy od (|ldls+ 2, c0,e;+ 1blls+ 1, c0,e,)-
- Pozostal do oszacowania trzeci skladnik prawej strony (5.17). Stosujemy

lemat 2.1 z parametrami m=r+1,j=2,n=3,1<s<r, g = . Poza tym
korzystamy z oszacowan (2.17) i (4.9). Zatem

|E(c=bYWV)| < CET P (e =b) Wllss 1,06, 1 Vall2.e; <
< CI P H(llells+ 1, 00,5+ 1Blls 4 2,0, W lls 4 1,1 VI 2.¢)
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czyli
(5.20) |E:(c—b)WV,)| < CH* W |los 1,0, 1V 2,0
gdZie stala C Zalezy od (”c”s+l,m,ei+”b”s+2,w,ei)'
Laczac oszacowania (5.18), (5.19) i (5.20) z réwnoscia (5.17), otrzymamy
(5.21) (W -L* V)= R, (W-L* Vo)l < CE* MWt 1,0, 1V ]| 2.,

III. Biorac pod uwage réwnos$¢ (5.11) oraz oszacowania (5.16) i (5.21),
otrzymamy

N
W, L* Viox—ay(W, V) < ¥ Gl ™ Wl 3,0, IVll2,e; <

i=0
< CE MW lls+ s NVl 2k -
Skorzystalismy tu z nieréwnosci Cauchy’ego. Poniewaz Wik, = 0, jeski
k >r, wigc zamiast |[|W]|[;+; bierzemy [|W]||;, gdzie § = min(s+3,7). =

Ponizszy lemat bedzie pomocny w szacowaniu trzeciego skiadnika prawej
strony (5.1).

Lemat 53. Niech f, eW*1i(e), i=0,1,...,N, gdzie 1<s<r,
qef2, 0], r=1. Wtedy dla Ve, ,
1fs Vox =M < CE I fllls+ 1,0 WV 2.,
gdzie stala C nie zalezy od f, V, h.

Dowé6d. Mamy V =V, +V,, V,€3!,,, V,eMi. Zachodzi réwnosé
N N

(522 (f, Vox—h(") =Y [LUV)-Q(fV)I+ Y [L(fV)-R(fV3)].
i=0 i=0

Szacujemy kazdy sktadnik prawej strony powyzszej rownosci. Zaczniemy
od |I;(fV1)—Q:(fV1)l. Poniewaz zachodzi réwno$é¢ (3.9), wigc mozemy skorzy-
sta¢ z lematu 3.2 z parametrami j=2, n=r+2, 1<s<r, ge[2, o]
Bierzemy pod uwage nieréwnosci (2.17) i (4.2). Otrzymamy

(5.23) (V) =@ (VI < CRrCP~ W £l e IV e,

Nastepnie szacujemy |I;(fV,;)—R;(fV,). Korzystamy z nieréwnosci (2.17)
i (49) oraz z lematu 2.1 z parametrami m=r+1, j=2, n=3, 1 <s<r,
g€[2, o] (zob. réwnos¢ (3.5)). Mamy

(5.24) IL(f V)= Ri(f V)l < Cle* G0 fll 4y g IV,

Biorac pod u‘vagq réwnosc¢ (5.22) oraz korzystajac z oszacowan (5.23) i (5.24),
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otrzymamy

N
Iy Vox =LV < 'Z Cibe ™= fll sy g V2 <

N
< Ch‘“(z aE “""(z 12 1) ™ (X IVIB.0)"" <
i=0

< CE I M 1,1V 2,0

gdzie 1 <s<r, gef2, «]. SkorzystaliSmy tu z nieréwnosci Holdera (zob.
(2.31)) z parametrami o =(1/2—1/9)"", B=4¢q, y =2. Warunek a > 1 jest
spelniony dla ¢ > 2. =

Podamy teraz szacowanie blgdu metod H ~Lkollokacji w normie prze-
strzeni L*(K).

T WIERDZENIE 5.1. Niech d,, eW**22(g), b, eW**22(e), ¢, eW* T (e),
f|e,.eW”1"’(e,~) dlai=0,1,...,N, gdzie 1 <s<r, ge[2, o] Ponadto niech
ueH{(K) oraz u|eieH"(el) dla i=0,1,...,N, gdzie p=max(s+1,
min (s+ 3, r)). Niech bedq rowniez speinione zaloz’enia (2.5), (2.7), (2.8) i (2.11).
Wtedy istnieje stala C taka, ze dla dostatecznie malych h

llu—Ullo,x < CH* (llulllz+ 1AM+ 1,4)-

gdzie u jest rozwiqzaniem zagadnienia (2.2), U jest rozwiqzaniem zagadnienia
(3.1), (3.2), a f wystepuje po prawej stronie (2.1).

Dowéd. Niech U, e ! oznacza interpolacje¢ funkcji u na kazdym
elemencie ¢; w r+1 wezlach y;;e(x;, x;44), j=1,...,r+1,i=0,1,...,N
Nie nakladamy na wezly {y;;} zadnych ograniczen poza tym, zeby byly rézne
i aby nie byly réwne x,, k=0,1,..., N+1. Mamy

(5.25) llu—Ullo.x < CH** llullls+ 1
gdzie 1 <s<r, przy zalozeniu, ze u,, €H*"'(e), i =0, ..., N.

Oszacujemy teraz |U,ll; ¢, gdzie § = min(s+3,r), | <s <r, nastgpujaco
(zob. [1]:
U llse; < = Ujlls.e, +1ullse; < Clulse, + lullse, < Cllull;,e;
dla u, eH(e),i=0,1,..., N. Z (5.10) oraz z powyzszej nierobwnosci otrzy-

mamy

(5.26) sup (U, I* VYox = an(Us, VI/IIVll2x < Co BT HIIUAIES
VE\jJ‘r-f-Z

< Ch*Hlullls,
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gdzie §=min(s+3,r), 1 <s <r. Nastgpniec w (5.1) zamiast W wstawiamy
U;. Z oszacowan (5.25), (5.26) oraz z lematu 5.3 w polaczeniu z nieréwnoscia
(5.1) wynika oszacowanie btedu |lu— U]l , co konczy dowdd. m

Z praktycznego punktu widzenia moze nas interesowac, jaki jest biad
metody H~!-kollokacji dla pochodnych rozwiazania dokladnego u. Niestety,
nie mozna podaé globalnego biedu metody H~!-kollokacji w normach
przestrzeni H*(K), k = 1, ..., r, bowiem rozwiazanie przyblizone U nie jest
ciagle. Ale mozemy podaé oszacowania bledu lokalnie, na kazdym elemencie
e; oddzielnie, bo na e; funkcja U jest wielomianem. Tak wiec z twierdzenia
5.1 wynika nastgpujacy wniosek.

Wniosex 5.1. Niech bedq spetnione zaloZenia twierdzenia 5.1, przy czym
k<s<r gdziek=1,...,r. Wtedy istniejq stale C, takie, Zze dla dostatecznie
matych h

lile—Ullle < G =52 (1llulll;+ 1A W+ 1,9)

gdzie u jest rozwigzaniem zagadnienia (2.2), U jest rozwigzaniem zagadnie-
nia (3.1), (3.2), f wystepuje po prawej stronie (2.1) i (2.2), a p = max(s+1,
min(s+ 3, r)).

Dowdd. Niech U; e~ bedzie interpolacja funkcji u w weztach Yiis
i=0,1,...,N; j=1,...,r+1, rédznych i nieréwnych x, k=0,1, ..., N.
Z nierownosci trojkata wynika, ze dla k=1, ..., 7

(5.27) llu = Ullle < lllu = Ulll + 11U = Ullle.

Zachodzi nastgpujace oszacowanie (zob. [1])

(5.28) llle=Ullle < CE~* lulllg+ 1,

jesli w, €eH**'(e), i =0,1,..., N. Z oszacowania (2.18) mamy
U~ Ulleg, < Ch™ U~ Ullo,
a stad
(5.29) U= Ullle < Ch7*|[U; = Uljo k.
Z nieréwnosci trojkata wynika, ze
(5.30) IUr=Ullo,x < IUy—ullo.x +Ilu—Ullo,x-
Zas z twierdzenia 5.1 otrzymamy
(5.31) MU —ullo.x < CHF (Il + 11 s+ 1,0)>
gdzie p = max(s+ 1, min(s+3, r)). Tak wigc z oszacowan (5.29), (5.30), (5.25)
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i (5.31) wynika, ze

(5:32)

U= Ullle < CH*F 2 (llulll;+ 1A Ml + 1.0)-

Nastepnie z oszacowan (5.28) i (5.32) oraz z nieréwnosci (5.27) otrzymamy

lllu—=Ullle < CE* 1 (lulll;+ 1 M+ 1,0),

co konczy dowdd. m
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