


98 T. R eg ińska

1. Uwagi ogólne. Weźmy pod uwagę następujące równanie

-u "  + bu = /,
(1.1)

w(0) = u(l) = 0.

Będziemy zakładać, że b , f  są funkcjami rzeczywistymi, beL °°,/eL 2 oraz 
b ^  b0 > 0. Wówczas istnieje jednoznaczne rozwiązanie należące do H2(0, 1). 
Rozwiązanie to można przedstawić w postaci

i
(1.2) u(t) = j  G(t, T)f(t)dT,

0
gdzie G(t, x) jest funkcją Greena zadania (1.1). Weźmy pod uwagę klasę takich 
metod przybliżonych rozwiązywania (1.1), które dają rozwiązanie przybliżone 
w postaci

1
(1.3) uh(t) = J Gh{t, x)f(x)dTt

o
gdzie Gh(t, -)eVh V t e (0, 1), przy czym {Vh} jest zadaną rodziną podprze- 
strzeni L2(0, 1). Przypuśćmy na razie, że klasa tych metod jest niepusta 
(co zostanie potwierdzone w następnej części pracy).

Dla dowolnej metody z wyżej określonej klasy błąd

H t ) - u k(t)\.

w dowolnym ustalonym punkcie t nie może być mniejszy niż błąd optymalny 

eVh{t):= inf |f (G(i, T)-vk{x))f(x)dx\.
vheVh 0

Zajmijmy się zatem wielkością eVh(t). Niech TJVh oznacza rzut ortogonalny 
w L2(0, 1) na Vh, a (,')  i || ||0 iloczyn skalarny i normę w L2(0, 1). Korzystając 
z tych oznaczeń oraz z definicji rzutu ortogonalnego, otrzymujemy

eVh(t) = ((i—n vjG(t, ■), f) = ( ( i - n Vl)G(t, •), (1 - n Vh)f).

Dalej, w zależności od tego, którą z nierówności

\(v, z)I  ̂ Ikllolkllo, \(v, z)| < \\v\\Li\\z\\Lao 

zastosujemy, otrzymujemy oszacowania

(1.4) eVh(t) ^  \ \ ( l - n Vh)G(t, OIIo IK I-^ kJ /I I o 

lub

(1.5) eVh(t) ^ \ \ ( i - n Vh)G(t, - ) l | L i  \\(i - n Vh) f  \\L».

Dla rzutów ortogonalnych w L2 na podprzestrzenie funkcji przedziałami 
wielomianowych znane są oszacowania wielkości ||(1 — 77Kh)i>|| we wszystkich
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użytych powyżej normach. Dla sformułowania tych twierdzeń sprecyzujmy 
oznaczenia. Niech A = A (h) oznacza zbiór węzłów wyznaczających podział 
odcinka [0, 1], A — {x0, . ..,x„}. Załóżmy dla prostoty, że jest to podział 
równomierny, tzn. xf = ih (h = 1 /n), ale dalsze rozważania są prawdziwe 
również dla podziałów nierównomiernych spełniających warunek

m a x . JA*, — x ^ ) )  ^  c.
U

Niech

(1.6) Vh = Sh{ll, r) = {v g 13: y e P r(xf, xl + 1), i = 0 , . . . ,  n - 1},

gdzie Pr(xf, xi + 1) oznacza zbiór wielomianów określonych na (xi5 xf+1) stopnia 
co najwyżej r. Symbole W*, Hs oznaczają, jak zwykle, odpowiednie przestrzenie 
Sobolewa, a || ||SiP i || ||s — odpowiadające im normy. Ponadto

Hsa = {m g L2: uGfP((xf, xl + 1)), i = 0 , . . . ,  «—1}

z normą

\\v \\as = ( Yj IMIfls(:ci.Xi+i))1/2- 
i = 0

Zachodzi następująca nierówność ([3] tw. 3.1.6):

(1.7) \ \ ( } - n Vh)v\\0 ^ c ( h r+1+hs)\\v\\As.

IlVh daje optymalną aproksymację nie tylko w przestrzeni L2, ale także 
w L1 i L00 ([6]):

(1.8) m - n Vh)v\\L̂  c(hr+1+hs)\\v\\s>1,

(1.9) 11(1 — 77Fh)t>||Lco ^  c(hr+i + hs)\\v\\St00-

Wobec (1.4), (1.5) i (1.7)-(1.9) oszacowanie eVh(t) będzie zależało od regu-
larności funkcji G i /.

Zagadnienie (1.1) jest samosprzężone, więc G{t, i) = G(t , t). Zatem 
z ogólnego twierdzenia o funkcji Greena dla równań różniczkowych zwy-
czajnych ([4] tw. VII.2.2) wynika, że dla każdego ustalonego t funkcja G{t, •) 
jest rozwiązaniem równania jednorodnego — v" + bv = 0 na każdym z prze-
działów (0, t) i (t , 1) oraz że pochodna SG/St  ma skok równy 1 w punkcie 
t = t. Z założenia o funkcji b wynika, że forma (w\ v') + (bu, v) jest Hl-elip- 
tyczna, a więc istnieją w H 1 jednoznaczne rozwiązania (w sensie słabym) v1, v2 
równania v" = bv z warunkami ux(0) = 1 , y1(l) = 0, t>2(0) = 0, u2(l) = 1. 
Ponieważ ||i//||0 ^  II & II „M o *  1 = 1> 2, więc vl , v 2e H 2. Na każdym z prze-
działów (0, t) i (t , 1), funkcja G(t, •) jest kombinacją liniową v1 i v2, a więc

G(t,%o,t)e H 2(0,t), G(t,-)l(M)eH2(t, 1).

i
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Jeżeli b jest bardziej regularna, tzn. jeżeli b e H r~1(a, fi), r ^  2, na jakimś 
przedziale (a, fi) c  (0, 1), to korzystając z założenia indukcyjnego vie H r{a, /J) 
( c i  Cr_1[a, /?]) oraz z faktów

v\k + 1) = i = 1, 2,

||f>jk>fc<r“ i"*>||0 < sup |i?fj||h(r-1-*)||0 dla k ^ r  — 1,
xe(a,P)

dowodzimy przez indukcję, że v{e Hr+1(oc, fi). Zatem

10) G(t, •)l(o>on(«>/>)e ^ +1((0, 0 n  (a, fi),

G(t,*)l(M)n(«./i)6fr+1((t, 1) n  (a, /?)).

Biorąc pod uwagę skok pierwszej pochodnej oraz fakt, że na każdym 
z przedziałów G(t, •) należy co najmniej do H2, stwierdzamy, że G(t, •) jako 
funkcja na całym przedziale (0, 1) należy jedynie do H 1(0, 1) (a więc 
również do 0, 1)). Jeśli więc t jest punktem węzłowym, to gdy b e H rA~1, 
z (1.7) wynika, że

||||(l-77KJG(r, -)l!o < chr+1.
W przeciwnym przypadku istnieje przedział (xi5 xi+1), w którym G(t, •) należy 
jedynie do H 1(xi, x i+1). Zatem z (1.7)

11(1 ~ n Vf) G(t, -)lto < ch\\G(t, -)\\HHxuXi + l) +

+ chr+1 ||G(t, •)lli/'-+ i((o,xi)u(xi + i,i» ^  ch3/2 ||G(t, -)|| H2((0,t)u(M))-
Korzystając natomiast z (1.8), mamy

\ \ ( l~ n Vł)G(t, -)||Li ^  ch2\\G(t, *)lliTi((o,t)u(t,i))-

Z (1.4), (1.5) i z powyższych oszacowań wynika następujący wniosek: 
W n io s e k  1. Jeżeli b , f  e H f 1, to dla rodziny {Vh} danej przez (1.6)

evh(t) ^
ch2r, gdy te  A,
chr+1/2, gdy i,
chr+1, gdy i f e W Z T 1

Zależność od t wynika z faktu, że regularność G(t, •) na podprzedziałach 
(*i>xi+i) zależy od położenia t.

Występujące powyżej zjawisko podwyższonego rzędu aproksymacji 
w węzłach nazywamy nadzbieżnością.

Przypuśćmy, że rozwiązanie u równania (1.1) należy do HrA+1, a uh postaci 
(1.3) jest dobrą aproksymacją u dającą błąd optymalny, tzn. taki jak we 
wniosku 1. Okazuje się, że nadzbieżność nie jest własnością tylko tej szcze-
gólnej metody. Przekonamy się o tym, badając zaburzenia tej aproksymacji. 
Zauważmy przede wszystkim, że gdy prawa strona równania (1.1) należy do
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HrA, wówczas zastąpienie jej funkcją IJVhf  w (1.3) nie powoduje zmiany rzędu 
aproksymacji. Mamy bowiem

ah(t) = (Gh(t, •), n vj )  = (n VhGh(t, •),/) =

= (Gh(t, - ) , f )+({nVh—\)Gh(t, •), (nVh- i ) f )  =

= uh(t) + ((TlVh- l ) G h(t, •), (7 7^-1 )/),

czyli różnica uh(t) — uh{t) jest rzędu błędu optymalnego. Podobnie, pewne 
zmiany aproksymacji nie wprowadzające zaburzeń w aproksymacji części 
głównej operatora różniczkowego będą zachowywały nadzbieżność.

Przypuśćmy, że uh jest postaci (1.3) oraz że uh i uh są rozwiązaniami równań 
przybliżonych

— u'h +Bhuh = fh, -u',; + Bhuh = fh,
gdzie Bh i Bh e ££(13) (np. dla aproksymacji Galerkina Bhuh = n Vh(buh)). Biorąc 
pod uwagę, że

— (uh — uh) +Bh(uh~ Uf) = (Bh~
oraz założenie, że dla dowolnej prawej strony / heL2 rozwiązanie równania 
— v" + Bhv = fh jest postaci (1.3) z przybliżoną funkcją Greena oznaczoną przez 
Gh, otrzymujemy

= {Gh(t, ■), (Bh- B h)uh) =

= (Gh(*> — ')> (Bh - Bh)“h) + (G(t ’ ')> (Bh - Bh)tih)-
Widać więc, że oszacowanie \uh(t) — uh(t)\ znowu zależy od regularności G(t, •), 
czyli od położenia punktu t:

|(G(t, •), (B„-.B,X)| <
\\(Bh-B ju \ \ {HrnHfr, gdy te  A, 

gdy t$A ,

a norma przestrzeni (Hr n  Hq)* jest słabsza niż norma w H ~l == (H□)*.

2. Metoda Galerkina. Sformułujmy zadanie (1.1) w postaci wariacyjnej:

wyznaczyć takie ueHl(I), że 
(u', v') + {bu, v) = (/, v) Vve Hq(I),

gdzie I = [0, 1], a Hq(I) oznacza przestrzeń Sobolewa funkcji zerujących się 
na brzegu odcinka /, z normą

ll®Hi = (I|W||S+IÎ IIS)1/2.
Niech {Vh} będzie rodziną skończenie wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni 
H I  Będziemy rozważać następującą aproksymację zadania (2.1):

wyznaczyć uheVh takie, że
v'h) + (buh, vh) = (/, vh) V vh e Vh.

(2.2)
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Niech {ifthi}T=i będzie bazą przestrzeni Vh. Rozwiązanie przybliżone uh ma 
postać

m

Uh = Z  Uhj'l'hj*
j= 1

a wektor Uh = [uhl, uhm\ T jest rozwiązaniem układu równań algebra-
icznych

(2.3) MhUh = Fh

z macierzą sztywności

Mh = (GKi, W fc = i+ (W « . ^hj))T,j=i
i prawą stroną

Fh = ((/,
Przy przyjętym założeniu o dodatniości funkcji b, forma a(u, v): = (u', v') + 
+ (bu, v) jest //^eliptyczna, a więc forma a obcięta do Vh x Vh jest k^-eliptyczna 
dla każdej podprzestrzeni Vh. Zatem zarówno zadanie (2.2), jak i równoważne 
jemu równanie algebraiczne (2.3) mają jednoznaczne rozwiązanie. Macierz Mh 
jest więc nieosobliwa. Oznaczając elementy macierzy odwrotnej przez 
7hij ( = ( ^ h 1)ij), otrzymujemy

1 m m
(2-4) M t) = J / ( t ) E  Z  yhijthfoWhiiĄfa-

0 i=lj=l
Powyższa formuła może być interpretowana jako kwadratura aproksymująca 
całkę (1.2).

Dalej interesować nas będą tylko szczególne rodzaje podprzestrzeni 
dające pasmową macierz M h, mianowicie podprzestrzenie funkcji sklejanych 
(przedziałami wielomianowych), wspomniane w pierwszej części pracy.

Interesuje nas dokładność, z jaką rozwiązanie przybliżone uh przybliża 
rozwiązanie dokładne u w przypadku, gdy metoda (2.2) zdefiniowana jest przez 
podprzestrzenie postaci

(2.5) Vh = Sh(Hl0, r) = {veHh: v e P r(xit xi+1), i = 0, ..., n - 1}.

Rozpocznijmy od zbadania różnicy pomiędzy u i uh w węzłach xt ed(/j). 
Wzór na tę różnicę możemy uzyskać prosto w następujący sposób (por. [5])- 
Przyjmując v = vh w równaniu (2.1) i odejmując od niego równanie (2.2), 
otrzymujemy

(2.6) ((u - u j ,  v'h) + (b(u- uh), vh) = 0 V vh e Vh.

Między innymi równanie to jest spełnione dla vh = K(xt, •)

f ( l - 0 *  dla x g [0 ,0 ,
|(1 — x)t dla x e [t, 1],
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ponieważ dla t = x if x{e A, K(xt, -)e Vh. Z drugiej strony, funkcja K(t, x) jest 
funkcją Greena równania —y " = f ,  y e H l ,  więc V y e H l

y(t) = - f  K(t, x)y"(x)dx = (K'x(t, •), / ) .  
o

Wobec tego, z (2.6), podstawiając vh = K(xt, •), otrzymujemy

(2.7) u(Xi)-uh(xd = - ( b ( u - u h), K{xt, •))•

Dla uzyskania poszukiwanego oszacowania rozpatrzmy równanie pomocnicze

(2.8)
— z" + bz — bK(xt, •),

2(0) = z( 1) = 0,

które oczywiście ma rozwiązanie z e H2(I) n  Hq(I). Korzystając z niego, 
otrzymujemy

(u — uh, bK(t, •)) = (u — uh, —z" + bz) =

= (u' — u'h, z') + (b(u-uh), z) =

= (u'-u'h, z '-v 'h) + (b{u-uh), z - v h) V vheVh.

Ostatnia równość wynika z (2.6). Biorąc pod uwagę (2.7), dochodzimy do 
oszacowania

(2.9) l«(*/)-“fc(*i)l ^  c Hm- kJ j inf
VheVh

z którego natychmiast wynika, że rząd zbieżności w węzłach e A jest wyższy 
niż rząd zbieżności w normie H 1. Powyższy chwyt z zastosowaniem równania 
pomocniczego nosi nazwę chwytu Aubina Nitschego (por. [3]). Korzystając 
z Ho-eliptyczności formy a, a następnie z (2.6), otrzymujemy

llw-wjli < u'-u'h) + (b{u-uh), u - u h)] =

= -  u'h, W -  v’h) + (b(u -  uh), u -  nh)] V vh e Vh,

a więc

(2.10) ||u — inf \\u-vh\\1
VheVh

1 różnica w węzłach (por. (2.9)) zależy od własności aproksymacyjnych 
przestrzeni Vh

(2.11) |w(x1.)-wfc(xi)| ^  c inf \\u-vh\\1 inf ||z —t;fc||x
VheVh Vf,eVf,
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Gdy r = 1, inf | | m  —u j j  ^  c\\u'— v'h\\0, gdzie vheS h(Ho, 1) oraz vh(xjj =
t>heSh(Ho,l)

= w(xf) V xfezl. Wówczas jest ilorazem różnicowym na każdym podprze- 
dziale (xt, x i + 1) i wiadomo, że \\u' — v'h\\0 ^  ch\\u\\2. W ogólności ([3] tw. 3.1.6)

(2.12) inf \\u — vh\\1 ^  c/is_1 \\u\\As V s ^ r l  1.
vheSh(Hk,r)

T w ie r d z e n ie  1. Jeżeli b , f e  HrA~l , to istnieje taka stała c niezależna od h, że 

M*i) -  M x i)I ^  ch2r V e A ,
U w — njli ^  chr

oraz jeżeli f  e W f f 1, to

ll«-wJlco < ch' +1-
D ow ód. Pierwsze dwa oszacowania wynikają z (2.10), (2.11) i (2.12) oraz 

z faktu, że zarówno u e H A+1, jak i ze  FT/1. Oszacowanie w uzyskano 
w pracy [6]. ■

W n io s e k  2. Metoda Galer kina generowana przez podprzestrzenie funkcji 
sklejanych Sh(Hl, r) daje błąd tego samego rzędu co błąd optymalny eVh(t) (por. 
wniosek 1).

3. Aproksymacja zewnętrzna. Wykażemy teraz, że własność nadzbieżności 
zachowuje się, gdy zamiast zadania przybliżonego uzyskanego metodą Galer- 
kina weźmiemy pod uwagę zadanie następującej postaci:

n  n  wyznaczyć ueheVh, takie, że
K ,  v'h) + (bęhu l  (phvh) = (/, (phvh) V vheVh,

gdzie <ph jest liniowym odwzorowaniem Vh w L2(0, 1). Ciąg zadań (3.1) może 
być interpretowany jako aproksymacja zewnętrzna zadania (1.1), ponieważ 
otrzymuje się go przez zastosowanie aproksymacji zewnętrznej przestrzeni Ho 
([1], rozdz. XI.2). Taki rodzaj aproksymacji zewnętrznej Aubin [1] nazywa 
aproksymacją częściową.

W odróżnieniu od rozwiązania przybliżonego uh otrzymanego w metodzie 
Galerkina, rozwiązanie równania (3.1) oznaczać będziemy przez ueh.

Niech, jak poprzednio, będzie bazą przestrzeni Vh oraz niech
Ut = [Whi]r= i oznacza wektor złożony ze współczynników rozwinięcia ueh 
w bazie {^w}f=1. Wówczas równanie (3.1) jest równoważne następującemu 
układowi równań algebraicznych:

(3.2) M ehUeh = Feh

M eh = ((iK;, 'l'hj) + {bęhil/hi, ę hil/hj))?j=i

z macierzą



Zjawisko nadzbieżności w metodzie elementu skończonego... 105

oraz z prawą stroną

f i  = [(/,
Zauważmy, że przy założeniu b 0, forma

<**(“*» »*):= *>*)+(&<?*«*, <Phvh)
występująca w równaniu (3.1) jest P^-eliptyczna dla każdej podprzestrzeni Vh. 
Zatem dla każdego h zadanie (3.1) ma jednoznaczne rozwiązanie ueh, co jest 
równoważne z nieosobliwością macierzy MJ; w równaniu (3.2). Oznaczając 
elementy macierzy odwrotnej do M eh przez yehij (ylij'- = (M^_1)0), składowe 
wektora U% możemy napisać następująco:

m

ul  = (f, <ph Z  y*iAv)-
v =  1

Zatem
1 m m

(3.3) ueh(t) = J / ( t ) Z  Z
0 i =  1 v — 1

czyli metoda opisana przez (3.1) należy do klasy metod rozważanych w części 
pierwszej.

Porównajmy otrzymane powyżej rozwiązanie przybliżone ueh z rozwiąza-
niem uh otrzymanym metodą Galerkina (2.2) generowaną przez tę samą 
rodzinę podprzestrzeni {Vh}. Oznaczając przez Gh przybliżoną funkcję Greena 
odpowiadającą metodzie Galerkina (por. (2.4))

m

Gh(t,r )=  Z
ij — 1

po prostym przekształceniu otrzymujemy

(3.4) uh(t) -ueh(t) = (/, (1 -q>h)Gh(t, •)) +
m m

+(/> Z  Z  (yhij-yliJiPhłhji-Whiit))-
i=lj=l

Celem naszym jest teraz oszacowanie każdego ze składników występujących po 
prawej stronie (3.4).

Ograniczymy się teraz do przypadku, gdy Vh = Hq n  Sh{H2, 2) lub 
Vh = Sh(Ho, 2) oraz gdy jest rzutem ortogonalnym w L2(0, 1) na Sh(L2, 1). 
Z ortogonalności rzutu wynika, że

\\(l-cph)f\\o = dist{f,Sh(L2, 1)),

a zatem, biorąc pod uwagę własności aproksymacyjne przestrzeni Sh(L2, 1), 
otrzymujemy dla v = 0, 1

(3.5)
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Odnotujmy jeszcze jedną własność rzutów ę h, mianowicie ich wspólną 
ograniczoność w przestrzeni L(HA, HA) dla dowolnego k ^  1. Zauważmy po 
pierwsze, że dla każdego k \\<pkf\ \Ak = \\<phf\ \A1, ponieważ ę hf e S h{L2, 1). 
Przestrzeń H\ jest przestrzenią Hilberta z iloczynem skalarnym

n - 1 Xf + i
(u,v)A1= £  J (u'(t)v'(t) + u{t)v(t))dt.

i = 0 Xi

A zatem ma sens mówienie o rzucie ortogonalnym ę h w H\ na Sh(L2, 1). 
Norma rzutu ortogonalnego w danej przestrzeni Hilberta jest zawsze równa 1. 
Ponadto

ll(i'~ v h) f \ U  < ll(i
Korzystając z nierówności odwrotnej dla Sh{L2, 1) ([3], tw. 3.2.6) i z (3.5), 
otrzymujemy

\\<Phf h i  <  ll^fc/ILi + l l (^ * -^ ) /IL i ^

^  ll/ILi + l[ l l(% -  l)/llo+  lid - % ) / l l0] c\\f\\J2,

czyli istnieje c < oo takie, że dla każdego /  z i fc= 1 ,2 ,. . .

(3.6) \\<Phf\U=\\<Phf\ \A1<c\\f\\A2.

Do dalszych rozważań potrzebna jest znajomość pewnych własności przybli-
żonej funkcji Greena Gh występującej w (3.4). Zauważmy po pierwsze, że 
V <7 e L2(0, 1)

(g, G(t, •) - G h(t, •)) = ug(t) -uhg{t),

gdzie ug i uhg są odpowiednio rozwiązaniami równań (2.1) i (2.2) z funkcją 
f : = g  po prawej stronie. Zatem z oszacowań (2.11) i (2.12) dla r = 2 
i s = 2 wynika, że

(3.7) (g, G{xk, •)~G h{xk, ■)) < ch2\\ug\\A2 ^  ch2\\g\\0.

Podstawiając g = G(xk, ) — Gh(xk, •)> otrzymujemy

(3.8) l | G ( * k ,  -)-G h{xk, - ) l l o  <  ch2.
Ponadto można wykazać, że dla każdego punktu węzłowego xkeA, 
IIGh(xk, -)\\A2 są wspólnie ograniczone niezależnie od h. Mianowicie, biorąc pod 
uwagę nierówność

*)IÎ12 ^  ll̂ /i(̂ ck» ’)— VhGiXk’ Oll^d" II(PhGfak’ ’)llJ2
oraz stosując nierówność odwrotną dla Sh(L2, 2) ([3], tw. 3.2.6), a następnie 
oszacowania (3.5), (3,6) i (3.8), otrzymujemy

(3.9) l | G j , ( * f c ,  - ) I L 2 <  c\\G(xk, -)\\A2 V h i V xkeA.
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Le m a t  1. Jeżeli f  e  H%, to istnieje stała C niezależna od h i taka, że dla 
każdego h i dla każdego węzła xte A zachodzi nierówność

| ( / , ( l - ^ G t (x ,,-))N C A “.

D ow ód. Z definicji rzutu ortogonalnego w L2 wynika, że dla każdego 
/ ,  g z L2(0, 1)

(<Phf> (\-<Ph)o) =  0-
Zatem

|(/> ( ! -<Ph)Gh(x i’ -))| = |((1 -Vh)f> (l~<Ph)Gh(xi’ -))| <

<  m - < P h ) f \ \ o m - < p h)G h(X i, *)iio-

Stosując teraz oszacowania (3.5) i (3.9), otrzymujemy tezę lematu. ■ 
Le m a t  2. Jeżeli b e  H2A, to istnieje stała c niezależna od h i taka, że dla h 

dostatecznie małego (h <  h0) i dla każdego węzła xk e A zachodzi oszacowanie
m m

I(<PhL Z  Z  (yhij-yehij)^hj{')^hi{xk))\ < ch4.
;=i j=i

D ow ód, Jeżeli przez Ch oznaczymy macierz (cij)”J=li gdzie

ctj = i//hj)-(b(phil/hi, (phil/hj)'],

to
Meh = M h- h C h

oraz
M f 1 = (1 - / iM ,-1C ,)-1M,-1.

Zauważmy, że zarówno normy macierzy Mjj1, jak i macierzy Ch są wspólnie 
ograniczone przez stałe niezależne od h. Zatem dla dostatecznie małego 
h (h < h0) \\hMk 1Ch\\ < 1, a wtedy M eh 1 można rozwinąć w szereg

OO

(3.10) M f ‘ = M i 1 + h M ;1Ci M>1+ £
k = 2

Widać więc, że yhij—yehij jest tego samego rzędu względem h, co (/-ty element 
macierzy hMk l ChMk l , który można napisać w następujący sposób:

m m

(hMij1 ChMk 1)iJ = h Z  Z  IhikCkvlhvj =
k = 1 v = l

m m

= (Hi-<ph) Z  Z  y*vAv)+
k = l  v = l

m m

+(b(ph Z  yhikłhkAi-Wh) Z  iw A j-
k — 1 v =  1
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Korzystając z wprowadzonego wyżej oznaczenia Gh(t, t ) i zmieniając kolejność 
całkowania, otrzymujemy

1 m m
]>„/(*) L  Z  (hMk 1 c„Mh- 1 h j th iM tk jM *  =
0 i = 1 j = 1

= (b{l-<pJGh{xk, •) + ( ! -<Ph)bGh(xk, •), f (Phf(^)Gh(■, t )<*t ).
o

Ponieważ (ph jest rzutem ortogonalnym, więc prowadzi to do następującej 
nierówności:

1 m m
(3.11) |J<P„/(t ) X Z  ( ^ h~1Q M h" 1)l7i/rhi(xk)^.(T)dT| ^

O 1=1j=1

< 11(1 —<Pfc)G*(xfc, O llo ||( l -^ M P * /(T)Gk(’» t )4t ||0 +
o

+ 11(1 -<Ph)bGh{xk, OllolK1 <?*/(*)GfcC,
o

Z faktu, że
i

uh = J <Phf(?)Gh(', T)^T
o

jest rozwiązaniem równania (2.2) z prawą stroną (ęhf, vh), a więc jest 
aproksymacją Galerkina dokładnego rozwiązania u równania (1.1) z prawą 
stroną zastąpioną ę hf , wynika jednostajna względem h ograniczoność 
uh w normie HA. Biorąc ponadto pod uwagę (3.9) oraz założenie b e H 2A 
i stosując oszacowania (3.5) do (3.11), stwierdzamy, że wyrażenie sto-
jące po lewej stronie nierówności (3.11) jest rzędu 0(h4). Ponieważ yhij—yehij 
= (1 ■yO(h))(hMk 1ChMk 1)ij, więc daje to już tezę lematu 2. ■

Oszacowania uzyskane w lematach 1 i 2 prowadzą do następującego 
wniosku:

T w ie r d z e n ie  2. Jeżeli b , f e H A i ueh jest rozwiązaniem równania (3.1) 
generowanego przez podprzestrzeń Vh = Hq n  Sh{H2, 2) lub Vh = Sh{Ho, 2) oraz 
rzut ortogonalny (ph na Sh{L2, 1), to dla każdego węzła xk

M(xk)~u(xk)| < ch4.
D ow ód. Oczywiste jest, że

\ueh(xk)-u {xk)\ <  \uh{xk)-u (x k)\ + \ueh{xk) - u h(xk)\.

Pierwszy ze składników stojących po prawej stronie jest, na mocy twier-
dzenia 1, rzędu 0{h4). Z (3.4) i z lematów 1 i 2 wynika, że również i drugi 
składnik jest rzędu 0(h4), co kończy dowód. ■

U w aga 1. Silniejsze niż w twierdzeniu 1 założenia dotyczące regularności 
b i /  (Ha zamiast H\) wynikają z żądania, aby ||(1 - ę h)f\\0 i ||(1 - ę h)b\\0 były 
rzędu 0(h2). W metodzie Galerkina wyrażenia te znikają ((ph = 1).
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Powyżej udowodniliśmy nadzbieżność dla pewnej szczególnej metody 
aproksymacji zewnętrznej zadania (1.1). Wynik ten został uogólniony w pracy 
[8] na równania wyższych rzędów i aproksymacje związane z rzutami 
nieortogonalnymi. Dla sformułowania ogólniejszego wyniku dla zadania (1.1) 
wprowadźmy następujące podprzestrzenie związane z rodziną rzutów {(ph}'

N{(ph) = {v e L2: ę hv = 0},

Wh = (w e L2: (w, v) = 0 V v e N (ę h)}.

Widać, że Wh± N (ę h) i w przypadku gdy ę h jest rzutem ortogonalnym, 
Wh = cphL \

Tw i e r d z e n i e  3. Niech u% będzie rozwiązaniem równania (3.1) generowanego 
przez podprzestrzeń Vh i rzut ę h spełniające następujące warunki:

(i) inf \\v-vh\\t ^  chs\\v\\As+u
VheVh

(ii) ll(l-<P,>Uo < chk\\v\\ńk, k = 1, ..., s,

(iii) inf ||t?-w||0 ^  chl \\v\\As, l ^  s.
weWh

Jeżeli b , f e H A, to V x ked
H x k) - u eh(xk)| < chs+l

oraz
\\u-t*h\\i < chs\\u\\As+1.

D ow ód wynika z twierdzeń 1 i 2 w pracy [8]. Metoda dowodu polega na 
bezpośrednim badaniu różnicy u — ueh. ■

Na zakończenie powróćmy do przypadku, gdy Vh = Sh(H2, 2) n  Hq , a q>h 
jest rzutem ortogonalnym na Sh(L2, 1). Dla wyznaczenia macierzy sztywności 
i prawej strony w układzie M ehJJeh = Feh, musimy znać (phif/hi, i = 1 ,... ,  n. 
Weźmy bazę \j/hi daną wzorami

>A/,i = + i = 2 , . . . ,  n—1,

gdzie

•Au = lA ih j. 'I'hn = 'l'2\ T - n + 2)’

•A W =

«AiW 

\j/2(x) =

[ w , x g (0, 1),
< t - ( x - f ) 2, x g (1, 2),
[_ł(3 —-x)2, xe(2,  3),

|3 x  —|x 2, x e (0, 1),
x e ( l,2 ) ,

xe(0, 1)
U (x-2)(2-3x), x e ( l ,  2)
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Wówczas z warunku ortogonalności łatwo obliczyć, że

jc
Vh'l'h iM  = ~Y2 + 12\ h i + 2

x [ - - i  + 2 \ +

+ U i ~ i + i \ +
s _ _ U x _ .
I 2 ~ 2 \ h ~ l

X , i = 2, . . . ,«  — 1,

PhłhM) 

(PhłhnW =

3 3x ' A
_8 + 4 h x[

a ) +
S - H z - i8 4 \h X l? -1

A + l(l~n + 2 x\ jl~ n + 2 1 +

+
9 3 x
8 4 U

■n + 1 x\ h ~ n + 1 I-

Zauważmy na koniec, że do wyznaczenia macierzy w układzie równań 
algebraicznych odpowiadających zadaniu (3.1) potrzebna jest mniejsza liczba 
operacji, niż to było w przypadku metody Galerkina. Mianowicie, gdy Vh 
i cph są zdefiniowane jak wyżej, wtedy w Ml i FI występuje łącznie 5n całek 
postaci

(i+D/>
J xkb(x)dx, i = 0 , . . . ,  n — 1 , k = 0, 1 , 2;
ih

J xlf(x)dx, i = 0, ..., n— 1, l = 0, 1,
ih

podczas gdy do obliczenia M h i Fh odpowiadających metodzie Galerkina 
potrzeba 8n całek powyższej postaci, tzn. dla i = 0, ..., n— 1, k = 0, ..., 4, 
l — 0, 1,2. W innych metodach zewnętrznych typu (3.1) również występują 
podobne obliczeniowe udogodnienia.
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