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Zjawisko nadzbieznosci
w metodzie elementu skonczonego
dla dwupunktowych zagadnien
brzegowych*
(Praca wplynela do Redakcji 1986.03.15)

Badajac metod¢ elementu skonczonego, stwierdzono w niektorych przy-
padkach zaskakujaca na pierwszy rzut oka wlasno$¢: rzqd zbieznosci
rozwigzania przyblizonego zagadnienia rézniczkowego na pewnym szczegdlnym
zhiorze punktéw moze byé wyiszy niz optymalny rzqd bledu globalnego.
Zjawisko to nazwano nadzbieznoscig. W ciagu ostatnich 15 lat pojawilo si¢
wiele prac, w ktorych dla konkretnych zadan i ich aproksymacji udowodniono
nadzbieznoéé. Pierwsze tego rodzaju wyniki dotycza metody kollokacii ([2])
i metody Galerkina ([5]) dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu
drugiego w przypadku zastosowania funkcji sklejanych przedzialami wielo-
mianowych. Przeglad wynikéw i bogaty spis literatury na ten temat mozna
znalez¢ w {7].

Celem pracy jest proba wyjasnienia przyczyny zjawiska nadzbieznosci oraz
jego zwiazku z przestrzeniami elementu skonczonego. Ogoélne rozwazania
omawiajace genezg zjawiska i wskazujace na istnienie klasy metod posiada-
jacych wiasno$¢ nadzbiezno$ci zawarte sa w czgSci pierwszej pracy. W pozo-
stalych dwoch czedciach przedstawione sa techniki dowodu nadzbieznosci dla
konkretnych metod: dla metody Galerkina (na podstawie pracy [5] oraz
dla aproksymacji zewne¢trznej (na podstawie pracy [8]). Rozwazania prze-
prowadzone sa dla prostego zagadnienia brzegowego ze wzgledu na uprosz-
czenie oznaczen i obliczen, ale mozna je uogoélni¢, np. na rownania wyzszych
rzgdow [8].

* Problem MR 1.1.

7 — Matematyka Stosowana t.30 (97}
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1. Uwagi ogolne. Wezmy pod uwage nastgpujace réwnanie
—u'+bu=f,
(1.1
u(0) = u(1) = 0.

Bedziemy zakladaé, ze b, f sa funkcjami rzeczywistymi, be L, fe I? oraz
b = b, > 0. Wowczas istnieje jednoznaczne rozwiazanie nalezace do H 2(0, 1).
Rozwigzanie to mozna przedstawi¢ w postaci

(1.2) u(t) = }G(t, 7) f (7)dr,

gdzie G(t, 1) jest funkcja Greena zadania (1.1). Wezmy pod uwagg klase takich
metod przyblizonych rozwiazywania (1.1), ktore daja rozwiazanie przyblizone
w postaci

(1.3) () = gGh(t, 7).f (D)dr,

gdzie G,(t,)eV, V te(0, 1), przy czym {V,} jest zadana rodzina podprze-
strzeni I2(0, 1). Przypus¢my na razie, ze klasa tych metod jest niepusta
(co zostanie potwierdzone w nastgpnej czgsci pracy).

Dla dowolnej metody z wyzej okreslonej klasy blad

|u() —u, (1))
w dowolnym ustalonym punkcie ¢ nie moze by¢ mniejszy niz blad optymalny

ey, (t):= inf |[(G(t, ©)—v,(1)) f()d7].

vneVn O

Zajmijmy si¢ zatem wielkoscia ey, (¢). Niech IT,, oznacza rzut ortogonalny
w I2(0, ) na V,,a(,)i| [, iloczyn skalarny i norme w I?(0, 1). Korzystajac |
z tych oznaczen oraz z definicji rzutu ortogonalnego, otrzymujemy

ey, () = (1—=11,)G(t, ), fy=(1-1,)G(, "), (l—HVh)f).
Dalej, w zaleznosci od tego, ktéra z nieréwnosci

v, 21 < vlolzllo, 1w, 2 < ol izl e

zastosujemy, otrzymujemy oszacowania

(1.4) ey, (t) < I(1=1T, )G, N1 =1Ty,) fllo
lub
(1.5) ey, (®) < (1=11,)G(t, M =11y, fll o

Dla rzutdow ortogonalnych w I? na podprzestrzenie funkcji przedzialami
wielomianowych znane sa oszacowania wielkosci ((1—17,,)v| we wszystkich
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uzytych powyzej normach. Dla sformutowania tych twierdzen sprecyzujmy
oznaczenia. Niech A4 = A(h) oznacza zbidér wezlow wyznaczajacych podziat
odcinka [0, 1], 4 = {x,, ..., x,}. Zaléozmy dla prostoty, ze jest to podzial
rownomierny, tzn. x; = ih (h = 1/n), ale dalsze rozwazania sa prawdziwe
rowniez dla podzialow nierownomiernych spetniajacych warunek
max ((x;— X, )/(x;—x;_,)) < ¢.
i

Niech
(1.6) V,=S,(2, 1) ={ve> veP,(x; X;41),i=0,...,n—1},

gdzie P,(x;, x;, ) oznacza zbiér wielomianéw okreslonych na (x;, x;, ;) stopnia
co najwyzej r. Symbole W, H® oznaczaja, jak zwykle, odpowiednie przestrzenie
Sobolewa, a || |, i || |, — odpowiadajace im normy. Ponadto

HY = {uel?: ue H¥((x;, x;41)), i =0, ..., n—1}

z norma
n—1
ol 4 = ( Z ||U||%1S(x,-,x,~“))”2
i=0

Zachodzi nastepujaca nierownos¢ ([3] tw. 3.1.6):
(L.7) 11 =11y )vllo < (b1 +h) o] -

T, daje optymalng aproksymacj¢ nie tylko w przestrzeni I?, ale takze
w Il i[* ([6)]):

(L.8) 11 =11y, )vll s < (b +h)lolls 1

(1.9) 1=y, )0l e < ch™ 1+ 1) 0] 5,0

Wobec (1.4), (1.5) i (1.7)-(1.9) oszacowanie e, (t) bedzie zalezalo od regu-
larnosci funkcji G i f.

Zagadnienie (1.1) jest samosprzg¢zone, wigc G(t, 1) = G(r, t). Zatem
z ogdlnego twierdzenia o funkcji Greena dla réwnan roézniczkowych zwy-
czajnych ([4] tw. VII.2.2) wynika, ze dla kazdego ustalonego ¢ funkcja G(t, *)
jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego —v”’+bv = 0 na kazdym z prze-
dziatéw (0, t) i (¢, 1) oraz ze pochodna 0G/dt ma skok rowny 1 w punkcie
T =t. Z zalozenia o funkcji b wynika, ze forma (v, v')+(bu, v) jest H!-elip-
tyczna, a wiec istnieja w H' jednoznaczne rozwiazania (w sensie stabym) v, v,
Idwnania v’ = bv z warunkami v, (0) =1, v,(1) =0, v,(0) =0, v,(1) = 1.
Poniewaz [|vf|l, < bl lo:llo> i = 1, 2, wiec vy, v, € H*. Na kazdym z prze-
dziatow (0, t) i (¢, 1), funkcja G(z, *) jest kombinacja liniowa v, i v,, a wiec

G(t, Non€H?©0,1), G, ey H* (@, 1).
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Jezeli b jest bardziej regularna, tzn. jezeli be H " '(«, f), r > 2, na jakims
przedziale («, B) < (0, 1), to korzystajac z zalozenia indukcyjnego v, € H'(«, f)
(c C""'[a, B]) oraz z faktow

D = (pp)* D, i=1,2,

lobT 1My < sup BT F),  dla k<r—1,
xe(a, )

dowodzimy przez indukcje, ze v;e H *!(«, f). Zatem

G(t’ .)I(O,t)n(a,ﬁ) € Hr+ 1((09 t) N (a’ ﬂ))’
G(t’ .)l(t,l)n(a,ﬁ) € H'+ 1((t’ 1) N (a’ B))

Biorac pod uwage skok pierwszej pochodnej oraz fakt, ze na kazdym
z przedziatlow G(t, -) nalezy co najmniej do H?, stwierdzamy, ze G(t, -) jako
funkcja na calym przedziale (0, 1) nalezy jedynie do H'(0,1) (a wiec
rowniez do Wi'(0, 1)). Jesli wiec ¢ jest punktem wezlowym, to gdy be H, !,
z (1.7) wynika, Ze

(1.10)

A —=11,)G(t, o < ch™™ 1.

W przeciwnym przypadku istnieje przedziat (x;, x;, ), w ktorym G(t, -) nalezy
jedynie do H'(x;, x;,,). Zatem z (1.7)

I(1=11,,)G(t, o < ch|G(Et, Warxinn+
+ch™ G, Mar+ 10, %0 1.13) S ch*?|G(t, M rzo,n0e 1)

Korzystajac natomiast z (1.8), mamy
(1 =11, )G, )l < ch?|G(t, Mwo.nue1)-

Z (1.4), (1.5) i z powyzszych oszacowan wynika nast¢pujacy wniosek:
WnIOSEK 1. Jezeli b, fe HY ', to dla rodziny {V,} danej przez (1.6)

ch?, gdy ted,
ey, () < S etV gdy  1¢4,
ch*1, gdy téAdifew: !

Zaleznos¢é od t wynika z faktu, ze regularnosé G(t,-) na podprzedzialach
(x;, X;4,) zalezy od polozenia t.

Wystepujace powyzej zjawisko podwyiszonego rzedu aproksymacii
w wezlach nazywamy nadzbieznosciq.

Przypusémy, ze rozwiazanie u rownania (1.1) nalezy do H%*!, a u, postaci
(1.3) jest dobra aproksymacja u dajaca blad optymalny, tzn. taki jak we
wniosku 1. Okazuje si¢, Ze nadzbieznos$¢ nie jest wlasnoscia tylko tej szcze-
golnej metody. Przekonamy si¢ o tym, badajac zaburzenia tej aproksymaci.
Zauwazmy przede wszystkim, ze gdy prawa strona réwnania (1.1) nalezy do
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HY, wowczas zastapienie jej funkcja Iy, f w (1.3) nie powoduje zmiany rzgdu
aproksymacji. Mamy bowiem

(1) = (G4(t, ), Hy, f) = (1, Gylt, ), f) =
(Ga(t, ), ) +(UTy, = DGy(t, ), Ty, 1) f) =

= u,()+((ITy, —1)G,(t, ), Ty, — 1) f),
czyli roznica u,(t)—1,(t) jest rzegdu blgdu optymalnego. Podobnie, pewne
zmiany aproksymacji nie wprowadzajace zaburzen w aproksymacji czgsci
glownej operatora rozniczkowego beda zachowywaly nadzbieznos¢.

Przypus$¢my, ze u, jest postaci (1.3) oraz ze u, i 4, sa rozwigzaniami rownan
przyblizonych

" A~ 5 o~
—uy+Byu, =f,, —+B,i,=f,

gdzie B, i B, € #(I?) (np. dla aproksymagji Galerkina B,u, = I, (bu,)). Biorac
pod uwage, ze

—(u,— )" + B,(u,—4,) = (B,— B,)il,

oraz zalozenie, ze dla dowolnej prawej strony f, e [* rozwiazanie rOwnania
—v" + B,v = f, jest postaci (1.3) z przyblizong funkcja Greena oznaczona przez
G,, otrzymujemy

u,(t)—14,(t) = (Gh(t’ ), (Eh_Bh)ﬁh) =
= (G,(t, )—=G(t, ), (B,— Ba@,)+(G(t, ), (B,— B,)iL,).

Widac¢ wiec, ze oszacowanie |u,(t)—,(¢)] znowu zalezy od regularnosci G(t, -),
czyli od polozenia punktu ¢:

(By— E;.W"(Hmﬂé)ﬁ gdy ted,
1(By— B tylla-1, gdy t¢4,

a norma przestrzeni (H™ n Hy)* jest slabsza niz norma w H™! = (H})*.

(G, ), (B,—Bya)| < c{

2. Metoda Galerkina. Sformutujmy zadanie (1.1) w postaci wariacyjne;j:

wyznaczy¢ takie ue H§(I), ze
W, v)+(bu, v) = (f,v) VveH(),

gdzie I = [0, 1], a H§(I) oznacza przestrzen Sobolewa funkcji zerujacych si¢
ha brzegu odcinka I, z norma

lolly = (lolig+ o' 13)"2.

Niech {¥,} bedzie rodzina skonczenie wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni
H§. Bedziemy rozwazaé nastepujaca aproksymacje zadania (2.1):

2.1

wyznaczy¢ u, € V, takie, ze

22
(tp, Vi) +(buy, 0) = (f, v) V v,€V,.
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Niech {y,;}7~, bedzie baza przestrzeni V,. Rozwiazanie przyblizone u, ma
postac

m

U, = Z uhjlphj’
j=1
a wektor U, = [uy,, ..., 4,]" jest rozwiazaniem ukladu réwnati algebra-
icznych
2.3) MU, = F,

Z macierza sztywnosci

M, = ((‘/’;u, l//;l])):"1= 1+ ((blllhi’ lphj))?,lj=1
i prawa strong
F,= ((f’ l//hj));'n=1-

Przy przyjetym zalozeniu o dodatniosci funkcji b, forma a(u, v):= (v, v')+
+ (bu, v) jest H'-eliptyczna, a wigc forma a obcigta do V, x V;, jest V,-eliptyczna
dla kazdej podprzestrzeni V,. Zatem zaréwno zadanie (2.2), jak i rownowazne
jemu réwnanie algebraiczne (2.3) maja jednoznaczne rozwigzanie. Macierz M,
jest wigc nieosobliwa. Oznaczajac elementy macierzy odwrotnej przez
Ywij (= (My 1)), otrzymujemy

(2.4) W@ = [£@ Y S mas¥n a0,

i=1j=1
Powyzsza formula moze by¢ interpretowana jako kwadratura aproksymujaca
catke (1.2).

Dalej interesowa¢ nas beda tylko szczegdlne rodzaje podprzestrzeni
dajace pasmowa macierz M,, mianowicie podprzestrzenie funkcji sklejanych
(przedzialami wielomianowych), wspomniane w pierwszej czgSci pracy.

Interesuje nas dokladno$¢, z jaka rozwiazanie przyblizone u, przybliza
rozwigzanie doktadne u w przypadku, gdy metoda (2.2) zdefiniowana jest przez
podprzestrzenie postaci

2.5 V,=S,(H}, r) = {ve Hy: ve P(x;, x;4),i=0,...,n—1}.

Rozpocznijmy od zbadania réznicy pomiedzy u i u, w weztach x;e A(h)- -
Wzor na te réznice mozemy uzyskaé prosto w nastepujacy sposéb (por. [5)-
Przyjmujac v = v, w réwnaniu (2.1) i odejmujac od niego réwnanie (2.2)
otrzymujemy
(2.6) (u—uw), vp)+(blu—u), v,) =0 Vuv,el,.

Miedzy innymi rownanie to jest spelnione dla v, = K(x;, -

_J—9x dla  xe[0,1],
K. )—{(l—x)t dla  xe[t, 1],
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poniewaz dla t = x;, x;€ 4, K(x;, )€ V,. Z drugiej strony, funkcja K(t, x) jest
funkcja Greena rownania —y’ = f, ye H}, wiec V ye H}

¥ = —[K(t, x)y"(x)dx = (Ki(t, ), ¥).
0

Wobec tego, z (2.6), podstawiajac v, = K(x;, ), otrzymujemy

2.7) u(x,) —t,(x) = —(blu—wy), K(x;, ).
Dla uzyskania poszukiwanego oszacowania rozpatrzmy roOwnanie pomocnicze
—2"+bz = bK(x,, -
(28) Z +0oz (xn )’
z(0) = z(1) = 0,

ktore oczywiScie ma rozwiazanie ze H2(I) ~ H§(I). Korzystajac z niego,
otrzymujemy

(u—u,, bK(t, ")) = (u—u,, —z"+bz) =
= (W —u, 2)+(blu—uw,), z) =
=W —uy, 2 —vp)+(blu—u), z—v,) Vu,eV,.

Ostatnia réwno$¢ wynika z (2.6). Biorac pod uwage (2.7), dochodzimy do
oszacowania

(2.9) [u(x;) —uy(x)] < cllu—ull; inf z—v,ll,,

vheV n
z ktérego natychmiast wynika, ze rzad zbieznoéci w weztach x; € 4 jest wyzszy
niz rzad zbieznosci w normie H!. Powyzszy chwyt z zastosowaniem rownania
pomocniczego nosi nazwe chwytu Aubina Nitschego (por. [3]). Korzystajac
z H-eliptycznoéci formy a, a nastgpnie z (2.6), otrzymujemy

1
=l < G0 =t ' —0) +(blu—w), u—w)] =
1 ’ ! ! ’
= B[(u —Up, U _Uh)"'(b(“—“h)’ “_”h)] Vu,el,
a wigc
(2.10) lu—u,ll; <c inf Ju—v,|,

vReV i
I réznica w wezlach (por. (2.9)) zalezy od wlasnosci aproksymacyjnych
Przestrzenmi V,

.11) u(x)—u,(x)| < ¢ inf Jlu—v,}, inf Jz—v,l,.

vheVx vheVn
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Gdy r=1, inf [u—u,ll, < c|u'—b4ll,, gdzie 7,€S,(H), 1) oraz 7,(x;) =
vneSn(HO,1) o )
= u(x;) V x;e A. Wowczas 7, jest ilorazem rdéznicowym na kazdym podprze-

dziale (x;, x;,,) i wiadomo, ze ||u'—7}]lo < ch|ul,. W ogdlnosci ([3] tw. 3.1.6)

(2.12) inf  Ju—w,); <ch 'ul|, Vs<r+l.

vheS(Hb.r)

TWIERDZENIE 1. Jezeli b, f € H,™ 1, to istnieje taka stala c niezalezina od h, ze
Ju(x)—u,(x)| < ch®* V x,e4,
Hu—u;.'\ll < chf
oraz jezeli fe Wi™!, to
lu—uyl, < ch i

Dowod. Pierwsze dwa oszacowania wynikaja z (2.10), (2.11) i (2.12) oraz
z faktu, ze zarobwno ue H5'!, jak i ze H,''. Oszacowanie w L_ uzyskano
w pracy [6]. =

WNIOSEK 2. Metoda Galerkina generowana przez podprzestrzenie funkcji
sklejanych S,(H§, r) daje blad tego samego rzedu co blad optymalny ey, (t) (por.
wniosek 1). '

3. Aproksymacja zewng¢trzna. Wykazemy teraz, ze wlasno$¢ nadzbieznosci
zachowuje si¢, gdy zamiast zadania przyblizonego uzyskanego metoda Galer-
kina wezmiemy pod uwagg zadanie nast¢pujacej postaci:

wyznaczy¢ uj € V,, takie, ze

(3.1 o ¢
(', Uh)+(b</’huh, (thh) = (f, vy Y vV,

gdzie ¢, jest liniowym odwzorowaniem V, w L*(0, 1). Ciag zadan (3.1) moze
by¢ interpretowany jako aproksymacja zewnetrzna zadania (1.1), poniewaZ
otrzymuje si¢ go przez zastosowanie aproksymacji zewngtrznej przestrzeni Ho
([1], rozdz. X1.2). Taki rodzaj aproksymacji zewnetrznej Aubin [1] nazywa
aproksymacjq czesciowq.

W odréznieniu od rozwigzania przyblizonego u, otrzymanego w metodzie
Galerkina, rozwiazanie rownania (3.1) oznacza¢ bedziemy przez uj.

Niech, jak poprzednio, {{,;}=, bedzie baza przestrzeni ¥, oraz niech
Ui = [ug]™, oznacza wektor zlozony ze wspolczynnikoéw rozwiniecia uh
w bazie {y,,}7-,. WOwczas rownanie (3.1) jest rownowazne nastgpujacemy
ukltadowi rownan algebraicznych:

(3.2) MUy = Fj
Z macierza

Mj = ((‘Mm Vi) + (b, (Ph‘/'hj))?.lj=1
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oraz z prawg strong

Fi = [/, ou¥i)li=1.

Zauwazmy, ze przy zalozeniu b > 0, forma

a,,(u,,, Uh):z (U v;u)+(bq)huh’ ¢hvh)
wystepujaca w rownaniu (3.1) jest Vj-eliptyczna dla kazdej podprzestrzeni V;.
Zatem dla kazdego h zadanie (3.1) ma jednoznaczne rozwiazanie u§, co jest
rownowazne z nieosobliwoScia macierzy Mj w réwnaniu (3.2). Oznaczajac
elementy macierzy odwrotnej do Mj przez y5; (vh;:= (M,’;_l),.j), sktadowe
wektora Uj mozemy napisa¢ nastepujaco:

Uy = (f, @ Z Vhiv‘»bhv)'
v=1

Zatem
63) 0 = (10 3§ o @0

czyli metoda opisana przez (3.1) nalezy do klasy metod rozwazanych w czesci
pierwszej.

Poréwnajmy otrzymane powyzej rozwiazanie przyblizone uf z rozwiaza-
niem u, otrzymanym metoda Galerkina (2.2) generowang przez t¢ samg
rodzing podprzestrzeni {V,}. Oznaczajac przez G, przyblizona funkcje Greena
odpowiadajaca metodzie Galerkina (por. (2.4))

t T) Z yht} l//hj (T) ‘//ht(t)

i,j=1

po prostym przeksztalceniu otrzymujemy

(3.9) w,()—ui(@) = (f, 1~ 0,)G,(t, ")+
+hH Y Y (Vnij = Vi) @u Wi () ().

i=1j=1
Celem naszym jest teraz oszacowanie kazdego ze sktadnikow wystepujacych po
prawej stronie (3.4).

Ograniczymy si¢ teraz do przypadku, gdy V, = H{n S,(H?,2) lub
V. = S,(H3, 2) oraz gdy ¢, jest rzutem ortogonalnym w L*(0, 1) na S, (I, 1).
Z ortogonalnosci rzutu wynika, ze

12— @) fllo = dist(f, S,(L?, 1)),

a zatem, biorac pod uwage wilasnosci aproksymacyjne przestrzeni S,(L2, 1),
otrzymujemy dla v =10, 1

3.5) It—@)fl, <eh®>™|fll,, V feH3
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Odnotujmy jeszcze jedna wlasno$C rzutéw ¢,, mianowicie ich wspolna
ograniczono$¢ w przestrzeni L(H3, H%) dla dowolnego k > 1. Zauwazmy po
pierwsze, ze dla kazdego k |, fll4a = ll@.f 41, poniewaz ¢, f€S, (I, 1).
Przestrzen H jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

n—1 Xi+1

W, vy = Y [ @OV +u@o()dt.
i=0 x; .

A zatem ma sens méwienie o rzucie ortogonalnym @, w Hj na S,(I%, 1).
Norma rzutu ortogonalnego w danej przestrzeni Hilberta jest zawsze rowna 1.
Ponadto

10 =@) fllar < W1 =) f Nl 41-
Korzystajac z nierownosci odwrotnej dla S,(L?%, 1) ([3], tw. 3.2.6) i z (3.5),
otrzymujemy

||(th||A1 < ||(l~’hf”41 + W Pp—on) flla <

|
< N fllax +E[”(‘Ph_1)f”0+I,(l_(Ph)f”o] < el Sl 425
czyli istnieje ¢ < oo takie, ze dla kazdego f z H3 i k=1,2,...

(3-6) l@aS s = lonfllar < el fll42-

Do dalszych rozwazan potrzebna jest znajomos$¢ pewnych wiasnosci przybli-
zonej funkcji Greena G, wystegpujacej w (3.4). Zauwazmy po pierwsze, ze
V gel?0,1)

(9, G(t, )= Gylt, ) = uy(t)—uy, (1),

gdzie u, i u,, sa odpowiednio rozwiazaniami réwnan (2.1) i (2.2) z funkcja
f:=g po prawej stronie. Zatem z oszacowan (2.11) i (2.12) dla r =2
i s =2 wynika, ze

(3.7) (g, Glxi, )= Gylxy, 7)) < ch?lu,ll 4, < h2ligllo-
Podstawiajac g = G(x,, ‘)—G,(x;, *), otrzymujemy
3.8) 1G (s )= Gl o < Eh2.

Ponadto mozna wykaza¢, ze dla kazdego punktu wezlowego x, €4,
1Gy(xx> )|l 4> sa wspOlnie ograniczone niezaleznie od h. Mianowicie, biorac pod
uwage niero6wnos¢

1GCxes a2z < 16, (x4, )= 0, Gx, M g2+ 190, G (X, M a2

oraz stosujac nier6wnos¢ odwrotna dla S,(12, 2) ([3], tw. 3.2.6), a nastepni¢
oszacowania (3.5), (3,6) i (3.8), otrzymujemy

(3.9) 1Gh (% Maz < clGxy, Mgz VATV x€EA.
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LEMAT 1. Jezeli fe H3, to istnieje stala C niezalezna od h i taka, e dla
kazdego h i dla kazdego wezla x,€ A zachodzi nieréwnosc¢

I(f, (1— @) Gylx;, ))| < Ch.
Dowo6d. Z definicji rzutu ortogonalnego w L? wynika, ze dla kazdego
fig 2z 20, 1)
((phf7 (1 _¢h)g) =
Zatem
I/, 1= 02 Gy, )| = (1= 00 /s (1= 9)Gylx:, )] <
< (1 =) fllo1( — @) Gylx;, M-
Stosujac teraz oszacowania (3.5) i (3.9), otrzymujemy tez¢ lematu. =

LEMAT 2. Jezeli be H?, to istnieje stala ¢ niezalesna od h i taka, ze dla h
dostatecznie malego (h < hy) i dla kazdego wezla x, € A zachodzi oszacowanie

|(<th, i i (Vhij_)’ﬁij)‘/’;.j(')‘f’hi(ka < ch*.

i=1j=1

Dowod. Jezeli przez C, oznaczymy macierz (c;,)" gdzie

ijli,j=1>s

E[(bl//hi’ ‘//hj)*(bgoh'//hia ¢h‘/’hj)]a
to
Mg = M,—hC,
oraz
M = (1=hM; G My
Zauwazmy, ze zardbwno normy macierzy M, !, jak i macierzy C, sa wspolnie

ograniczone przez stale niezalezne od h. Zatem dla dostatecznie malego
h (h <hy) [hM;IC,| <1, a wtedy Mg ' mozna rozwinaé w szereg

(3.10) M= My +hMTCo M+ Y BMT LG MGE

k=2
Widaé wige, Ze 7,,;—vhi; jest tego samego rzedu wzglgdem h, co ij-ty element
macierzy hM; 'C,M; !, ktory mozna napisaé w nastepujacy sposob:

(th—ICth_l)ij =h Z Z Yhik CrvVYavj =

k=1v=1

= (b(l"—(/’h) zi: Pk Vo Z yhvj'//hv)+

(b(ph Z yhlkl//hk’ (ph) Z yhv_]lphv)
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Korzystajac z wprowadzonego wyzej oznaczenia G,(t, t) i zmieniajac kolejnosc¢
catkowania, otrzymujemy

f @ f(1) (th YO My )XY (DT =

IIM§
“M5

= (b(1 — 9,) Gy (x4, )+ (L= @Gy (x;, ), [ @, f (D) G(:, T)d).

Poniewaz ¢, jest rzutem ortogonalnym, wigc prowadzi to do nastgpujacej
nierdwnosci:

G1)  [[0uf@ S S Myt CoMi e, @] <
fonf @

i=1j=1

< (1=, Gy(xs )“0”(1 ~ @b 5 0, f (D)G,(:, ‘c)d‘c||0+
0

1
+ (1 - @)bGy(x,, )"0”(1 — ;) f 0 f (D)G,(-, T)d’f“o-
0
Z faktu, ze

@, = [ @, f(DG,(:, D)dr

jest rozwiazaniem rownania (2.2) z prawa strona (@,f, v,), a wigc jest
aproksymacja Galerkina dokladnego rozwiazania @ réownania (1.1) z prawa
strong zastapiona ¢,f, wynika jednostajna wzglegdem h ograniczono$¢
4, w normie H3. Biorac ponadto pod uwagg (3.9) oraz zalozenie be H?
i stosujac oszacowania (3.5) do (3.11), stwierdzamy, ze wyrazenie sto-
jace po lewej stronie nierdwnosci (3.11) jest rzgdu O(h*). Poniewaz y,;— 75
= (1+O0n)(hM, *C,M; 1), wiec daje to juz tez¢ lematu 2. m

Oszacowania uzyskane w lematach 1 i 2 prowadza do nastepujgcego
wniosku:

TwIERDZENIE 2. Jezeli b, fe H; i uf jest rozwiqzaniem réwnania (3.1)
generowanego przez podprzestrzen V, = HY n S,(H?, 2) lub V, = S,(H3, 2) oraz
rzut ortogonalny @, na S,(L*, 1), to dla kazdego wezla x,

[ x,) — u(x, )l < ch
Dowod. Oczywiste jest, ze
|t (i) —u(x )l < Juay () — (X + Tk (x,) _uh(?ck)l-

Pierwszy ze skladnikoéw stojacych po prawej stronie jest, na mocy twier-
dzenia 1, rzedu O(h*). Z (3.4) i z lematéw 1 i 2 wynika, Ze rowniez i drugi
skladnik jest rzgdu O(h*), co konczy dowod. =

Uwaga 1. Silniejsze niz w twierdzeniu 1 zalozenia dotyczace regularnosci
bi f (H zamiast H}) wynikaja z zadania, aby |I(1-¢,) fllo i [(1—@,)bl, byly
rzedu O(h?). W metodzie Galerkina wyrazenia te znikaja (¢, = 1).
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Powyzej udowodniliSmy nadzbiezno$¢ dla pewnej szczegélnej metody
aproksymacji zewnetrznej zadania (1.1). Wynik ten zostal uogdlniony w pracy
[8] na réwnania wyzszych rzedow i aproksymacje zwiazane z rzutami
nieortogonalnymi. Dla sformulowania ogoiniejszego wyniku dla zadania (1.1)
wprowadzmy nastgpujace podprzestrzenie zwigzane z rodzing rzutéw {@,}:

N(gy) = {ve L*: ¢,v = 0},
W,={wel*:(w,v) =0 V veN(p,)}

Wida¢, z¢ W, LN(e,) i w przypadku gdy ¢, jest rzutem ortogonalnym,
W, = ¢, .

TWIERDZENIE 3. Niech uj, bedzie rozwigzaniem réwnania (3.1) generowanego
przez podprzestrzen V, i rzut ¢, spelniajqce nastepujace warunki:

W inf lo—v,ll; < ch*|v]las+1,
vheVn
(i) I(t—oppolo < ch*llvllm, k=1,...,s,
(iii) inf |v—wlly, < ch'|v|l,, [<s.
WEW;,

Jezeli b, fe HY, to V x,e4
() —up(x )l < ch*™!
oraz
lu—uklly < ch®llull gs+1-
Dowod wynika z twierdzen 11 2 w pracy [8]. Metoda dowodu polega na
bezposrednim badaniu roéznicy u—u;. =
Na zakonczenie powré¢my do przypadku, gdy V, = S,(H?, 2) n H}, a ¢,
jest rzutem ortogonalnym na S,(L?, 1). Dla wyznaczenia macierzy sztywnosci
i prawej strony w ukladzie MRUj = F;, musimy zna¢ @,,;, i=1,...,n.
Wezmy baz¢ y,; dana wzorami

Wy = .p(%—wz), i=2,...,n—1,

Yn = Wl(%)’ Wi = Wz(%—n+2>,

1x2, xe(0, 1),
lp(X) = %_(x_%)l’ x€(1,2),
i3-x2,  xe(2,3),
B 3x—3x2, xe(0, 1),
wl(x) - {%(2—)()2, XE(I, 2)’
_ e, xe(0, 1),
Valx) = {%(x—?.)(2—3x), xe(l, 2).

gdzie
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Wowczas z warunku ortogonalnosci fatwo obliczy¢, ze
1 1/x . x
Q¥ (x) = [—E+§(;’—-—l+2>:|x(z—l+2>+
(i) 2L
38\ h 122
3 3x| [x 5 3(/x x
) = [§+2ﬂ’<<ﬁ>+[§‘1(z‘1)]"(77 )
1 3(x x
Pp¥pa(x) = l:—§+z<z—n+2>:lx<z—n+2>+
23 ) | Z=nt1
A ] VA &

Zauwazmy na koniec, ze do wyznaczenia macierzy w ukladzie réwnan
algebraicznych odpowiadajacych zadaniu (3.1) potrzebna jest mniejsza liczba
operacji, niz to bylo w przypadku metody Galerkina. Mianowicie, gdy V,
i @, sa zdefiniowane jak wyzej, wtedy w M} i Fj wystepuje lacznie 5n calek
postaci

i+ 1)k

[ x*b(x)dx, i=0,...,n—1,k=0,1,2;
ih

(i+1)h

[ Xf(x)dx, i=0,...,n—1,1=0,1,
ih

podczas gdy do obliczenia M, i F, odpowiadajacych metodzie Galerkina
potrzeba 8n calek powyzszej postaci, tzn. dla i =0,...,n—1, k=0, ..., 4,
I =0,1,2. W innych metodach zewnetrznych typu (3.1) rowniez wystepuja
podobne obliczeniowe udogodnienia.
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