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Zpzistaw Porosinski (Wrocltaw)

Optymalne zatrzymanie maksimum ciggu obserwowanego
nad statystyka pozycyjna ciagu nieobserwowanego
(Praca wplynela do Redakcji 1985.01.15)

0. Wstep. Niech X, X,,..., Xy, Vi, Y3,..., Yy (N — ustalona liczba
naturalna) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi na przestrzeni probabili-
stycznej (2, #, P) o tym samym rozkladzie danym ciaglta dystrybuantg F(x).
Niech f,, g,, n =1, 2,..., N, beda funkcjami okreslonymi na R" o wartos-
ciach w R. Definiujemy &, = f,(X,,..., X,), 1, = g.(Y1,..., Y,). Zakltadamy, ze
obserwujemy tylko realizacj¢ ciagu &, i celem naszym jest zatrzymanie
obserwacji w chwili, gdy z najwickszym prawdopodobienstwem warto$é
¢, przekracza 7,.

Problem tego typu rozpatrywat K. Szajowski w pracy [1] i uzyskal
rozwigzanie dla ¢, = max(X,,..., X,) i 5, =max(Y,,..., ¥,). W niniejszej
pracy podano rozwigzanie problemu ogoélniejszego: optymalne zatrzymanie
maksimum ciggu obserwowanego nad statystyka pozycyjna dowolnego rzedu
ciagu nieobserwowanego.

1. Sformulowanie problemu. Niech N bedzie ustalona liczba naturalng.
Zalozmy, ze X, X,,..., Xy, Y, Y,,..., Yy sa niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o tym samym rozkladzie danym ciagla dystrybuanta F, okreslonymi na
przestrzeni probabilistycznej (2, &, P).

Niech k, 0 < k < N —1, bedzie ustalona liczba. Niech &, = max(X,,..., X,),
n=1,2,..., N, oraz

_ oo, gdy 1 €n<k,
=Y gdy k<n<N,

gdzie Y,_, , oznacza statystyke pozycyjna rzedu n—k w prébie Y;, Y;,..., Y.
Obserwujemy tylko realizacje ciagu (&,)Y.,. Niech %, bedzie o-cialem

generowanym przez zmienne losowe &, &5, ..., &, 1 niech MY bedzie zbiorem

wszystkich momentéw Markowa 1 wzgledem (F,))-,, 0<t < N.
Rozpatrzymy problem
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(S) wyznaczy¢ e MY takie, ze

P(ér" > Nes) = Su%P(ér > "r)

TeM
2. Redukcja problemu. Przyjmujemy definicje
Z, =P, >nl|F,), n=12,...,N.
Mamy
P(¢, >n)=EZ, dla e M

Jesli Z, = f(n, &) i & =(E)N- o jest lancuchem Markowa wzglgdem (FI0,
to wyjsciowy problem sprowadza si¢ do optymalnego zatrzymania fancucha
Markowa ¢ z funkcja wyptaty f(n, *) (patrz [2]).

Poniewaz F jest funkcja ciagla, F (X,) ma rozkiad jednostajny na odcinku
[0,1]i P(X, > Y,<F(X,) > F(Y,)) = 1, dlatego bez utraty ogélnosci moze-
my przyjaé dodatkowe zalozenie:

(1) zmienne losowe X,, Y,, n=1,2,..., N, maja rozklad jednostajny
na przedziale [0, 1].
Z powyzszego zalozenia wynika, ze dla n > k otrzymamy

x
on
.

o n! ke
Zy=P(Yyohn <l F,) = J m‘,y (1 -y)ldy,

0

a wigc funkcja wyplaty ma postaé
0, gdy n<k,

) f(n, x)= { n! k ki

- ; d k
k=1 & %k B TR
(=1

gdzie dla skrocenia zapisu przyjelismy oznaczenie a; = TR
ittk—i!

& =(E) o jest lancuchem Markowa wzgledem (F,))-o z przestrzenia
stanow ([0, 1], #) (# oznacza og-cialo zbioréw borelowskich na odcinku
[0, 1]) i funkcja przejscia:

x+|Bnr(x, 1], gdy xeB,

P.(B) = P(¢ys €BIE, = ) = %|B Ax, 1] gdy x¢B

dlan=0,1,..., N—1, xe[0, 1] i Be.#4, gdzie |-| oznacza miar¢ Lebesgue’a
na odcinku [0, 1]. Zakladamy, ze w chwili n = O stan taficucha wynosi 0 1 ze
w chwili N lancuch musimy zatrzymac.

Tak wiec problem wyjsciowy zostal zredukowany do optymalnego zatrzy-
mania lancucha Markowa ¢ z funkcja wyplaty f(n,-). Nalezy wigc wyznaczy¢

v(x) = sup E.f(t, &), gdzie x jest stanem poczatkowym, a E, wartoscia
remN



Optymalne zatrzymanie maksimum ciggu obserwowanego 65

oczekiwana wzgledem miary P,, oraz znalezé t*e MY takie, ze E f (1%, &,)
= p(x).
3. Rozwigzanie problemu. Niech M = {te M"; t > n}. Niech ¢, = x.
Definiujemy
v(n, x) = sup E.f (r, &)
remly
W rozwiazaniu problemu (S) pomocny bedzie nastgpujacy lemat:

Lemat 1 ([2]). Niech ¢ bedzie jednorodnym lancuchem Markowa z prze-
strzeniq stanow E i f: {0, 1,..., N} x E — R bedzie funkcjq nieujemng i ograni-
czong. Wowczas funkcja v(n, x) spelnia rownanie

(3) v(n, X) = max {f(n’ X), Exv(n+ ls él)}
oraz moment Markowa
4) ¥ =min {n <k < N; vk, &) = f(k, &)

jest optymalny w 9RY. Optymalna wyptata jest v(x) = v(0, x). Optymalnym
czasem zatrzymania jest t§.
Wykazemy teraz nastepujacy lemat:

LeMmaT 2. Dla n=k+1,..., N—1 réwnanie
E.f(n+1, &) = f(n, x)
ma w przedziale (0, 1) jedyny pierwiastek x° taki, ze
Ef(n+1,¢)<f(n, %), gdy x=x;

oraz x0 < x%, .
Dowo6d. Definiujemy funkcije

gln, x) = E.f(n+1, &) —f(n, x),

a wiec

1
g(n, x) =xf(n+1, x)+ [f(n+1, y)dy—f (n, x).

Poniewaz g¢'(n, x) = (:)ﬂ‘"’ " =x[(n+1)x2—=(n—k)], wiec funkcja
g{(n, x) ma w przedziale (0, 1) doktadnie jedno ekstremum; jest to minimum.

k+1 . .
Ponadto ¢g(n, 0) = %, g(n, 1) =0. Z powyzszych wlasnosci wynika, Ze
n
funkcja g(n, x) ma w przedziale (0, 1) jedyny pierwiastek x° i ze w przedziale
(x?, 1) przyjmuje wartosci ujemne. Pozostalo do wykazania, ze x% < x?,,.
Rozwazmy funkcije

5 — Matematyka Stosowana
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—k+1

p(n, x) = g(n+1, x)—xg(n, x).

Funkcja p(n, x) ma nastgpujace wlasnosci:
@ pnr1)=0

G) D=0, edyz pn =" |t (1= (= D=g(n, ),
@iii) p'(n,x)>0 dla xe(0, 1), gdyz p”"(n, x) = (:>x"_"(1—x)"(x+k).

Z wilasnosci (i)-(iii) wynika, ze p(n,x) > 0 dla xe(0, 1). Stad

n+1

L p(n, 19 = g(n+ 1,59 >0,

co z uwagi na wlasnosci funkcji g(n+1, x) oznacza, ze pierwiastek xJ.,
rownania g(n+1, x) = 0 lezy na prawo od x?, czyli xJ,, > x?. Lemat jest
dowiedziony.

Zauwazmy ponadto, ze ze wzoru (2) dla x =1 otrzymujemy

h+m! &1
=1 .
1)1 2, my = b meN

5)

Rozwiazanie problemu (S) zawarte jest w twierdzeniu:

TwierDzENIE. Jesli spelnione sq zaloZenia rozdzialu 1, to istnieje ciag liczb
Xerg < oo < Xyoq, Xy =0, taki, Ze

(6) ™ =min (k+1<n<N; &> min|x; F(x)=x,}},

jest optymalnym czasem zatrzymania dla problemu (8S).
Optymalna wyplata dana jest przez

(M
(k+D!(k+1)! koo o xkiiti N! ko xpNTkH
g KDDL k1
v i TEEDIY s Nk S, SNk

Stale xy_;, j=1,2,..., N=k—1, sq wyznaczone rekurencyjnie jako jedyne w
przedziale (0, 1) pierwiastki rownan
(8) N—k+j+i k N—k~
xN-k+j+i N-=j)! jti
Z 4 (N-J) Z I
(N— k—l)' N k+j+i (N= k—j—1),2 "N—k—j+i

+(pN—j =07
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gdzie stale @y_ j wyznaczane sq rekurencyjnie z rownan

=0
(9) PN ’

N+j-k+i
k+1 xy Ik

PN-i=NTI2 (N k—l)'za (N+j—k—1+)(N+j—k+i)

(N——]+1)'i XNk N
(N—j—k) S " (N—j—k+1+)(N~j—k+2+i) N—j+1PN-j+1

dla j=1,2,..., N—-k—1.
Dowéd. Przyjmijmy dodatkowo zatozenie (1). Wowczas z lematow 11 2
mamy
v(N—1,x)=max {f (N—1, x), E.f (N, &)} =
={f(N—l,X), gdy x = XN-1>
E.f(N, &), gdy x <xy_i,

. . . . k+1
gdzie xy_; = x%_, (zdefiniowane w lemacie 2). Latwo widaé, ze N:l

= Qy- 1, Zgodnie ze wzorem (9).
Wykazemy teraz, ze

(10)
(N=2)! k xN-k—2+i
i R d ,
N-=2 _ (N“k-3)!i=oa N—-k—=2+i gdy X = Xy,
viN=2 )= N! k xN=—k+2+i

(N—k—1)!i;a‘N_k+2+i+¢~_z,

gdy x <xy_,,

gdzie @y., zdefiniowane jest wzorem (9), xy_, — wzorem (8) oraz wykaze-
my, ze Xy_-i1 < Xy-;. Lemat 1 daje

v(N=2,x)=max {f(N-2, x), E;v(N-1, &))}.

Niech x < xy_;. Wowczas
*N-1

1
ExU(N—la él)=xExf(N’ él)+ j Eyf(N9 él)dy-’_ j f(N—l’ Y)dy

*N-1

Wykonujac dziatania oraz korzystajac z (5), otrzymamy

N k+2+i

Exv(N=1. &) =5z k—l)‘ZaN K+2+i

+ Pn-2,

gdzie @y_, jest zdefiniowane przez (9).
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Niech x = xy_,. Wowczas
1
E,o(N=1,¢&) =xf(N=1, )+ {f(N=1, y)dy =

(N=D! & x4 k]
== a. .
N—k=—21.2%N_k+i' N

W przedziale (0, 1) definiujemy funkcje
h(N_Z’ x) = Exv(N"l’ 61)_f(N_2, X).

Funkcja h(N —2, x) jest ciagla i ponadto:

() Ah(N-2, xy_,;) <0; wynika to z faktu, ze dla xe(xy-,, 1) zachodzi
rownos$¢ h(N—-2, x) =g(N—-2, x) oraz g(N—2, x) ma w (0, 1) pier-
wiastek xy_, <xy_; =xy_; 1 g(N—2, x) <0dla x > xy_, (lemat 2),

(i@ h(N-2,x>g(N-2,x) dla x<xy_;; wynka to z faktu, ze
E.v(N-1,&)>E f(N-1,¢&)) dla x <xy-q,

(i) h(N-2, x) ma co najwyzej jedno ekstremum lokalne w przedziale
0, xy_y).

Z wlasno$ci (i)-(ii)) wynika, Zze roéwnanie h(N—2, x) =0 ma w (0, xy_,)
jedyny pierwiastek xy_, i x3_; < Xy—, < Xy-;. Dowodzi to wzoru (10).
Zalézmy, ze indukcyjnie otrzymali$my ciag Xney > ...
D> Xy-jet > Xnojer i

1)  o(N=1, x)

(N—l)' k xN~k—-l+i

v(N—1 = i d = Xn-1,

v( , X) (N—k—l—l)!i;()a'N——k—-H-i’ gdy X 2 Xy—;
= N! k N-kti+i

N""l, =_—.— I — —1s d -1

oN=b ) = T A SNk T O B X<

dla l=1,2,...,j—1 S N—k-1).
Okreslimy teraz xy_; i v(N—j, x). Niech x <xy_;, ;. Wowczas

E.v(N—j+1,&)=x0(N—j+1, x)+
*N—j+1 1
+ | uN—j+LyJdy+ | B(N=j+1,y)dy.
* AIN-j+1

Po wykorzystaniu wzoréw (5) i (9), otrzymamy

N! k xN—k+j+i

Eo(N—j+1, &) = —— .
N+ L ) = T 2 YN kg

+On-j-
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Niech x > xy_j+. WoOwczas
1
E.o(N—j+1, &) = xf(N=j+1, x)+ [f(N=j+1,y)dy =

_(N—j+1)' k . xN—k—j+2+i N k+1
T (N=k—=j)5 "N—k—j+2+i N—j+2
przedziale (0, 1) definiujemy funkcje
h(N—j, x) = E,o(N—j+1, {)—f (N =}, x).

Funkcja h(N—j, x) jest ciagla i ponadto:
()  h(N—j,x)<0dla x> xy_;,; wynika to z faktu, Zze dla x > xy_;.,

(i)
(iii)

h(N—j, x) =g(N—j, x) <0, gdyz g(N—j+1, x)?r—jﬂ) =0, a xl(\)l—j+1
<Xy-jers IN=J, XR_) =01 x3_; <X}_;4; (lemat 2),

h(N—j, x) >g(N—j, x) dla x <xy_j;i;; wynika to z faktu, ze
E,o(N—j+1,¢) > E.f(N—j+1,¢1) dla x <xy_j44,

h(N —j, x) ma co najwyzej jedno ekstremum w przedziale (0, xy_;, ).

Fakty (i)-(iii) implikuja istnienie jedynego rozwiazania xy_; réwnania
h(N"—], x) = O w (0, 1) 1 x?,-l <xN_j <x~_j+1.

N-

W ten sposOb wykazaliSmy prawdziwos¢ wzoru (11) dla I=1,2,...
k—1 oraz istnienie ciagu (x,),, ;.
Wykazemy teraz, ze dla j= N—k,..., N—-1

(12)  v(N—j, x)=0(N—j, x} =

k ~N+j+tk+2+i __N 7 ! !
= (k+1)! Z 4 x . . _( +J+]f+1)‘ (k+1).’
S0 —N+j+k+2+i (=N+j+2k+2)!
gdy x xk+la

(13) ‘U(N—j’ X)=p(N_Ja X)=

N' k xN-k+j+i >

= . . d < ’
(N_k_l)!i;oalN—k+j+i+(pN b BAY XS X

gdzie stala @y_; wylicza si¢ z rownan rekurencyjnych

(14)

N! k xk+1k+_1+1
Pv-i = N k=) ,-Zoai(N—k+J—1+z)(N—k+j+i)_
xpNrkritasi
—(k+1)! Z a;

+
—N+k+j+1+i)(=N+k+j+2+i)

(= N+k+j+1)! (k+ 1!
(=N+2k+j+2)t °

[(—N+k+j)!(k+1)!

(=N+2k+j+1)! ¢N—j+1—1]xk+l+1_

w ktorych ¢,,, okreslona jest przez (9).
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Z okreslenia funkcji wyptaty (2) oraz lematu 1 otrzymujemy dla j > N—k
U(N—ja x) = max 'lExU(N_.j"_la él)sf(N_.]’ X)} = ExU(N_]+ 1, él)

Niech x =2 x4,

1° Dla j = N—k otrzymujemy po skorzystaniu ze wzoru (5) oraz z (11)
dla I=N—-k—1:

1
vk, x) = E,ok+1, &) = x0(k+1, x)+ [0(k+1, y)dy =

x2*i 1T (k+1)!
"2+i k+2)! "’
co oznacza prawdziwos¢ wzoru (12) dla j = N—k.

2 Zaldézmy, ze wykazalismy prawdziwos¢ wzoru (12) dla j= N—k,...,
N—I+1. Wowczas

= (k+1)! Z a;

1
v(N=1L, x) =E,o(N—I+1,&) =xb(N—I+1, x)+ [B(N—1+1, y)dy

i po skorzystaniu z (5)

x NFItk+ 2+ (=N+I+k+1)! (k+1)!
— (k+1 -
b(N=Lx) = (k+ 1)t ,Z S TNTIrkt2+i (=N+1+2k+2)!

W ten sposob wzor (12) jest dowiedziony.
Niech x < x4 4.
1° Dla j = N—k otrzymujemy

*k+1

vk, x) = E,vo(k+1, &) =xvk+1, x)+ j vk+1, y)dy+

x2N—2k+1

B(k+1, y)d
+ f Ny =5 k 1)'2“21\/ it P

Xk+1

po wykorzystaniu (5) i postaci ¢, zgodnej ze wzorem (14).
2° Zaldézmy, ze wykazaliSmy prawdziwosé (13) dla j=N—k,..., N—I+1.
Obliczymy v(N—1, x):
Xk+1 1
v(IN=Lx)=xo(N~I+1,x)+ [ o(N=I+1,p)dy+ | 5(N—I+1, y)dy,
* k+ 1
co po wykorzystaniu wzorow (5) i (14) mozna napisaé w postaci

N! k XN k+i+i

N—1, x) =
vIN=1 %) (N—k—l)!,-zo N—ktiti ov-r

W ten sposob dowiedlismy indukcyjnie (13) dla j=N—k,..., N—1.
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Korzystajac z zatozenia P(£, = 0) = 1, mozemy obliczy¢ optymalna wy-
platg

v=0(0, X)|r=0 = E;v(1, & lx=0 =
N' k AN—k+i

. _ Xic+ 1 _
”(N—k—l)!i;,“‘(zN—k—Hz)(zN—kw)

e,
—lke+ D! Za(k+1+:)(k+2+z)
_l:l_k!(k+1)!_ 1]xk+1 1_(k+1)!(k+1)!.
(2k+1)! (2k+2)!
Wobec ciagloéci v(1, x) w punkcie x4, z (12) i (13) mamy
1 ' k IN—k—1+i k+1+i
_’—;iﬁck—:ll))!;""’l (N ]Z—l ; 2;;“1( 141 Gt D! Z :i+1l+z

i latwo otrzymujemy postaé¢ (7) optymalnej wyplaty v.
Optymalnym czasem zatrzymania w rozwazanym problemie przy dodat-
kowym zalozeniu (1) jest wigc

*=minlk+1<n<N; ¢ 2x,}.

Oznacza to prawdziwo$é (6), gdy (1) nie zakladamy.
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