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Tlona KOPOCINSKA i B. KOPOCINSKI (Wroclaw)

Wiozone laricuchy Markowa
dla pewnych rozbudowanych proceséw obslugi masowej

1. Wprowadzenie. Jedna z podstawowych charakterystyk systeméw obstugi masowej
jest proces stochastyczny {n(¢), t > 0} zdefiniowany jako liczba jednostek znajdujacych sig
'w systemie w chwili . W pewnych przypadkach proces ten jest procesem Markowa i wéw-
czas jego analiza jest wzglednie tatwa. Gdy proces {n(z), ¢ = 0} nie jest procesem Markowa
zazwyczaj dokonuje si¢ jego ,,markowizacji” przez odpowiednie rozbudowanie stanu syste-
mu lub przez skonstruowanie odpowiedniego wtozZonego taricucha Markowa. Metoda roz-
budowy stanu systemu, polegajaca na tworzeniu wektorowego procesu, ktérego jedng ze
sktadowych jest proces {n(¢), ¢ = 0}, daje natychmiast interesujace charakterystyki proce-
su {n(t), t > 0}. Metoda wtozonych taricuchéw Markowa, polegajaca na badaniu procesu
w odpowiednio wybranym ciagu chwil, daje charakterystyki tego procesu jedynie w wybra-
nych chwilach, np. system GI/M/N moze by¢ analizowany w chwilach zgtoszen jednostek
do systemu. Dlatego tez, gdy uzyta jest metoda wtozonych tariicuchéw Markowa, interesu-
jace charakterystyki procesu w ciagtym czasie moga by¢ uzyskane przy dodatkowym wy-
sitku.

Zauwazmy, 7e zbadanie charakterystyk procesu {n(f), # = 0} w odpowiednio wybra-
nych chwilach moze by¢ interesujace i przydatne do dalszego opisu systemu. Np. we
wspomnianym systemie GI/M/N zna’jomoéé rozktadu prawdopodobieristwa stanu systemu
w chwilach zgloszeni jednostek do systemu pozwala natychmiast znalez¢ rozktad czasu
czekania jednostki na obstuge. Moze sie wigc zdarzyé, ze bedziemy poszukiwali rozk?ta-
du prawdopodobienistwa stanu pewnego-laiicucha wlozonego wtedy, gdy rozkiad praw-
dopodobieristwa procesu ciagtego parametru jest juz znany.

Relacji miedzy rozktadami prawdopodobieristwa stanu procesu {n(z), t > 0} i wybra-
nych taficuchéw wlozonych bedziemy szukali przy zatozeniu stacjonarnosci procesu. Dla
wielu systemOw obstugi masowej relacje te sa znane; znalezione_one zostaly takze ogdlnie
dla obszernej klasy proceséw przedziatami markowskich. W tej:pracy prezentujemy sposGb
znajdowania tych relabji przy uzyciu metody rozbudowy stanu systemu i dajemy systema-
tyczny przeglad znanych wynikéw. Gtéwnie uwage skupimy na systemach ze sprzezeniem
intensywnosci zgtoszeni lub intensywnosci obstugi i liczby jednostek w systemie, systemach
z mieszanka strumieni zgloszen i systemach konserwacji z priorytetami.

2. Procesy przedziatami markowskie

2.1. Definicje i oznaczenia. Liczne systemy obstugi masowej mozna opisaé przy uzyciu
skokowych proceséw ciaglego parametru, ktGre startujac od pewnego stanu poczatkowego

[103]
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‘zmieniaja si¢ w sposSb markowski w pewnym segmencie (przedziale czasu), ktérego dtu-
go$¢ jest okreSlona na poczatku segmentu. W koricu segmentu zmienia sig¢ stan systemu

i proces jest kontynuowany w sposéb markowski w kolejnym segmencie z nowym warun-
kiem poczatkowym.

Procesy stochastyczne o opisanej strukturze nazywamy procesami przedziatami mar-
kowskimi. Definicje potrzebne do ich analizy podat A. Kuczura, ktéry zajmowat si¢ réw-
niez analiza stacjonarnych charakterystyk tych proceséw i ich zastosowaniemi w teorii
obstugi masowej ([19] — [21]). Nizej podajemy niektdre wyniki A. Kuczury z nowymi
dowodami uzyskanymi metoda rozbudowy procesu przedziatami markowskiego do proce-
su Markowa.

Niech S bedzie dyskretng przestrzenia standw {0, 1, ..., N}1ub {0, 1, ...}. Proces
stochastyczny {Y(¢), t = 0} nazywamy procesem przedziatami markowskim jezeli istnieje
cigg zmiennych losowych 0 = w, < w, <w, <... taki, ze dla kazdegom =1, 2,.

2.1) Yo, v, ,<t<w,}

jest procesem-Markowa,

2.2) pi].=Pr{Y(wm)=j|Y(wm~ 0)=it,  ijeS,
s3 elementami macierzy prawdopodobieristw przejécia (pij), oraz

(2.3) F(w)=Pr{w, —w <ulY(w,,_;) =k}, kes,

m—1

sq dystrybuantami z F, k(0+) = 0.

Proces {Y(¢), t = 0} jest procesem regenerujacym si¢ w sensie W. L. Smitha [24],
a chwile w,, w,, ..., sa chwilami regeneracji. Znajomo$¢ procesu w chwili regeneracji w,,
w petni wystarcza do opisu procesu w czasie poZniejszym ¢ > w, ; W szczegoOlnosci

Pr{Y(t) = j | Y(s) dla wszystkich s < w, } = Pri{Y() = | Y(w, )t

Zmiane stanu w chwilach regeneracji nazywamy przejéciem regeneratywnym (dopu-
szczamy takie przejécie do tego samego stanu). Poza chwilami regeneracji zmiany stanu
nazywamy przejsciami markowskimi.

Przedzialy w, <t <w, .|, m= 0, 1, ... nazywamy segmentami markowskimi. Za-

ktadamy, ze jezeli segment rozpoczyna si¢ gdy stan procesu jest k, to jego dtugo$¢ ma

rozktad prawdopodobieristwa F; mogacy zaleze¢ od k, macierz intensywnosci przejécia

(0(" )) procesu Markowa w tym segmencie moze zaleze¢ od k ale wymienione wielkosci

nie zaleza od m. Majac dang macierz intensywnosci przejscia (O(k)) mozZemy znalez¢

prawdopodobieristwa przejscia P(k)(t) Symbolicznie, dla kazdego si t takich, ze w, <
<s<s+t<w,,, mamy

PriY(t+s)=7l Y(s) =i Y(w, ) =k}= Pg‘)(t), ij, kes.
Przy tym oczywiscie

N e ) .. -
lim = PY (t)y=06:", Lj,keS, i#],
0t Y "
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lim %(1 —PR(p) = oF) = #Z;ogﬂ, ikeS.

Procesy przedziatami markowskie s3 kompletnie opisane przez tréjke (Fy, (p ii)’ (01(]."))).
Latwo zauwazy¢, ze do tej klasy procesdw naleza procesy semi-markowskie (F & (pi].), 0)),
procesy odnowy (F,, (8 i ]._1), (0)), gdzie & ;7 jest delta Kroneckera, a takze, oczywiscie, pro-
cesy Markowa. Interesujace zastosowania znajduja procesy przedziatami markowskie w teo-
rii obstugi masowej (por. [19], [21]).

2.2. Wtozone taticuchy Markowa i wlozone strumienie odnowy. Niech {Y(¢), £ > 0} be-
dzie procesem przedziatami markowskim scharakteryzowanym tréjka (F, (; ) (61(]." ").
WeZmy pod uwage dwa nastepujace ciagi zmiennych losowych:

Rm=Y(wm—0), m=1,2,...,
Sm=Y(wm), m=0,1,...
Latwa zauwazy¢, Ze sa to jednorodne taricuchy Markowa bowiem {wm§ jest ciagiem chwil
regeneracji. Przyjmijmy oznaczenia dla prawdopodobieristw przejscia
Ty = Pr{Rm =i 'Rm—l = i§,
si].=Pr{Sm =jls, =i}, ijes,

dla dowolnego m. Prawdopodobieristwa te mozemy wyrazi¢ przez zdefiniowane poprzednio
pojecia w nastgpujacy sposob:

Ty = Of Zkl PP w) dF, (),

(2.4)

S = ‘/.Zch)(u) pk].dFi(u), ijes.
0 k
W zastosowaniach wtozone tarficuchy Markowa {R  }i {S,,$ sa nieprzywiedine i ergo-
dyczne a wigc istnieja graniczne rozktady prawdopodobieristwa stanu nie zaleine od stanu
poczatkowego:

lim Pr{R,_=jlIR, =i}=p;,

m-—roo

lim Pr{S, =jIS, =i}=0;, jeS.

m—reo

Prawdopodobiernistwa graniczne spetniaja jednorodne uktady réwnari

pj =Z.‘pi ri]"
1

(2.5)
o; =Zoisii’ jes,
i
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oraz warunki zupelnosci prawdopodobieristwa

(2.6) Zp]. =1, Zo/. =1.

J 7
Ponadto, poniewaz zmienne losowe Rm 1S, sa zwiazane przejiciem regeneratywnym, mi¢dzy
rozktadami {p’.}i {0].3 zachodzi zwiazek :

2.7 9 =Zpi Pyj» jeSs.
1]

WeZmy pod uwage strumieri regeneratywnych przejs¢ do stanu j w procesie przedzmla-
mi markowskim {¥(?), ¢ > 0}. Dtugosci czasu miedzy kolejnymi chwilami w rozwazanym stru-
mieniu s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie. Zatézmy, Ze Sredni
odstep miedzy sygnatami rozwazanego wtozonego strumlema odnowy jest skoriczony i
oznaczmy g0 pIzez l/y

TWIERDZENIE 2. 1 W procesie przedziatami markowskim {Y(t) t= 0} ciggi {u]} {o 5,
jezeli istniejg, zwigzane sq réwnosciami

(2.8) K = V0 €S,
gdzie

| | 1.3
@9) 1. Z ,

przy czym ;1— = f (1 — F{u))du jest Srednig w rozktadzie F;.
i 0
D o w 6 d. Niech Fij oznacza rozktad prawdopodobieristwa dtugosci czasu od chwili re-

generatywnego przejécia do stanu i do chwili regeneratywnego przejscia do stanu j. Rozktady
te przy i, j € S spelniaja nastepujacy uktad réwnan: -

(210) 1 -F,(x) = 1 - F;(x) + 2 > / PRWpy, (1 —F(x - w)dF@),  ijeS.

k I#j0
Niech 1. f (1-F i (4))du; oczywiscie 1 l. Catkujac (2.10) obustronnie otrzymuje-
Hi 0 B Hi ,

my

1 1 L.

. =;+Zzu f PD@)p, dFy(u),  ijeS,

ij i k1#j'ho
czyli, wobec (2.4)
@.11) Lol 3L ijes.

R Ly
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Pomndzmy réwnanie (2.11) obustronnie przez o; i zsumujmy, wzgledem i. Korzystajac
2 (2.5), po redukcji otrzymujemy

N JL

i

-

, jes.

SIS

To koficzy dowdd twierdzenia 2.1.
WNIOSEK 2.1. Cigg {uf}, jezeli istnieje, spetnia jednorodny uktad rownan

(2.12) : K =Zui Sii» jes,
- 1
Z warunkiem
. 2,
2.13) D 1=y,
;i

Wniosek 2.1 wynika z (2.5) i (2.9) po podstawieniu (2.8).

2.3. Rozktady graniczne. Przejdziemy teraz do analizowania procesu przedziatami mar-
kowskiego jako procesu ciggtego parametru. WeZmy pod uwage prawdopodobiesistwa przej-
dcia

Q,.(i)(t) =Pr{Y(®)=j 1Y) =i},  ijeS,
‘oraz graniczne prawdopodobiernistwa
g;= imQP(),  jes.
100

Postaé granicznego rozktadu prawdopodobieristwa procesu przedziatami markowskiego

rozpatrywanego w czasie ciaggtym oraz zwiazki miedzy nim a granicznymi rozktadami praw-

dopodobieristwa wozonych taficuchéw Markowa {R, }i{S, } daja dwa nastgpujace twier-
dzenia.

TWIERDZENIE 2.2. W procesie przedziatami markowskim {Y(t), t = O% rozktady gra-
niczne {qj}, jezeli istniejq, sq postaci

(2.14) q; = Z“k / a —Fk(u))Pg]‘.)(u)du, jes.
k 0

TWIERDZENIE 2.3. W procesie przedziatami markowskim {Y(t), t > 0%, jezeli macierze
intensywnosci przejscia markowskiego sq ]ednakowe (0(" )) ©; ) to graniczne rozktady
prawdopodobieristwa {q} {p } {o } jezeli istniejg, spe{ma]g uklad réwnan

(2.15) i+ai%-voi+éoquk, jes.
7

Dowdd twierdzenia 2.2. Lz;twozauwaiyé,ie
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t
@.16) Q) = (1 =K PP + [ D (1= F(t - w) B¢ - w) dHP W),
0 k

gdzie Hg)(u) jest funkcja odnowy strumienia odnowy regeneratywnych przej$é do stanu k
przy zatozeniu Y(0) = i. Pierwsze wyraZenie po prawej stronie (2.16) dazy do zera przy

t = oo, natomiast granice drugiego wyraZenia znajdujemy korzystajac z wgztowego twierdze-
nia teorii cdnowy (W. L. Smith [24]).

Dowéd twierdzenia 2.3. Niech X(¢) bedzie dtugoscia czasu od chwili ¢ do naj-
blizszej chwili regeneracji. Proces stochastyczny {(Y(¢), X(¢)), t > 0 jest procesem Markowa;
przy badaniu wtasnosci granicznych charakterystyk tego procesu wystarczy ograniczy¢ sig
do proceséw stacjonarnych. Niech wiec

Pi(x) = Pr{Y(r) = j, X(1) < x5, jeSs.

"Analizujac stan procesu w chwilach it + h, h >0, z wzoru na prawdopodobieristwo
catkowite otrzymujemy

Pr{Y(t + h) =/, X(t + h)<x}=PriY(t) =/, R <X(t)<x + h}(1 - 0,h) +

+)k:Pr{Y(t) =k X@O)<R}F,(x + ) py; +

+ ZPr{Y(t) =k h<X(t)<x+h}6, h+o(h), jeS.
k#j

Stad
Pi(x) = (P(x + k) = P,(h)) (1 —6,h) +

+ kZPk(h) Py e+ h)+ kZ(Pk(x th) =P (W) O,k +ok),  jeS.
#i

Po utworzeniu ilorazéw réznicowych i przejsciu do granicy przy 4 = 0 otrzymujemy

2.17)  Pjx) - Fj(0) — P,(x) 6, +§P’k(0)pkiFi(x)+IgiPk(x)ek];O, jes.

Przechodzac do granicy przy x —> = wobec tego, ze P;.(x) -0, F].(x) -1, P].(x) ~ g; otrzymu-
jemy
’ . _ .
(2.18) ~P;(0) - g6, +ZP2(°) Py * quokj =0, jeS
k k#j
Zajmiemy si¢ teraz wyrazeniami PI'.(O), j € S. Niech

P(x) = PriX(6)<x}= D P (x).
k

Sumujac (2.17) stronami otrzymujemy

P(x)-P0)+ D P 0)} p, Fix) = 0.
k i
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Poniewaz P(0) = 0, P(>) = 1, wigc powyzsze réwnanie ma naste¢pujace rozwigzanie:

(2.19) P(x) = ZP;((O)Zpk]. f (1 — Fy()) du,
' k j 0
przy czym
(2.20). D PO b Vi - 1.
3 7 j

Zauwazmy, ze

P(0) = lim L Pri{Y() =j, X() <h}=
i

- }:an) ;;Pr XO < Priy@ =j1x@)<n}= (’kZP;C(O)) pjs

to znaczy, ze P;(O) sg proporcjonalne do p;- Po podstawieniu do (2.20) wobec (2.7) 1 (2.9)
otrzymujemy

P(0)=wp;,  jeS.

Stad i z (2.18) wynika (2.15) co koriczy dowdd twierdzenia 2.3.

3. Systemy obstugi masowej ze sprze¢zeniem zwrotnym

3.1. System GI/M/~~ ze sprze¢zeniem intensywnosci obstugi i liczby jednostek w syste-
mie. WeZmy pod uwage system obstugi masowej oznaczony symbolicznie przez GIfMjee,
a wigc system, w ktérym strumieni zgtoszen jest strumieniem Palma (G/ — z ang. general in-
dependent) natomiast czas obstugi ma rozktad wykladniczy (M — z ang. Markovian). Ozna-
czmy przez G rozktad prawdopodobieristwa odstgpdw migdzy zgloszeniami jednostek do
systemu i niech 1, oznacza intensywnos$¢ obstugi (Yacznie we wszystkich liniach obstugi)

przy warunku, Ze j jednostek znajduje si¢ w systemie w danej chwili. Zaktadamy, Ze istnieje

warto$é oczekiwana w rozktadzie G, is f x dG(x) oraz ponadto, Ze G(0+) = 0, co ozna-
0

A
cza, ze odstep miedzy zgtoszeniami jednostek do systemu nie moze by¢ zerowy z dodatnim
prawdopodobieristwem. W calej tej pracy stan systemu zdefiniowany jako liczba jednostek
znajdujacych si¢ w systemie w chwili ¢ oznaczamy przez n(t).

TWIERDZENIE 3.1. W systemie GI/M/> ze sprzgzeniem intensywnosci obstugi i liczby
jednostek w systemie proces stochastyczny {n(t), t = 0} jest procesem przedziatami markow-
skim, w ktorym chwilami regeneracji sq chwile{S, } zgtoszen jednostek do systemu. Cigg
{n (S, — 0)} jest wtozonym taricuchem Markowa, a rozktad prawdopodobieristwa {p i} sta-
nu procesu {n(t), t = 0} i rozktad prawdopodobieristwa {p/} stanu taricucha {n(S,, — 0)},
jezeli istniejg, spetniajg nastepujgce rownosci:
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A
. =—p. j=0,1,..,
p]+1‘ uj+1P] ]

3.1

JS

A
— p..

po =1—
Hivq

]’:
WNIOSEK 3.1. W systemie GI/M/N (z oczekiwaniem) mamy
= min(, N)u, i=12,..,

=]

i wobec tego

= —_f - i =
(3.2) - Pj+1 p— N)p]., j=0,1,...,
gdzie p = \u.

W szczegdinosci dla systemu GI/M/1 mamy M= M,j=1,2,...,a wiec Pis1
i=0,1,..., pp=1—-p (FGFosterAGADPerrera[4])
WNIOSEK 3.2. W systemie GI/M/N bez oczekiwania mamy

ju, j=1,2,...,N,
|

2, j=EN+1,N+2,..,

=pP)>

i wobec tego mamy

_p_ N j = —
p’+1 ]-+ lp]) ] 0,1, ’N 17
(3.3)
N-1 P
po—l—’g; 1

(L. Takdcs [25], str. 182).

Dowdd twierdzenia 3.1. Wrozpatrywanym systemie proces stochastyczny
{n(9), t > 0} jest procesem skokowym, o przyrostach jednostkowych w chwilach zgloszen
jednostek do systemu oraz czystym procesem Smierci w przedziatach czasu migdzy zgtosze-
niami. Jest wigc to proces przedziatami markowski, w ktérym odstepy miedzy chwilami
regeneracji maja ten sam rozktad prawdopodobieristwa G z parametrem v = A. Macierz.
prawdopodobieristw przejscia (p ) ma elementy niezerowe Pii+1 = 1 natomiast macierz in-
tensywnosci przejscia (6 ]) ma elementy niezerowe 01 i1 T Hp 0=

Korzystajac z twierdzenia 2.3, w ktérym podstawiamy a4 =p p i p] iz wzoru (2.7)

" otrzymujemy

Api+uipi=)\pi—l tHieq Pisrs i=0,1,..
Wobec tego
o

-1 =pri’ i=1)2,---;
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a stad i z warunku zupetnosci prawdopodobieristwa wynika (3.1), co koticzy dowdd twier-
dzenia 3.1.

3.2. System M/G/N ze sprz¢zeniem intensywnosci zgtoszen i liczby jednostek w syste-
mie. W rozpatrywanym nizej systemie zaktadamy, e strumieri zgloszeni jednostek do syste-
mu jest poissonowski z intensywnoscia )xl. przy warunku, Ze j jednostek znajduje si¢ w syste-
mie w danej chwili natomiast czas obstugi ma pewien rozktad H. Zaktadamy, 2e istnieje war-

y : : 1_ 7 .
tosé oczekiwana w rozktadzie czasu obs}ugl,h—= f xdH(x) oraz ponadto, ze H(0+) = 0, co
0
oznacza, Ze obstuga jednostki nie moze by¢ natychmiastowa z dodatnim prawdopodobiei-
stwem.

TWIERDZENIE 3.2. W systemie M/G/N ze sprzezeniem z‘ntensywnos’ci zgloszen i liczby
Jednostek w systemie jeZeli, dla n(t) > 0, przez X,(t), X, (1), .. mm( Non( t))(t) oznaczy-

my czasy potrzebne do zakonczema obstugi jednostek zna]du]qcych sig w obstudze w chwili
t, to proces {(n(t), X, (1), . X in (WV,n( t))(t)) t >0} jest  procesem Markowa. Rozktad

prawdopodobieristwa {p } stanu procesu {n(t), t > 0} i rozktad prawdopodobieristwa {p t
stanu wlozonego iancucha stochastycznego in (o — 0)}, gdzie {o } Jjest ciggiem chwil zakoﬁ-
czenia obstug w systemie, jezeli istniejg, spetniajq nastepujgce rownosci:

(4 Npy = min@V, j+ DA =po)upryy,  F=1,2,-..
WNIOSEK 3.3. W systemie M/G/N, z kolejkq ograniczong do K — N miejsc, mamy

A j=0,1,...,K—1,
A=

" Lo, j=kK+1,..,

a wigc
pD; 4
3.5 I- , i=1,2,...,
.69 Pi = min, DA =poy !
gdzie p = Np.

W szczegdlnosci, w systemie M/GIN bez oczekiwania, mamy

] % PPj_1 P;
(3.6) Pj = ja - Po) 1 -py’

Skorzystali$my tu z wzoru P; = PPj_q [i (B. A. Sewastjanow, zob. [6], str. 382).
WNIOSEK 3.4. W systemie M/G/1 (z oczekiwaniem) mamy

j=0,1,..., N

)

37) il L N T
. . P] (I“Po) i 1, 9 by e

(F. G. Foster [3]).

Dowéd twierdzenia 3.2. W rozwazanym systemie proces{n(t), ¢ > 0} nie jest
procesem przedziatami markowskim wobec czego nie moina zastosowac twierdzenia 2.3.
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W tym dowodzie zastosujemy bezposrednio metode rozbudowy stanu systemu uzyta w do-
wodzie twierdzenia 2.3.

Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze w chwilach zmiany stanu sktadowej n(¢) per-
mutuje si¢ skladowe X, (2),...., X n( t)(t) przyjmujac z jednakowym prawdopodobieristwem
kazda permutacje. Niech

o = Pr{n(t) = 03,

PiOess s Xminay,j)) =
=Pr{n(t) =j, X,(0<x,i=1,2,..., min(V, )}, i=1,2,...

Postepujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 2.3 (zob. takze B. W. Gniedenko
i I. N. Kowalenko [6], str. 385), znajdujemy nastepujacy uktad réwnan:

b
—AoPo +5;;P1(0)=0,

a 0
Pl(xl) a Pl(()) )‘Pl(x1)+)\H(x1)po+2a P2(x1,0) 0,

; .
0 3
E — P(x;,....x;)— — Py, ..., x 0,x x.)—
; ’ b k_l’ > k+ g4 ey
= axk ] ] I; axk i 1 j

A, j
-1
— NP, (x, ...,x.)+L.— HX, )P, (XyyeerX) 15X 415-.%)
’ j k e ) k-1""k+1
¢ ! ;; ! !

, 0 ,
+(]+l)a—x].—+—1Pj+l (xl,...,xj,0)=0, ]=2,3,...,N—1,

gj : > 2

= Py (X, s Xp) — E Po(xyy...r %, _4,0,x ey X ) —
N1 N NV k-1 k+12° "N

=1 %% k=lax"

—RNPN(x,,...,xN)+ ZH(xk) l(xl,...,xk_l,xh_l,...,xN)+

N
9 .
+ ;; é-x—kH(xk)PNﬂ(x,,...,xk_l,O,xk+1, s Xp) =0, j =N,

N
i) =
Z 7 P(x,,... xN) Zax P(x,,.. X _15 0, X 45 - .,chl—

- 7\j1’i(x1, X)) t )\j_le_l(x, s Xp) t

N
d .
+21H(xk)&—l—cl’i+1(x,,...,xk_l,O,ka, LoXy) =0, jJEN+ILN+2,..
k=
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Pokazemy teraz, ze

X
(3.9) P(x) = Pr{X, (0 <x3=po + (1 —po)u [ (1 - Hw))du.
0
Latwo sprawdzi¢, przez podstawienie do (3.8),ze dlaj =1,2,..., N mamy

No Xy I Tk

(3.10) PGy onnx) = po —— = [T [ (1~ HG) du,
k=10

stad wynika, ze funkcja

Px) = Prin(t) =/, X,(t)<x}= P(x, e, ...,)
spetnia réwnanie
(3.11) Px)-PO)(1-Hx)=0, j=1,2,.,N-1.
Niechx, = x oraz x, > dlak = 2,3, ... Wowczas >— 9 k(xl, ...,x].) -+0iz(3.8),
Xk

dlaj=N, N + 1, ..., otrzymujemy

(3.12)  Pyx)—P\(0)- (N -1) 3—2—2 Py (x, 0) = Ny Pp(x) +

- l)P l(x)] + H(x) N+1(0) +

+(N—1)a—j;PN+1(x,0)=O,
(3.13) Pl'.(x)—PI'.(O)—(N ) P(x 0) — 7\P(x)+>\ RO

! a — ;=
+HE) P, (0) + (V- 1)6—;;1>j+1(x, 0)=0, [j=N+1,N+2,..

Oczywiscie,
P(x) =Prix, (0 <x}= > Fx),
j=1

dlatego sumujac (3.11)—(3.13) otrzymujemy
P(x)~P(0)(1 — H(x)) +

Ay
[(N—l) Py(x,0) - A= peyp ,f-l(m)—(zv-I)PN_I(x)—1f>’N(0)11((x)]= 0.

Z (3.10) wynika, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym réwna si¢ zero, a stad wynika
réwnanie rézniczkowe
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P(x)-P(0)(1 -H(x)) =0,

ktére przy warunkach P(0) = 0, P(0+) = p,, P(>°) = 1 ma rozwigzanie postaci (3.9).
Przechodzac w (3.8) do granicy przy x;, =<, k = 1, 2, ... i korzystajac z tego, Ze

b
(3.149) a_x;cP]'(xl’""xk—l’o’xk+l’"’)—)P]"(O)’

9
a;"-ch(xl, ..,,x].)—>0

otrzymujemy nastepujacy uktad réwnari:
» —AoPo +P’1(O) =0,
— min(N, ])P;(O) - )\jp]' + 7\,-_117,-_1 + min(V, j + I)PI'+1(O) =0, i=1L2,..

Stad wynika, ze
(3.15) A;p; = min(V, j + 1)P;.+1(0), ji=0,1,...

Z (3.14) 1 (3.9) wynika, Ze

5@#ﬁm%ﬁﬁ@=ﬁ&@<www&4@<%
h—0

X, (D<h Xp (<o, v X () <o} =

ﬂm%HN<L®<MHU@=NL@<ML®<%W}
h—0

=1 -po)u p; -
To koriczy dowdd twierdzenia 3.2.

4. System z mieszanka strumieni zgloszen

Wezmy pod uwagg system obstugi masowej oznaczony symbolicznie przez (M + GI)/M/>>
ze sprz¢zeniem intensywnosci strumienia zgloszer i intensywnosci obstugi i liczby jednostek
w systemie. W tym systemie strumieri zgtoszeri jednostek do systemu jest mieszanka dwéch
strumieni: poissonowskiego z intensywnoscia )\j (G =0, 1,...) przy warunku, ze j jednostek
znajduje si¢ w systemie oraz strumienia Palma (GI) z rozktadem A odstgpéw migdzy zgtosze-

niami sygnaléw. Zaktadamy, Ze istnieje wartos¢ oczekiwana w rozktadzie A,»l— = / xdA (x),
«
0
oraz, 7e A(0+) = 0. Ponadto zaktadamy, Ze w sygnatach strumienia GI nast¢puja zgtoszenia

grupowe i niech Pij G=0,1,..., 3 Pii =1,i=0,1,...) oznacza prawdopodobiefistwo j
j=0

zgtoszen w grupie przy warunku, Ze i jednostek znajduje si¢ w systemie w chwili sygnatu. Jak

zwykle przez K; oznaczamy intensywnos¢ obstugi we wszystkich liniach obstugi przy warun-
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ku, ze j jednostek znajduje si¢ w systemie. Specjalne przypadki tego systemu rozpatrywali
J. P. Young [26], T. Ryba [22], [23], A. Kuczura [19], [21].

W ogdlnosci mieszanka strumieni M + GI nie jest strumieniem G/ z wyjatkiem przypad-
ku gdy oba mieszane strumienie sa poissonowskie. Dlatego stan systemu {n(¢), ¢ > 0% nie jest
procesem Markowa z wyjatkiem wspomnianego szczegdlnego przypadku.

TWIERDZENIE 4.1. W systemie (M + GI)[M/o° ze sprzezeniem intensywnosci strumie-
nia zgloszer i intensywnosci obstugi i liczby jednostek w systemie proces {n @), t> 0} jest
procesem przedziatami markowskim, w ktorym chwilami regeneracji sq chwile{S ‘; sygna-
tow strumienia GI. W systemie tym rozktady prawdopodobierstwa {p Y stanu procesu
{n(t), t > 0%i rozktad prawdopodobieristwa {p t wlozonego lancucha Markowa {n(S,, — 0},
Jeieli istniejg, spetniajq nastgpujqce rownania:

j-1 -1

1 a - .
(4.1) Z/ n - Piv1 - Pj—1Tk,i—k )Pk T Pj— PoPy ---Pj_1Po> i=1L2,..,
k=0 \j= ul_+1
42) p,= [1 - ( “'+1 L Piv1 - Pieg rk,i—k)pk]’

Z“\ =0 j=0i=k" !
gdzie iloczyn pusty jest rowny 1, p;= 7\]./;1]. +101 =0, 1;... (ezeli Mipq = =520 p; = 0),

ZPkm“,k m=0,1,.

i=1
WNIOSEK 4.1. Jezeli w systemie (M + GI)[M/°° zdefiniowanym w twierdzeniu 4.1.
strumieri zgtoszen Gl jest pojedyriczy,

to
{1, i=k,
Thi—k =
0, i+k,
i wowczas
i-1
4
pl+l p]—].pl p]' p p] lpo’ ] 1329 Py
i=0 i+1
4.3)
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WNIOSEK 4.2. Jezeli w systemie (M + GI)/M/N bez oczekiwania strumien GI jest poje-
dyniczy oraz

[]u, i=1,2,...,N,

,_»

j=N+1,N+2, ..,
A=\ j=0,1,...,

to
&L it oy 2 =1,2,...,N,
#,_Ol'p pl—p]—]| p07 ] y 4y s 4V,
(404) ’
N-1,N=j-1
_ 1 o ] iy-

=0

gdzie p = Nu (T. Ryba [23]).
WNIOSEK 4.3. Jezeli w systemie (M + GI)/M/1 (bez sprzezenia) strumieri zgtoszen GI
jest grupowy, tj. jezeli

)\].=7\, u

j+1=u, P_.=P., i,j=0,1>"'5

to

iclgmkl .
‘2< Z pl=i=k= ri>p;c=pi—plpo’ i=12,..,

4.5)
. j—k—1

a5 3 S )

gdzier, = 2 P +pm= 0, 1, ... (M. Jankiewicz [9]).
j=1

Dowdd twierdzenia 4.1. W rozpatrywanym systemie proces stochastyczny
{n(1), t > 0} jest procesem skokowym, o przyrostach losowych w chwilach sygnat6w stru-
mienia zgtoszent GI réwnych ilosci zgtoszeri jednostek w sygnale, oraz procesem narodzin i
$mierci w przedziatach czasu migdzy sygnatami. Jest wigc to proces przedziatami markow-
ski, w ktérym odstepy migdzy chwilami regeneracji maja ten sam rozktad 4 z parametrem
v = &, macierz prawdopodobieristw przejscia (p; ) ma elementy niezerowe p;; P, i dla
j 2 i natomiast macierz intensywnosci przejscia (0 ) ma nast¢pujace elementy niezerowe:
9i,z+l 7\ 0” 1= M 01 )‘ +“

Korzysta]ac z twierdzenia 2.3, w ktérym podstawiamy q;=ppp; = p i korzystajac
z wzoru (2.7) otrzymujemy
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(4.6) ap}.+()\].+u].)pj=Q;Piipi+)\i_1pj_l+;1].+1p].+], j=0,1,...

Dodajac stronami réwnania uktadu (4.6) dlaj = 0, 1, ..., n otrzymujemy
n n 1
—Anpn+'un+1pn+l=az Py OLZ i '=azrk,n—kpk" n=01,...
k=0 k=0i=0 k=0

Po przeksztatceniu

n-1

P . P i

o 0 n—1 -

D, =PoPy ---P, 1Py * 2 — ] 2 T i—k Pr> n=12,...
. k=0

=0 Hi+1 Po P

Stad, po zmianie porzadku sumowania i z warunku zupetnosci prawdopodobieristwa
otrzymujemy (4.2), co koriczy dowdd twierdzenia 4.1.

5. System Takdcsa konserwacji maszyn

WeZmy pod uwage system NV + 1 maszyn i jednego konserwatora. Maszyny s3 przezna-
czone do ciaglej pracy jednakze w pewnych chwilach ulegaja uszkodzeniom i musza by¢ kon-
serwowane przez konserwatora. Zakladamy, ze czas pracy maszyn ma rozktad wyktadniczy
z parametrem u natomiast czas konserwacji ma dowolny rozktad G przy czym skoriczona

oo

jest wartosé oczekiwana% = / xdG(x).

Dla rozwiazania zagadnienia konserwatora L. Takdcs {25] rozwaza najpierw system obstu-
gi masowej GI/M/N bez oczekiwania, dla ktérego znajduje rozktad prawdopodobienstwa tan-
cucha Markowa {n (S, - 0)}, gdzie n(f) oznacza liczbg jednostek w systemie natomiast {Sr'g
oznacza chwile zgtoszen jednostek do systemu. WeZmy teraz pod uwagg system konserwaciji
maszyn i niech m(z) oznacza liczb¢ maszyn sprawnych w chwili ¢ oraz {S,} oznacza chwile
zakoriczenia konserwacji. Mozna pokazaé, ze taticuchy stochastyczne {n(S, — 0)}i{m (S, —0)%
maja jednakowe charakterystyki probabilistyczne a wigc dla kompletnosci rozwigzan zagad-
nieft obstugi masowe;j i konserwatora nalezy znaleZ¢ odpowiednie relacje pozwalajace przejsc
do rozktadéw prawdopodobieristwa proceséw ciagtego parametru.

Fatwo zauwazy¢, Ze procesy stochastyczne {n(z), t = 0} i {m(t), t > 0} sa procesami prze-
dziatami markowskimi. Idee dowoddw L. Takdcsa, bedace pigknym powigzaniem metody wito-
zonych taricuchéw Markowa i metod teorii odnowy, zostaty rozwinigte przez A. Kuczure

“w ogdlnej analizie proceséw przedziatami markowskich. Rozwiazanie zagadnienia konserwa-
tora przy uzyciu prezentowanej w tym artykule metody rozbudowy stanu procesu znajduje
sie¢ w [13], [14].

Rezultaty L. Takdcsa podajemy bez dowodu poniewaz sa dobrze znane (por L. Takdcs

[251, B. Kopociriski [18]).

TWIERDZENIE 5.1. W systemie obstugi masowej GI/M/N bez oczekiwania, rozktad
prawdopodobieristwa stacjonarnego wtozonego taricucha Markowa {n(S m = 0)} istnieje i jest

nastepujgcy:
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(5.1) 2(4)“(), i=0,1,...,N,

gdzie
Nt
2(;’ )E.
N

s
(g
i/g
sq momentami dwumianowymi rozktadu p}. , hatomiast

G =1

4

j=0

g (in) -
G, ]]1 sy FoLZen

przy czymg* )= / e "% dG (x) jest transformatq Laplace a—Stieltjesa rozktadu odstgpow
0

migdzy zgtoszeniami.
TWIERDZENIE 5.2. W systemie Takdcsa konserwacji maszyn rozktad prawdopodobten-
stwa stanu procesu im(t), t > O} jest nastepujacy:

_(N+ l)pj—l .
QI",T-TT__—’ j=0,1, .. ,N+1,
] P +PN
(5.2)
N+1

[ =1- 2 Q/',

. j=1 .
gdzie p = A\ u.

TWIERDZENIE 5.3. W systemie Takdcsa konserwacji maszyn transformata Laplace’a—
Stieltjesa rozktadu czasu zajetosci konserwatora jest nastepujgca:

S (NVTT L=g*Gs + in)
’é)(i ),]]0 g (s +ip) ‘
1V2+1(N+1)]ﬁ 1—g*(s +iu)
SN g g6

wartosc oczekiwana w rozktadzie G , jest réwna

(5.3) gy =
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o N
(54) 7N\=fxdGN(x)=51\-Z( )%'— )
0

gdzie iloczyn pusty jest rowny 1. .
6. System konserwacji z priorytetami

6.1. System dodatkowych jednostek. W systemie konserwacji maszyn w okresach czasu,
* w ktérych wszystkie maszyny pracuja konserwator moze wykonywaé dodatkowe prace.

Przypusémy, ze w tym czasie obstuguje on dodatkowe jednostki, przy czym maszyny
maja priorytet bezwzgledny, to znaczy, ie jednostki sa obstugiwane wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie maszyny sg sprawne. Jezeli w chwili uszkodzenia jakiej$ maszyny obstu-
giwana jest jednostka, to przerywa si¢ t¢ obstuge i natychmiast rozpoczyna si¢ konserwacje
maszyny, natomiast przerwana obstuga jednostki jest kontynuowana po zakoriczeniu okresu
zajetosci konserwatora obstuga maszyn.

Z przyjetych zatozen wynika, Ze system obstugi jednostek nie ma wptywu na proces
konserwacji maszyn. System ten moZna natomiast interpretowac jako system, w ktérym
urzadzenie obstugi moze si¢ psué zaréwno podczas obstugi jednostek jak i w pozostatym
czasie. Jezeli weZmiemy pod uwage system Takdcsa konserwacji maszyn, to intensywnosé
awarii urzadzenia obstugi jest réwna (V + 1) X a czas awarii ma rozktad G > Téwny rozkia-

dowi okresu zajgtosci konserwatora obstuga maszyn (zob. twierdzenie 5.3). Tego typu sy-

stemy obstugi masowej z priorytetami s dobrze znane (zob. [8], [10], [6]) i dla nich znale-

ziono m. in. rozktady prawdopodobienstwa liczby jednostek w systemie w dowoclnej chwili

a takze w chwilach zakornczenia obstugi. Tutaj przedstawimy niektére rezultaty dotyczace

rozktadu prawdopodobieristwa stanu systemu, przy zatozeniu stacjonarnosci, dodajac anali-

z¢ rozktadu prawdopodobieristwa stanu systemu w chwilach bezposrednio przed poczatkiem

okreséw zajetosci konserwatora obstuga maszyn. Rozktad ten wyréznimy dlatego, Ze doty-

czy on jednostek, ktére beda czekaty przez okres zajgtosci konserwatora obstuga maszyn.
Zatézmy, ze strumieri zgtoszen jednostek dodatkowych do systemu jest poissonowski

i niech Y (7 =0, 1,...) oznacza intensywnos$¢ tego strumienia przy warunku, Ze j jednostek

znajduye si¢ w systemie. Rozk}ad czasu obstugi jednostek oznaczamy przez B a jego wartos¢é
oczekiwang przez% = / x dB(x). Jak zwykle zaktadamy, ze B(0+) = 0.
0

Niech{S m} oznacza chwile rozpoczgcia okreséw zajgtosci konserwatora obstuga ma-
szyn, {a } oznacza chwile zakoriczenia obstugi jednostek. WeZmy pod uwage proces stocha-
styczny {n(t), t > 0} zdefiniowany jako liczba jednostek w systemie w chwili # i niech {p !
oznacza rozk}ad prawdopodobieristwa tego procesu oraz {p Yi {pl} oznaczaja rozktady praw-
dopodobienistwa wiozonych taricuchéw stochastycznych {n(S,, — 0)}i{n(a,, — 0)}.

Zdefiniujmy zmodyfikowany czas ¢ przez $ciagnigcie do punktéw w czasie t okreséw,

w ktérych konserwator jest zajety obstuga maszyn. Po tej transformacji w czasie t' do syste-
mu wchodzi mieszanka dwdch strumieni zgtoszen. Jednym z nich jest grupowy strumieri
jednostek, w ktérym grupy tworza si¢ z tych jednostek, ktére w rzeczywistym czasie ¢ zgto-
sity si¢ w okresach zajetosci konserwatora obstuga maszyn. Rozktad liczby jednostek w gru-
pie przy warunku, zZe i jednostek znajduje si¢ w systemie na poczatku okresu zajetosci kon-
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serwatora obstuga maszyn oznaczymy przez {Pl.,.}, i=0,1,... Rozktady te moga by¢ wyra-
Zone przy uzyciu ciagu {V].}i rozktadu G ;. Oprécz opisanego grupowego strumienia zgto-
szeni, do systemu naptywa poissonowski strumien zg}oszeﬁ pojedyniczy z intensywnoscia

v; przy warunku, ze j Jednostek znajduje si¢ w systemie. PokazaliSmy wigc, Ze strumieri zgto-
szen jednostek w czasie ¢’ jest mieszanka dwdch strumieni Poissona. Latwo zauwazy¢, ze jest
to grupowy strumieri Poissona z intensywnoscia zalezng od stanu systemu. Z zatozenia, ze
przerwane obstugi jednostek s kontynuowane po zakoriczeniu okreséw zajgtosci konserwa-
tora obstuga maszyn wynika, ze system jednostek dodatkowych w czasie t' jest systemem
typu (MZ + M)/G/1 lub co na jedno wychodzi systemem typu MB/G/1 ze sprzezeniem in-
tensywnosci zghoszer i liczby jednostek w systemie (B — z ang. batched).

6.2. System M?/G/1 ze sprzeieniem intensywnosci strumienia zgtoszer i liczby jedno-
stek w systemie. WeZmy pod uwage system obstugi masowej, w ktérym jednostki pojawiaja
si¢ grupowo w chwilach sygnatéw poissonowskiego strumienia. Zaiéimy, ze intensywnosci
v; strumienia sygnatow i rozktad liczby jednostek w grupie 1P zalezg od liczby 7 jednostek

znajdujqcych sie w systemie w danej chwili. O rozktadzie prawdopodobxenstwa H czasu
obstugi w rozpatrywanym w tym rozdzmle systemie przyjmujemy te same zatozenia co
w rozdziale 3.2.

TWIERDZENIE 6.1. W systemie MB /G/1 ze sprzezeniem intensywnosci zgtoszen i licz-
by jednostek w systemie proces stochastyczny {n(t), t = 0} jest procesem przedziatami mar-
kowskim. Rozktad prawdopodobieristwa {pl.§ tego procesu i rozktad prawdopodobieristwa
{ p]’.‘} stanu wtozonego taricucha Markowa {n (o m 0)}, gdzie {om} sq chwilami zakoriczenia
obstugi jednostek, jezeli istniejq, spetniajq nastepujgce rownosci:

(6.1) vp]+1 Z‘ iTij—iP j=0,1,...,
gdzie
1 1 %, 1
6.2 +-=,
©62) v (1 =Pyo) A M
oraz

m= 2 Piperr  bm=0,1,...

WNIOSEK 6.1. W systemie MBG/1 ze sprzezeniem intensywnosci zgtoszer i liczby jed-
nostek w systemie prawdopodobieristwo p} tego, Ze po zakoriczeniu obstugi jednostki system
pozostanie pusty jest rowne

L (1 1
(63) Pt =(2-L)a o,

gdzie

©4) v=2 Ngp
i=0
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przy czyma; = Z jPi/‘ @i =0,1,...)jest oczekiwana liczba zgtoszen w grupie przychodza-
j=1
cej do systemu przy warunku, Ze i jednostek znajduje si¢ w systemie.
Wz6r (6.3) jest uogdlnieniem znanego wzoru pf =1 —% dla systemu M/G/1 z pojedyri-

czym strumieniem zgloszen o statej intensywnosci. Wynika on natychmiast z (6.2) i (6.1)

oraz z warunku zupelnosci prawdopodobienstwa 2 p]’f =1.
. st

Dowéd twierdzenia 6.1. W procesie stochastycznym {n(¢), t > 0} chwile {0, §
zakonczenia obstugi jednostek sa chwilami regeneracji a w przedziatach miedzy tymi chwi-
lami proces jest procesem Markowa. Macierz prawdopodobienistw przejscia (p ij) ma niezero-
we elementy Div1,;= 1, natomiast macierz intensywnosci przejscia (Oi].) ma niezerowe ele-
menty §; = 7\i (1 —Pio), 0.. )‘sz i dlaj=i+1,i+2,... Warto$ci oczekiwane odste-
péw miedzy chwilami regeneracp zaleza od liczby jednostek znajdujacych si¢ w systemie
w chwili zakoriczenia obstugi i sg postaci:

1.1 +1 1_
Vo (1 Pyo) X v

Stad i z (2.9) i (2.7) wynika wz6r (6.2).
Z twierdzenia 2.3 i wzoru (2.7) otrzymujemy

1
- i=1,2,...
u ]

-

j-1
* .
vp; +)\j(l lo)p] up]+l + E AP ij—i P i=0,1,...

Sumujac stronami réwnosci o wskazZnikach 0, 1, ..., j otrzymujemy (6.1) co koriczy dowéd
twierdzenia 6.1.

Warto wspomnied, Ze w systemie MB /G/1 bez sprz¢zenia intensywnosci zgtoszen i liczby
jednostek w systemie rozkiad prawdopodobieristwa stanu procesu §n(t), t = 0} jest znany.
Jest to wynik D. P. Gavera [5], ktéry podajemy bez dowodu.

TWIERDZENIE 6.2. W systemie M2 |G/1 (bez sprzezenia) rozktad prawdopodobieristwa
{p].} procesu {n(t), t > 0} ma nastepujgcq funkcje tworzqcq:

Z _Q-p-5)r 1 - a(s)))

(6.5) I (N1 —a(s))) - s

gdzie

oo oo

K*(s) = / e *dH(x), a(s)= 2 s’P p = N/u, a= 2 1'13]

0 j=0
przy czym {P jest rozktadem pmwdopodobtenstwa liczby zgtoszen w grupie natomiast \
jest mtensywnosczq zgtoszen grup.
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Z twierdzenia 6.1, wzoru (6.4), korzystajac z oznaczen z twierdzenia 6.2 otrzymujemy:
WNIOSEK 6.2. W systemie MB/G/1 (bez sprzezenia) rozktady prawdopodobieristwa
{ p]’.’} i{ p].}, jezeli istniejq, spetniajq nastepujgce rownosci:

)
ap;+1=2? Py P=0,1,..,
i=0

(6.6)
e P =(z —5)1 - P,

nlf
T:|>’

oo

g'dzie P = 2 P

6.3. System jednostek dodatkowych bez sprzezenia intensywnosci zgloszer i liczby jed-
nostek w systemie. Przypusémy, ze do systemu Takécsa konserwacji maszyn naptywa pois-
sonowski strumieri jednostek dodatkowych ze stata mtensywnosc:q v. Rozktad prawdopo-
dobieristwa § pl}hczby jednostek w systemie w czasie t' otrzymujemy z twierdzenia 6.2. Po-
trzebne do tego charakterystyki strumienia zgtoszen sq nastepujace:

Rozktad liczby jednostek w grupie _

r j
f O o aGy),  j=0,1,..., .
0
ktdrego funkcja tworzacy jest
i .
2 s’Pj =gy (1 =¥)).
j=0

Intensywno$¢ mieszanki strumieni zgtoszeri jest rowna sumie intensywnosci mieszanych
strumieni

6.7) p=WN+DA+y,

rozktad liczby jednostek w grupie w mieszanym strumieniu

(6.8) I-’i=%((N+l))\Pj+v§il), i=0,1,...,
gdzie & jest delta Kroneckera, funkcja tworzaca tego rozktadu ma postaé
69) 36) = 3 (@ + DAgy @1 =) + vs),

natomiast warto$¢ oczekiwana

4

(6.9 a= ((N+ DAyy +1),

gdzie 7, jest wartoscia oczekiwana dtugosci okresu zajetosci konserwatora obstuga maszyn
(zob. (5.4)).
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Przejdziemy teraz do znalezienia rozktadu prawdopodobieristwa liczby jednostek znaj-
dujacych sie w systemie w chwili ¢ oraz rozktadéw prawdopodobiesistwa stanu wiozonych
tarficuchéw Markowa. Niech n'(¢") oznacza liczbe jednostek znajdujacych sie w systemie
w chwili ¢',{S } oznacza chwile zgtoszer strumienia grupowego jednostek, ktére w czasie ¢
przybyty w okresach zajetosci konserwatora obstuga maszyn, {0;”} oznacza ciag chwil za-
koriczenia obstugi jednostek w czasie ¢'. Jest oczywiste, Ze stacjonarne taficuchy stocha-
styczne {n(S,,)} i {n'(S,,, — 0)} oraz{n(o,, — 0)} i {r'(c], — 0)} maja odpowiednio jedna-
kowe rozktady prawdopodobieristwa:

Pr{n(Sm) =j}= Pf{n'(slm -0)=j}= P},
Pr{n(am—0)=j}=Pr{n'(a;n—0)=j}=p;f, j=0,1,...

Ponizsze twierdzenie daje zwiazki wymienionych prawdopodobieristw oraz rozkladow
{p].} i{p".} (M. Jankiewicz [9]).

TWIERDZENIE 6.3. W systemie jednostek dodatkowych jezeli strumien zgloszen jest
poissonowski ze statq intensywnoscig v, to rozktady prawdopodobieristwa {p]} {p Yoraz
rozktady prawdopodobieristwa {p]} i {pl } whozonych taricuchdw Markowa speima]q naste-
pujgce rownosci:

’ ]
(6.10) ﬁp;.*+1= “fj_ip;, i=0,1,...,
i=0
1 v ) av
611 o =(-p)a-r)  p=1-%
. - / - ’ : '
(6.12) W+ l))\(p].——z_’;}’j_ipi>+ v —p;_)+
. I=
+(-p)BG} - PP =0,  j=0,1,..,
(613) p;=pl’7 j=0’ l’“',
(6.14) p;..'.l =p]" jzo’la-..

Dowdd twierdzenia 6.3. System dodatkowych jednostek rozpatrywany w cza-
sie #' moze by¢ interpretowany jako system MB /G/1. Wobec tego wzor (6.10) wynika z wnio-
sku 6.2. Takze wzdr na prawdopodobieristwo p} znajdujemy z wniosku 6.2, a stad i z (6.10)
dlaj = 0 otrzymujemy prawdopodobieristwo py .

Przechodzimy do dowodu (6.12). Niech X'(¢') bgdzie dtugoscia czasu od chwili ¢’ do naj-
blizszego sygnatu w strumieniu grupowym bgdacym sktadnikiem mieszanki strumieni zgto-
szer, natomiast Y'(¢") ]est czasem potrzebnym do zakoriczenia obskugl ]ednostkl znajdujacej
si¢ w obstudze w chwili ¢'. Proces stochastyczny {(n'(¢"), X'(¢"), Y'(")), t' = 0% jest procesem
Markowa, bowiem proces {(n'(t"), Y'(¢")), t' > 0} jest procesem Markowa a sktadowa X'(z")
jest niezalezng od niego charakterystyka poissonowskiego strumienia sygnatéw. Przyjmijmy
oznaczenia:
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Po(x) =Pri{n'() = j, X' (') <x},
Pi(x, y) = Prin'(t) =j, X' () <x, Y'(¢') <}, i=1,2,...

Uzywajac tej samej techniki rachunkowej co w dowodzie twierdzenia 2.3, a mianowicie, ana-
lizujac stan badanego procesu w chwilach ¢’ i £’ + h, przechodzac do granicy przy & 0,
a nastepnie przy x — « iy - oo, otrzymujemy nastgpujacy uktad réwnan:

(6.15) P(O ) — —-P( ,0) —

j
3 ' 0 .
+%5§Pi(°’°°)”f—i+””i—i+ Pier=0=0, 0 j=01,...,

przy czym niezdefiniowane symbole oznaczaja:p’_ 1=0,P (0, ) = P (0), 3 P (2, 0) = 0.
Oczywiscie,

Yy
Pri{X () <x}=1- VDM plo<Y () <y}=(1-py)B [ (1 - Bw))du.
0

Stad otrzymujemy

d _ ] -

axIJI(O’OO)_(N‘*-l)}\p]’ ]—0,1"'-1
(6.16) \

9 o = ! * :

ayl)]‘( ’O) (1 po)ﬁpj’ ] 1’2,---

Podstawiajac (6.16) do (6.15) otrzymujemy (6.12).
Wz6r (6.13) wynika z (6.12) i (6.11). Dla sprawdzenia podstawmy (6.11) do (6.12)
oraz skorzystajmy z (6.7) i (6.8). Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

i

P, - 2,,17 =p; ZP B J=0,1,...

co dowodzi (6.13).
Dla dowodu (6.14) zdefiniujmy proces stochastyczny

{(®, s@), YO, Z(@)), t =04,

gdzie s(¢#) = 1, gdy w chwili # wszystkie maszyny pracuja i konserwator moze obstugiwac
jednostki oraz s() = 0, gdy w chwili ¢ konserwator jest zajety obstuga maszyn. Jezeli
n(t) >0, to Y(t) definiujemy jako czas potrzebny do zakoriczenia obstugi jednostki (przy
s(t) = 0 jest to czas obstugi liczony od chwili wznowienia obstugi po zakoriczeniu okresu za-
jetosci konserwatora obstuga maszyn). Jezeli s(¢) = 0, to Z () oznacza czas od chwili ¢ do za-
koriczenia okresu zajgtosci konserwatora obstuga maszyn.

Zdefiniowany proces stochastyczny jest procesem Markowa. Prawdopodobieristwa stanu
tego procesu oznaczamy nastepujaco:
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Py 2) = Prin(®) =j, s(t) =0, Y() <y, Z(t) <z}, i=1,2,...,
Pyo(@) =Prin(t) =0, s(1) = 0, Z(1) <z},
Py0) =Pefn(® =), s =1, YO<¥}  j=12,...
Py, =Prin(®) =0, s(t) = 1}. '

Analizujac stan procesu w chwilach 7 i ¢ + h, a nastgpnie przechodzac do granicy przy
h— 0, y oo, z-> 00, otrzymujemy
9
- (.EPOO(O) —VvPyp(®) + (N + 1)A Py, =0,

a d

6.17) —vPy; —(N+ 1D APy, +4£P1,1(0) + 5, Po0(®) =0,
0 .
— L Py, 0) = Pg(ee, ) + Py (0, ) + W+ DA ) =0, j=1,2,...

Oczywiscie zachodza réwnosci
Pg = Po(*) + Py (),
p]' = j()(°°a°°)+Pj1(°°a°°), i=12,..
Stad i z (6.17) otrzymujemy

) _ .
(6.18) aij+1,1(0)'pj' j=0,1,...

Poniewaz
y
Pris(t) =1, 0<Y()<y}=(1—Py)B [ (1 -BW)du,
0

wigc

ad .
(6.19) é; ]1(0) =(1 ”‘POI)BP;, i=12,..

Podstawiajac (6.18) do (6.19) otrzymujemy

. v .=
pj+1 (I_POI)Bpj, ] 01,...

Z warunku zupelnosci prawdopodobieristwa otrzymujemy 1 — P, = v/ co koriczy dowdd
(6.14) i dowdd twierdzenia 6.3.

6.4. System cykliczny jednostek dodatkowych. Przypus¢my, ze w systemie Takdcsa kon-
serwacji maszyn mamy dodatkowo M jednostek, ktore podobnie jak maszyny pracuja, ulegaja
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uszkodzeniom i s3 konserwowane. Zat6Zmy, Ze czas pracy jednostek ma rozktad wyktadni-
czy z parametrem v natomiast czas obstugi ma rozktad wyktadniczy z parametrem 8. Wow-
czas strumien zgloszen jednostek uszkodzonych w czasie ¢ jest poissonowski z intensywno-
Sciav; = (M —i)v,i=0,1,...,M, przy warunku, Ze i jednostek znajduje si¢ w systemie:
Liczba zgtoszen jednostek w okresie zajetosci konserwatora obstuga maszyn ma natomiast
rozktad

Pij =

N

M_‘ - P M—i—j
(") ey D a6 ),

j=0,1,.... M—i, i=0,1,..., M.

TWIERDZENIE 6.4. W systemie cyklicznym jednostek dodatkowych rozktad prawdo-
podobieristwa {p;.}liczby Jjednostek w systemie w chwilach rozpoczecia okresow zajetosci

konserwatora obstugg maszyn i rozktad prawdopodobieristwa liczby jednostek w systemie
spetniajq nastepujgcy uktad rownan:

j—k-1
(M"‘l) i N
1;( Z M=) o’ lrk,i-k>pk_(N+l)k(pj-‘(M_j)! plpo>’

(6.20) j=0,1,..., M,

M i ) M
(M-l——l)' ffm - i} M! P
Z\ ( ])' ] 1 I;) rk’i_k pk = (N —+ 1')_)\(1 —FZ\O (M"““"'_ ])' p] po),

j=1i=0
gdzie p = v/B natomiast prawdopodobieristwa § p].} spetniajq rownania

j-1

)
—(N+I)A;Ork,j_kp;—(M—z)vp;+ﬁp,'.+1=0, i=0,1,..,M~1,
(6.21)
M-k
=D Pepsp mM=01L. M-k

i=1

Dowéd twierdzenia 6.4. Wzory (6.20) wynikaja z twierdzenia 4.1 przez pod-
stawienie odpowiednich intensywnosci. Latwo zauwazy¢, Ze w czasie t' system jednostek do-

datkowych jest systemem (M + M)/M/1, a wigc proces stochastyczny {n'(¢"), ¢’ > 0} jest
procesem Markowa. Podstawiajac odpowiednie intensywnosci otrzymujemy uktad réwnan

(N + 1)7\’;(‘)19,(,]._,(,,;c +(M=j+1)vp)_, -

~(A =Py + 1)7\+(M—j)v+6)p}+ﬁp}+l =0, j=0,1,..., M.

Sumujac stronami réwnosci o wskaznikach 0, 1, ..., otrzymujemy (6.21), co koriczy do-
wod twierdzenia 6.4.
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