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0. Wstep. Przypusémy, Zze z pewnym doswiadczeniem losowym jest zwiazany
proces stochastyczny & = (&;);e7. Obserwujac przebieg doswiadczenia, zamierzamy
przerwac eksperyment, gdy tylko realizacja procesu osiagnie pewna, pozadang przez
nas warto$¢, Rzecz w tym, Ze w momencie podejmowania decyzji o przerwaniu nie
jestesmy pewni czy proces osiagnal wiasnie t¢ warto$é, bowiem zbidr takich wartosci
jest losowy; moze zalezeé np. od przyszlych wynikéw dos$wiadczenia. W tej sytuacji
szukamy takiej metody postgpowania (,,reguly stopu’’), ktéra maksymalizowalaby
prawdopodobieristwo, Ze w momencie zatrzymania realizacja procesu nalezy do
»dobrego” zbioru.

Tak oto, oczywiscie catkiem nieécile, mozna postawi¢ problem, ktéremu po-
$wigcona jest niniejsza praca. (Sciste sformulowanie znajduje si¢ w rozdziale I.)
Chyba najwazniejszy i najciekawszy jest przypadek, gdy dla £ o wartosciach rzeczy-
wistych, interesujacym nas zbiorem jest {sup&,} (lub ogélniej zadane otoczenie

t

punktu sup£,); obserwujac ewolucje procesu chcemy zatrzymaé go w chwili, gdy
t

trajektoria osiagnie warto§é maksymalna spo$réd wszystkich wartoéci przesztych
i przysziych. Otrzymujemy w ten sposéb nowe podejécie do zagadnien optymalnego
stopowania. Przypomnijmy, 2Ze klasyczny problem optymalnego stopowania
polega na znalezieniu reguly stopu maksymalizujacej E(£,), (por. np. [5], [7], [13]);
obecnie szukamy 7, dla ktérego P(£, = sup&,) jest najwicksze.
t

Zalety proponowanego podejscia mozna rozpatrywaé z réznych punktéw wi-

dzenia:

1) pozwala ono wybraé lepsza spoéréd kilku (lub wielu) regul stopu optymalnych
dla sformutowania klasycznego, np. gdy proces jest martyngatem,

2) nie wymaga zalozen o calkowalnosci &,,

3) czasem jest ono po prostu naturalniejsze, np. gdy do$wiadczenie przeprowa-
dzone jest tylko raz.

* Praca czgiciowo subwencjonowana w ramach problemu M-111.

(31



6 T. Bojdecki

Przyklad pewnego konkretnego zagadnienia optymalnego stopowania sformu-
towanego w tym duchu znajduje si¢ juz w pracy Gilberta i Mostellera [10] (patrz
komentarz niZej).

Praca niniejsza stanowi zebranie i oméwienie wynikéw przedstawionych w pu-
blikacjach [1], [2], [3], [4].

Rozdzial I zawiera ogdlne sformulowanie problemu dla procesu z czasem dy-
skretnym oraz twierdzenie dajace warunek konieczny i dostateczny na to, by istnialo
rozwigzanie tego problemu. Z twierdzenia tego wynika réwniez postaé rozwiazania.
Zastosowany jest tu aparat teorii martyngatéw z wykorzystaniem klasycznych metod
Snella ([15], por. takZe [5], [12], [13]). Podane sa tez przyklady.

W rozdziale II sa rozwigzane (explicité) konkretne problemy dotyczace wykry-
wania z maksymalnym prawdopodobienstwem maksimum procesu stochastycznego.
Rozpatrzone sa nastgpujace procesy:

1) Skorniczony ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie.
Whasénie ten problem badali Gilbert i Mosteller w [10], uzyskujac metodg heury-
styczng wynik identyczny z tym, ktéry jest udowodniony w niniejszej pracy.

2) Nieskoficzony ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie
z ,,oplata za eksperyment”, tzn. &, = {,—en albo &, = max({,, ..., {,) —cn, gdzie
¢c>0,¢,, s, ... —niezalezne zmienne losowe o tym samym rozkladzie.

3) Skofczony ciag sum niezaleznych, symetrycznych zmiennych losowych o je-

dnakowym rozkladzie. Otrzymany tutaj wynik jest odpowiedzia na pytanie posta-
wione przez J. Zabczyka. Omdwiona jest istotno$é zatoZenia o symetrycznosci roz-
kladow.

Okazuje sig, e we wszystkich tych przypadkach problem mozna sprowadzi¢ do
optymalnego stopowania pewnego laficucha Markowa z pewna funkcja wyplaty
(patrz [9], [13], [16)).

W rozdziale III znajduje si¢ kolejny przyklad zagadnienia stanowigcego szczegdlny
przypadek ogdlnego problemu sformutowanego w rozdziale I, a mianowicie tzw.
»zZagadnienia rozregulowania” (ang. disorder problem, ros, zadacza o raztadkie).
Obserwujemy kolejne realizacje niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie: #,, 72, ... W pewnej losowej chwili 6 rozklad » zmienia si¢ na inny i od
tego momentu zmienne losowe maja juz ten nowy rozktad. Chcemy, tylko na pod-
stawie znajomosci przesztych wartosci %, zatrzymaé proces w ,,momencie rozregu-
lowania’ 0 lub co najmniej, dostatecznie ,,blisko’’ chwili . Zagadnienie to zostalo
postawione przez Kolmogorowa a rozwiazane przez Sziriajewa w [17], [16] dla
przypadku, gdy minimalizowalo si¢, z grubsza mdéwiagc, érednig ,,odleglo$é”’ mo-
mentu zatrzymania od momentu 6. W tej pracy zajmujemy si¢ nowa wersja tego
problemu: maksymalizujemy prawdopodobiefistwo, Ze chwila zatrzymania bedzie
si¢ znajdowa¢ w zadanym otoczeniu chwili 8. W rozdziale III podane jest rozwiazanie
tego problemu wraz z warto$cia maksymalnego prawdopodobieristwa odpowiada-
jacego optymalnej regule stopu. Ciekawe, Ze rozwigzanie ma tu postaé prostsza
1 bardziej jawna od tej, ktéra uzyskal Sziriajew w [17], [16] dla rozwigzanego przez
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siebie zagadnienia. Dla przykladu, przeprowadzone sa rachunki, gdy %,,%,, ...
maja rozklady wykladnicze. Otrzymany w tym przypadku wynik mozna traktowaé
jako rozwiazanie nieco — i w naturalny sposéb — uproszczonego problemu posta-
wionego przez M. H. A. Davisa w [8] a dotyczacego najszybszego wykrycia ,,roz-
regulowania si¢”” procesu Poissona (uproszczenie polega na tym, ze zakladamy tu,
iz moment rozregulowania nie moZe nastapi¢ pomiedzy kolejnymi sygnalami).

W rozdziale IV oméwiona jest pewna ciagla wersja problemu rozwazanego
w rozdziale II. Warto$ci niezaleZznych, jednakowo rozlozonych zmiennych losowych
pojawiaja si¢ zgodnie z danym procesem odnowy. Istnieje pewien losowy horyzont
czasowy T i naszym zadaniem jest zatrzyma¢ proces przed chwila 7, tak aby wartos¢
zmiennej losowej w momencie zatrzymania byta z maksymalnym prawdopodobieni-
stwem najwigksza spo§rod wszystkich, ktére pojawily si¢ i pojawia si¢ do momentu
T. Problem takiego typu zostat sformutowany po raz pierwszy przez Cowana i Zab-
czyka w [6] w zwiazku z zagadnieniem wyboru najlepszego obiektu, czyli tzw.
,,zagadnieniem sekretarek”. W rozdziale IV przedyskutowana jest posta¢ rozwig-
zania tego problemu w sformulowaniu ogdlnym, zas rozwigzanie explicité zostalo
podane dla przypadku, gdy proces odnowy jest procesem Poissona, a 7' ma rozklad
albo jednopunktowy, albo wykladniczy. W tym ostatnim przypadku moZna tez
obliczy¢ maksymalne prawdopodobiefistwo prawidlowego zatrzymania; jest ciekawe
i chyba raczej nieoczekiwane, ze we wszystkich ,naturalnych” (patrz tw. 4.5) sy-
tuacjach prawdopodobienistwo to jest stale, réwne e~*.

I. Problem ogdlny. Niech (2, ¥, P) bedzie ustalona przestrzenia probabili-
styczna. Zalézmy ponadto, Ze okreslony jest wstepujacy ciag (Fa)nen o-cial zawar-
tych w ¥ (N oznacza zbidr liczb naturalnych). Jak zwykle, §, interpretujemy jako
klasg tych zdarzefi, o ktérych wiemy czy zaszly, czy nie, jesli obserwujemy doswiad-
czenie az do chwili n. Oznaczmy przezJ klasg wszystkich momentéw Markowa
wzgledem (F,),en tzn. takich funkeji 7: 2 - Nu {+ o}, ze dla kazdego n zachodzi
{v < n}e,.

Niech (£,),en bedzie ciggiem zmiennych losowych o wartosciach w pewnej
przestrzeni mierzalnej (E, B). Przypusémy takze, i2 dla kazdego o € Q2 jest okre-
Slony zbiér B(w) < E, taki ze

{(w, x): x € B(w)} e FOB.

Nastepujacy problem stanowi sformalizowanie zagadnienia oméwionego we
wstepie:

(G) Znalezé t* € 7, takie Ze

P(z* < + 0, &4 € B) =supP(r < +m, §, € B).
Ted

Moment Markowa t* spelniajacy powyzszy warunek bedziemy nazywaé opty-
malnym. Jasne jest, Zze przyjete o zbiorze B zalozenie powoduje, iz {r < + 00,
&, eBleF dlarted.

Najwazniejszym przyktadem takiego problemu jest zagadnienie, ktére bedziemy
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nazywaé problemem (S,): Zakladamy, Ze (&,)nen jest ciagiem rzeczywistych zmien-
nych losowych, ograniczonym z prawdopodobienstwem jeden, za$ &, = o(§,, ..., &).
Ustalamy & > 0 i chcemy

(S.) Rozwigzaé¢ problem (G) dla

B(w) = [Sup En(w) — &, sup 5"(60)] .

W tym ostatnim przypadku mozna czasem stawiaé problem takZe nieco inaczej

i zadaé, 2eby moment zatrzymania wypadl z maksymalnym prawdopodobiefistwem

nie w zadanym otoczeniu supé,, ale w jednej spoéréd m kolejnych najwigkszych
n

wartosci ciagu (£(w))sen (pod warunkiem oczywiscie, ze takie wartodci w ogdle
istnieja). Takie zagadnienie jest réwniez szczegdlnym przypadkiem problemu (G).
Inny przyklad, juz o catkiem odmiennym charakterze, zostanie oméwiony w roz-
dziale III.

Przechodzac do poszukiwania rozwigzania problemu (G) zdefiniujmy nastgpu-
jace zmienne losowe, ktére ,,znamy w chwili »”:

(1.1) Z, = P(§, € BIE),
(1.2 X, = esssup P(t < +o, &, €B|F,),
1€ ,t2n

dla n € N, oraz moment Markowa
(1.3) 7o = inf{n: Z, = X,},
przy czym, jak zwykle inf @ = + 0.
A oto twierdzenie stanowiace glowny wynik tego rozdziatu.

TwIERDZENIE 1.1 ([4]). Optymainy moment Markowa dla problemu (G) istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy lim Z, = 0 prawie na pewno na zbiorze {vo = +o0}. Jesli

R0

ten warunek jest spelniony, to ¥, jest optymalny.

Dowéd. Zdefininjmy Z, = 0. Z elementarnych wlasnoéci warunkowych
wartosci oczekiwanych wynika, ze dla dowolnego v € 4 takiego, 2¢ T > n

E(Zr[g'n) = EE(I{1=k}ZkI$n) =
k=n

(1.4) = D E(P(v = k, & € BIFIF,) =

k=n
= > P(z = k, £ € B, = P(r < +, £ € BIF,).
k=n

Wzér (1.2) mozemy zatem zapisa¢ w postaci:

X, = esssup E(Z.F,)-

Ted,ten
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Réwnoczesnie z lematu Fatou iz tego, ze Z,, = 0 wynika, iz dla dowolnego 1€ 7,
7 2 n zachodzi
liminf E(Z, , m|&x) = E(liminf Z; 1 ,|&,) > E(Z.IF,)
m-—» 0

m— o0
prawie na pewno. W konsekwencji otrzymujemy
(1.5) X, = esssup E(Z,IF,).

+o>T2n
Wida¢ teraz, ze do ciagu (X,).c ¥ mozna zastosowaé klasyczne rezultaty teorii opty-
malnego stopowania (patrz np. [13] lub [5] rozdz. 8). W szczegdlnosci stwierdzamy,
ze (X,)nen jest najmniejszym nadmartyngatem (oczywiscie wzgledem ciggu (Fn)uen
majoryzujacym (Zsen, 2€ (Xuaz)nen jest martyngalem, a ponadto

(1.6) E(X,) = sup E(Z,)
T<+®
oraz
(1.7) limsup Z, = lim X,, p.n.
n—oo n—»oo

Z (1.4) i (1.6) mamy
supP(r < +00,&,€B) = supE(Z,) = sup E(Z,) = E(X,).

1ed <+ 00
Martyngat (X, )aen jest ograniczony, a wigc zbiezny w L', zatem
E(X,) = lim E(X,,) = E(limX,,, ).

n— oo n-oo

Z kolei korzystajac z (1.7), (1.3) i z tego, ze Z,, = 0 mamy
lianAro = XroI{‘ro<+00}+ lian[{10=+oo} =
n—» 0 n— o0

= Z,,+1limsupZ,/zy= + 0} P-0.

. n—o
W rezultacie otrzymujemy wzér
(1.8) supP(r < +, & € B) = E(Z, )+E(hmsupZ Lirg= +3)-

red
Whioskujemy stad (i z (1.4)), ze jesli hm supZ, I{,,,_N,} = 0 p.n., to 7, jest opty-
— 00

malny, co koriczy dowéd dostatecznosm

Dla dowodu koniecznosci przyjmijmy X,, = 0. Nietrudno — np. modyfikujac
W naturalny sposéb dow6d Lematu 8.8 w [5] — pokazaé, ze dla dowolnego 7€ J
mamy X, = esssup E(Z,|¥.), a stad E(X,) = supE(Z,). Przypuéémy teraz, Zze 7*

. geF, 02T a3T
Jest optymalnym momentem Markowa. Latwo widzieé, Zze 1* > 1, p.n. Istotnie,

E(Z,) = P(r* < +0,&+€B) = supP(r < +00,&,€B) =
1ed
= supE(Z,) = supE(Z,) = E(X+).
1€

T2

Stad i z oczywistej nieréwnosci Z < + wynika, ze Z.« = X_« p.n., a to oznacza
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(por. (1.3)), ze t* > 7, p.n. Nadmartyngat (X,),.~ jest prawostronnie domkniety
przez zero, zatem z twierdzenia Dooba (patrz np. twierdzenie 7.2 w [5]) wniosku-
jemy, ze E(X,s) < E(X.). Wobec faktu, ze X; = Z,, X;» = Z,» oznacza to, iZ
E(Z.) > E(Z») = sug_E(Z,). W rezultacie E(Z,) = sugE(Z,), a stad ze wzoru
TE TE
(1.8) i réwnosci (1.4) wynika, Ze
E(hmsup an{'ro=+co}) =0,
n—-o

co konczy dowaod.

Na ogét w teorii optymalnego stopowania zada sig, Zeby optymalna regula
stopu byla z prawdopodobieristwem 1 skoficzona. Dla rozpatrywanego obecnie
problemu takie ograniczenie wydaje si¢ nienaturalne. Na odwrét, typowa jest raczej
sytuacja, Ze¢ moment 7, jest z dodatnim prawdopodobienistwem nieskoriczony.

PrzykraD. Niech v bedzie zmienng losowa przyjmujaca wartosci 1,2, ..., + 0,
przy czym P(v < +0) =r, 1 > r > 0. Definivjemy & =1, & =2, dla
neN oraz §, = o(&, ..., &) dla ne Nu {0}. Rozwazmy problem (S,) dla tak
okreslonego ciagu. Mamy tutaj

Z, = P(& = i‘i%fdgo) =P = +0)=1-r,
Z,=P¢, = 2up&l&) =P =n|¥,) = lp-n dla neN.
=0

Optymalny moment Markowa istnieje, bo limZ, = 0. Widac, ze
n—» o0

supP(z < + 0, &, = supé) =
1e T k=0

max(P(§0 — sku%fk), supP(t < 400, f, = il]IgEk)) =
= T=1 >
= max(P(» = + ), supP(v < + o0, v = »)) = max ((1-7),7).
21

W konsekwencji stwierdzamy, Ze » jest optymalne o ile tylko r > 1/2. Jest takze
jasne, ze w tym przypadku » = 7,, bowiem Zaden moment wcze$niejszy od » nie
moze byé optymalny. Tak wigc widzimy, 2e 7, jest tutaj optymalny, ale P(z, =
= 4+0)=1-r>0.

Ten sam przyktad, nieco tylko zmodyfikowany, pozwala stwierdzi¢ jeszcze jeden
interesujacy fakt: Rozpatrzmy mianowicie problem (S,) dla ciagu (&)sen pPrzZy
czym &, i &, sa okreslone jak wyzej, (nie mamy teraz &,!). Zatézmy, ze P(v = n) > 0
dla ne Nu {+ }. Zachodzi

1> P, s =sup&) =P <n)+Plr=+4+0)->1, gdy n- +co,
keN

zatem

supP(z < + 00, & =supéy) = 1.
e d keN

W rezultacie stwierdzamy, Ze optymalny moment Markowa nie istnieje (tatwo
sprawdzié, Ze i tutaj 7, = ¥).
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Tak wigc widzimy, Ze moze by¢ tak, iz obserwowany ciag (En)sen (tzn. &, jest
mierzalne wzgl. %,) przyjmuje z prawdopodobieristwem 1 swéj kres gorny, a mimo

to nie istnieje moment Markowa maksymalizujacy P(t < 40, & = supé,).
neN

II. Problem (S,) zwiazany z ciagiem niezaleznych zmiennych losowych. Rozdzial
ten jest syntetycznym opracowaniem wynikéw prac {1], {2]. Sklada si¢ on z 4 czesci.

1. W pierwszej czesci przeprowadzimy pewne rozwazania ogélne. Niech (&,)scn
bedzie ciagiem zmiennych losowych rzeczywistych. Definiujemy

%n = 6(51: sees En)

dla n € N i rozpatrzmy problem (S,) dla (&,),cn. Przypomnijmy, ze szukamy mo-
mentu Markowa 7, maksymalizujacego P(T < + 0, &, = supéy).
k

Zgodnie z (1.1), mamy
(2‘1) Zn = P(En = Sgpfklgn) = I(En=‘l‘n:x5k}P(§n = iupsklgn) =

def
= I{En =max£x} Wn .
kgn

Klas¢ rozwazanych momentéw Markowa mozZna znacznie zmniejszy¢; oznaczmy
bowiem
2.2) 3'0={reﬂ':r=n=>5,,=r;1::c§k,neN}.
Zachodzi nastgpujacy
LemAT 2.1. Dia dowoinego v € F istnieje v’ € T, takie, e

P(t < +0,& =sup&) < P(v' < 40, &, = sgpfk)-
k

Dowdd. Zdefiniymy ' =inf{n: n>1,§, = r,rclaxé'k}. Jest jasne, zZe
sn

t'eT i v 2 1v. Z (2.1) wynika, ze Z, < Z,., bo Z, = 0 na zbiorze {r < 7'}.
W rezultacie E(Z,) < E(Z,.) o co chodzito (por. (1.4)).

Z lematu wynika, ¢ mozna ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania tylko momentéw
Markowa nalezacych do 7.

Niech 7,, 7,, ... 0znaczaja momenty pojawienia si¢ kolejnych ,lideréw” tzn.
T, =1

(2.3) T =inf{nin>7,6 26} dla jeN.
Oczywiscie 1,7, i 1; < +00 (jeN).

Dla dowolnego v e J, zdefiniujmy ¢ = j na zbiorze {r = 7; < +}, jeN
16 = +oona {r = +00}. Widaé, Ze ¢ jest momentem Markowa wzglgdem (‘&,j),e N
oraz (patrz (2.1)).

{W, jesSli 7 < + o0,
Z, = ‘ .
N () je§li Tt = +o00.
Przypuéémy teraz, ze W., ma dla 7; < + 00 posta¢
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gdzie Y; przyjmuje wartosci w pewnej przestrzeni stanéw E. Zatézmy, ze po dola-
czeniu do E ,,stanu koricowego” 0 i zdefiniowaniu ¥; = @ dla 7; = + o0 ciag (¥})jen
jest fanicuchem Markowa wzgledem (3,1.)151\;, jednorodnym w czasie, przy czym &
jest stanem pochlaniajacym. Taka wlasnie sytuacja bedzie we wszystkich rozwaza-
nych nizej przykiadach. Przyjmujemy f(9) = 0, Y, = ¢ i mamy

2.5) Z, = f(Y)

dla dowolnego =€ .7, i o zdefiniowanego jak wyZej. Dochodzimy w ten sposéb
do zagadnienia optymalnego stopowania laficucha Markowa (¥));en z funkcja
wyplaty f (patrz [9], [13], [16]). Konstrukcje w podobnym duchu przeprowadzili
Dynkin i Juszkiewicz w [9], w zwigzku z problemem wyboru najlepszego obiektu,
czyli tzw. ,,zagadnieniem sekretarek”.

Przypomnijmy ze zagadnienie optymalnego stopowania jednorodnego anicucha
Markowa na przestrzeni stanéw E (u nas jest Eu {3}), z nieujemna ograniczong
funkcja wyplaty f, rozwiazuje si¢ w sposéb nastepujacy:

Niech P(-; -) oznacza funkcje przejécia ,,w jednym kroku”, tj. P(y; ) =
= P(Yj4, €I'|Y; = y); dla dowolnej funkcji rzeczywistej i okreSlonej na E, mie-
rzalnej i ograniczonej definiuje sie

2.6) Ph(y) = {h(x)P(y; dx),
E

@.7) Qh(y) = max (h(y), Ph(3)).

Niech teraz

238) S*0) = imQ'f(),

gdzie Q" oznacza n-krotng iteracjg operatora Q,

(2.9 oo = inf{j: f(Y) = f*(¥}.

Jesli 6y < 4+ o0 p.n., to o, jest optymalne, tzn. E( f(Ya)) jest dla o, maksymalne.
Co wiecej, 0, jest najmniejsza optymalng regula stopu.

W dalszych rozwazaniach bedziemy korzysta¢ z lematu stanowiacego wersje
tzw. ,,przypadku monotonicznego’ w terminologii Chowa, Robbinsa i Siegmunda
w [7]:

LemAar 2.2. Oznaczmy

(2.10) I' = {y e E: Pf(y) < f(»)}

i zalézmy, ze

2.11) P(y;IN=1 dla yel
oraz

(2.12) o = inf{j: Y,eI'} < 4+ p.n.

Wowczas op jest optymalnym momentem Markowa dla zagadnienia stopowania
laficucha Markowa (Y});en z funkcjq wyplaty f.
Lemat ten jest znany (por. [6], [14]), warto chyba jednak naszkicowal jego
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dowdd, bowiem wynika on wprost z omdéwionego wyzej twierdzenia o postaci
optymalnej reguly stopu. Zgodnie z tym twierdzeniem, wobec zaloZenia (2.12)
wystarczy pokazaé, 2e I' = {y e E: f = f*}. Na zbiorze I" zachodzi Pf < f, zatem
(por. 2.7)) @f = fna I'. Z kolei z zalozenia (2.11) wynika, 2e dla dowolnego y e I"
mamy

POf(y) = §0f(x) P(y; dx) = § Qf(x) P(y; dx) = {f(x)P(y; dx) =

E r r
= Pf(y) < fy) = Qf(»)
a wigc Q*f = Qf = f na I'. Stad przez indukcje otrzymujemy, ze f = f* na I'. Za-
wieranie w druga strong jest oczywiste, bo z nieréwnosci Pf(y) > f(y) wynika, Ze

f*(») = Of(y) = Pf(y) > f(¥), co konczy dowdd lematu.
Po tych ogdlnych rozwazaniach moZemy juz przejs¢é do konkretnych zagadniefi
optymalnego stopniowania.
2. Zaczniemy od przypadku najprostszego. Ustalmy N € N i zalézmy, Ze
2.13) &,, &,, ..., &y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie,
z ciaggla dystrybuanta F.

By¢ moze warto jeszcze raz sformulowaé problem, ktoéry zamierzamy rozwigzaé:
(So, 1) Znalezé t* e J takie, Ze

P(z* < N, £+ = max&) = supP(z < N, &, = max§)),
k<N e k<N

gdzie 7 jest klasg wszystkich momentéw Markowa wzgledem (F)a<n = (0(y, ..
tees En))nsl\h

A oto rozwiazanie ([2], por. takze [10], gdzie analogiczny wynik jest uzyskany
metoda heurystyczng).

TWIERDZENIE 2.3, Przy zalozeniu (2.13) rozwigzanie problemu (S,, 1) istnieje
i ma postaé

219 * = inf{n: &, = max&,, F(§,) = x,},
k<n

8dzie xy = 0, za$ dla n < N liczba x, jest jedynym nalezqcym do przedziatu (0, 1)
Dierwiastkiem réwnania

1 1 1 1 1 1

(2.15) '3c_+5cT+"'+'(_1V:W=1+T+7+"‘+N—n'

Dowéd. Zauwazmy przede wszystkim, Zze aby mieé sytuacje taka sama, jak

W poprzedniej czgséei, tzn. cigg nieskoficzony, wystarczy przyja¢ &, = Ey dlan > N;

nie bedzie to mie¢ oczywiscie zadnego wplywu na rozwiazanie. Z kolei jest jasne, Ze

wystarczy udowodni¢ twierdzenie w przypadku, gdy &, ..., &y maja rozklad jedno-

stajny na przedziale [0, 1], bowiem P(&, > &n <> F(&) > F(éw) = 1 dlan,m < N

za$ F(£,) jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]. Mamy wtedy,
wykorzystujac zaloZenie o niezaleznoéci (patrz np. lemat 8.16 w [5])

Wo = P(&, 2 iUPEkI‘&..) = g-»"
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(por. (2.1)). Cheac powt6rzy¢ konstrukcje z pierwszej czgéci definiujemy

(r5, &) jesli 7, < + o0,
Y, = o
0 jesli 7= 4+ o0,
(2.16) f(n,x) =x®m"" dla neN, xe[0,1] oraz f(9) = 0,

gdziec momenty Markowa z; sa dane przez (2.3). Oczywiscie (2.4) zachodzi i latwo
widzieé, Ze (¥;);en jest jednorodnym lancuchem Markowa wzgledem (§.)jen
o przestrzeni standw (IVx [0, 1)U {8}, przy czym 0 jest stanem pochlaniajagcym.
Istotnie, ustalmy np. m < N i y € [0, 1] i policzmy

P(Yﬂ'l € {m}X [O’ y]lgrj) =

m-1
= Z 1{1_,=n}P(Tj+1 =m, i< ylc&n) =

-1
=ZP(Tj_n "+1<§n’-'-7§m—1<§n7§n<5m<y]%n)=
n=1

= m—Tj—~ IS2L)
= I(tj:n}é;’;”_n-l(y-—fn)+ = { ! (y ET‘I) _]CS]I ;< m,
0 jesli 7, = m.

§

3

n=1
Tak wigc funkcja przejscia jest dla m < N okre§lona wzorem
2.17) Pm,x;m,[0,y]) =
=P(tjpy =m,én < ylty=n,8 =x) =
xmrml(p—x)t je$li n < m,
{0 jesli  n =z m.

Réwnie latwo mozna otrzymaé postaé funkcji przejécia dla pozostatych stanéw.
Wyznaczymy zbiér I' zdefiniowany przez (2.10). Mamy (por. (2.6)) Pf(0) = 0 =
= f(9), a wigc 0 € I. Z definicji (¥;);en iz (2.16) wynika takze, iz dla n > N mamy
Pf(n,x) = 1 = f(x, n), zatem {N,N+1,...}x[0,1] = T
Wreszcie dla n < N wzér (2.17) implikuje

! N xm—n—l _xN—n
B, 5) = 3\ flm, PG xim, ) = D T
m 0 m=n+1
a wiec nieréwnos$é Pf < f jest w tym przypadku réwnowazna nieréwnosci
i N+ 1 1
x~ Al —
S
N-m+1 ~ 7
m=n+1
czyli
N-n _
Zf_i <1.
m
m=1

Oznaczmy lewa strone tej nieréwnosci przez h,(x). Funkcja A, jest ciagla, malejaca
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w przedziale (0, 1) a ponadto A4,(0+) = + 0 #4,(1—) =0, dlatego istnicje
doktadnie jedna liczba x, € (0, 1) taka, Ze h,(x,) = 1 (a wigc x, jest pierwiastkiem
(2.15)). Ostatecznie otrzymujemy

N--1
I'= (B}u((N,N+1,..}x[0, DV U ({n} x [+, 1).

Zalozenie (2.12) lematu 2.2 jest spelnione, bowiem
or < inf{j: Y€ {0}JU({N}x[0,1])} < + .

Aby sprawdzié, ze zachodzi réwniez (2.11) zauwazmy, ze z definicji v; < 74,
&, < &y, 0ile 154, < +00, zatem wystarczy pokazad, ze (x,) jest ciggiem male-
jacym (to, ze tafdcuch po ,,wejsciu’ do zbioru {d}u ({N,N+1, ...} x [0, 1]) juz go
nie ,,opuszcza’ jest oczywiste z definicji). Ten fakt z kolei wynika od razu z nie-
réwnosci i,y 1 (%) < Ba(x) = 1 = Ay (x441). W rezultacie stosujac lemat 2.2 oraz
(2.5) wnioskujemy, Zze optymalny moment Markowa dany jest wzorem (2.14), co
konczy dowdd.

3. Zagadnienie omawiane w tej czesci jest w pewnym sensie naturalng kon-
tynuacja problemu poprzedniego. Obserwujemy kolejne wartosci nieskoriczonego
ciggu niezaleznych zmiennych losowych, przy czym za kazda obserwacje placimy
stala kwote ¢. Rzeczywista warto$¢ kazdego wyniku jest wigc réznicg wielkosci
obserwowanej i kosztu wszystkich poprzednich obserwacji. Chcemy zatrzymaé
proces w chwili, gdy rzeczywista warto$¢ jest duza. Zagadnienie to oraz jego roz-
wiazanie jest dobrze znane ([5], [13], [12]), gdy maksymalizuje si¢ $rednia warto$¢
rzeczywista w momencie zatrzymania. Obecnie zamierzamy maksymalizowaé praw-
dopodobiefistwo, ze w momencie zatrzymania warto$é rzeczywista bedzie najwigksza.

Zaloézmy, ze

(2.18) ¢y, ¢&,, ... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie z ciagly dystrybuantg F, takich, Ze

(2.19) E(t3) < + .
Ustalmy ¢ > 0 i zdefiniujmy dla ne N
2.20 &, = C,—ne.

Okre§lamy, jak zwykle, &, = o(&y, ..., &) = 0(Cy, ..., &y) 1 TOZWaZzamy problem

(So) dla ciagu (&,)nen. Nazwijmy to zagadnienie problemem (So,2). Zauwaimy

przede wszystkim, Ze jest on sensowny, bowiem sup &, jest z prawdopodobiernistwem
neN

1 osiagany. Istotnie, z zalozenia (2.19) wynika latwo (patrz [13] lub [5], przyklad 8.3),
Ze

(2.21) limé, = —o p.n.

Zauwazmy jeszcze, Ze mozna by takze rozpatrywaé sytuacje,w ktérej ma sig ,,do
dyspozycji’’ réwniez wszystkie ,,przeszle’” wyniki, tzn. bada¢ problem:
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(So2’) Znalezé moment Markowa wzglgdem (Fa)sen, dla ktérego

supP(r < + o0, max&‘k—cz = sup(max{,—cn))
1ed neN k<n

jest osiagany.
Problem (So,2’) jest jednak réwnowazny (So, 2), tzn. rozwiazanie jednego
z nich jest réwnoczesnie rozwigzaniem drugiego. Fakt ten wynika z tego, Ze

sup(¢, —cn) = sup(max{, —cn).
neN neN ksgn

Udowodnimy nastgpujace
TWIERDZENIE 2.4. Przy zalozeniach (2.18) i (2.19) rozwiqzanie problemu (S,, 2)
(oraz (So, 2")) istnieje i ma postac:

(2.22) 7* = inf{n: &, = maxéy, & > X},
k<n
gdzie x, oznacza, dla n € N, najmniejszy pierwiastek réwnania
o0 1 0
2.23) M o S TTFo+ckF(y) = 1.

m=n+1 1—[ F(x+ck) om0 k=1
k=m

Dowéd ([2)). Mamy (patrz (2.1))
(2.24) = P&, > sup&l§,) = [TFE+cn

k>n

a wiec (2.4) zachodzi dla ¥ = (73, &),
f(n,x) = HF(x+ck), dla neN, xeR.

k>n
Rozumujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 2.3, mozna sprawdzic, ze
po dolaczeniu stanu pochtaniajacego 0 i zdefiniowaniu Y; = 0 dla 7; = +00,
ciag (Y});en jest jednorodnym taficuchem Markowa wzglegdem (F:))jen 0 przestrzeni
stanéw {3}U (Vx R). Funkcja przejscia jest dana wzorem

P(nax;m, (—w,y]) = P(Tj+l = m,$m<}’|fj =n1£n =x) =

m—1
H F(x+ck)(F(y+cm)—F(x+cm))* jesli n<m,
= Yk=n+1
0 jesli  nzm,
m-1
gdzie przyjmujemy, ze [[ F(x+ck) =1 dla m = n+1. Przyjmujemy £(8) = 0
k=an+tl

i mamy (por. (2.6))

00

P, )= > § f0m, »)P(n, x;m, dy) =

m=n+1R
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© m—1
= > [l Fe+ely  § som,y-cmyFeay) =
m=n+lk=ntl {x+cm, + )
o] m—1 o
= > Tl Fatery §  TIFo+enray) =
m=n+1k=n+1 [x+cm, +0) k=1
00 m—1
- [T Fe+ey  §  s0)F@w,
m=n+1k=n4+1 [x+cm, + ©)

gdzie f(y) = f(0,y) = kl;l1 F(y+ck).

Aby wyznaczyé zbiér I" (patrz (2.10)) rozpatrujemy nieréwno$é

0 m-1 0
(2.25) M T Fete  § forF@n < [ Feten.
m=nt+t k=n+1 [x+em, + ) k=n+1

Przeksztalcimy tg nier6wno$é wykorzystujac nastgpujacy lemat:

LEMAT 2.5. (a) Dla kaidego ne N i x dostatecznie duzych mamy f(n, x) > 0.

(b) Dla (n, x) takich, ze f(n, x) = 0 nieréwnos¢ (2.25) nie zachodzi.

Dowdd lematu. Punkt (a) wynika z zalozenia (2.19) bowiem catkowalnos¢
¢, powoduje zZe

NP > x4ck) = Y (1-Fx+ck) < +,
k=1 k=1

a wigc iloczyn [] F(x+ck) jest zbiezny (tzn. f(n, x) > 0) o ile tylko F(x-+
k

=n+1
+ec(m+1)) #0.
Aby udowodnié (b) wystarczy pokazaé, ze jesli f(n, x) = 0, to pierwszy skiladnik
lewej strony nieréwnosci (2.25) jest dodatni, tzn.

Y foF@y >o.

[x+c(rn+1), +0)

Jak wiaénie stwierdzilismy musi zachodzi¢ F(x+c(n+1)) =0, a wigc rozklad
zmiennej losowej £, jest skupiony na [x+c(n+1), + ). Ponadto, znowu na pod-
stawie punktu (a), {y: f{p) = 0} = {y: F(y) = 0}, zatem f(y) > 0 prawiec wsze¢dzie
ze wzgledu na rozklad £,. Te dwa fakty lacznie powoduja, ze wyzej napisana catka
jest dodatnia i dowdd lematu jest zakoriczony.

Wracajac do dowodu twierdzenia 2.4 dzielimy obie strony nieréwnosci (2.25)
przez f(n, x). Z lematu wynika, Ze otrzymana nieréwnosé

e o]

A 1

L | sjoras<t
m=n+1 HF(x+ck) [x+cm, +0)
k=m

jest réwnowazna (2.25). Oznaczmy lewa strone tej nieréwnosci przez h,(x). Fun-
keja h, jest dobrze okreslona na przedziale (a—c(n+1), +00), gdzie a =

2 Matematyka Stosowana XXI
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= sup{x: F(x) = 0}, jest nierosnaca oraz ciggla, co mozna latwo sprawdzi¢ za
. pomocg elementarnych oszacowan. Ponadto

lim h,(x) = + o0, lim h,(x) =0,
x\a—-c(n+1) xAb—c(n+1)
gdzie b= inf{x: F(x) =1} (oczywifcie —o0 <a< +00,~0 <b < +00).

Whnioskujemy stad, Ze réwnanie A,(x) = 1 ma rozwigzanie. Rozwigzaniem nie-
rownosci A,(x) < 1jest natomiast polprosta [x,, + o), gdzie x, = inf {x: A,(x) = 1}.
W rezultacie uwzgledniajac fakt, iz Pf(0) = 0 = f(9), otrzymujemy

I'={o}u nL:'jl({n}Jr [X,, +00)).

Sprawdzimy, Ze spelnione sa zaloZenia lematu 2.2. Jasne jest, iz (2.12) zachodzi,

bowiem z tego, ze lim &, = — oo p.n. (patrz (2.21)) wynika, iz
n-w

or<inf{j: ¥; =9} < +o0 pn.
Aby udowodnié¢ (2.11) wystarczy — z analogicznych powodoéw, jak w poprzednim
twierdzeniu — pokazaé, Ze ciag (X,)nenv jest nierosnacy. W tym celu napiszmy

1
ha(Xns1) = — S FOVF(AY) + Ry 1 (Xy 1)
1_[ F(x,.1+ck) Bnrtcitd) +o)
k=n+1

Przypuéémy, ze pierwszy skladnik po prawej stronie jest réwny zero. W dowodzie
lematu 2.5 stwierdziliSmy jednak, Ze f jest F-prawie wszedzie dodatnie, zatem musi
by¢ F(Xp41 +c(n+1)) = 1, czyli x,41+c(n+1) > b. Dochodzimy do sprzecznosci,
bowiem x,y; < b—c(n+2). W rezultacie otrzymujemy

hn(xn+1) > hn+1(xn+1) =1= hn(xn)s a Stad Xny1 = Xn.
Ostatecznie, stosujac lemat 2.2 i zalezno$¢ (2.5) stwierdzamy, Ze rozwigzanie naszego
problemu jest dane wzorem (2.22), co konczy dowdd.

4. Obecnie powracamy do przypadku skoriczonego; tym razem jednak rozpa-
trzymy bladzenie losowe. Ustalmy dowolne N € N i zalozmy, Ze
(2.26) ¢,,C,, ..., Ly sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkla-

dzie symetrycznym.
Definiujemy:
§6=0, &=0+ ...+ dla 0O<n<N, §,=0,...5),
i rozwazamy problem (Sy) dla ciagu (&)u-o0.1,...n. Nazwijmy to zagadnienie
problemem (S,, 3). Podobnie jak w czesci 2 mozna by, po trywialnej modyfikacji,
rozpatrywa¢é cigg nieskoficzony, nie bedziemy jednak tego robié; jest widoczne, ze
rozwaZania z czg¢Sci 1 pozostaja w mocy i dla ciggu skoniczonego.

Zauwazmy jeszcze, Ze rozpatrywane obecnie zagadnienie jest szczegdlnie
interesujace, bowiem przy dodatkowym zalozeniu o calkowalnosci {, para
(&4, §deco.1.....n jest martyngalem; z twierdzenia Dooba (por. np. [5], tw. 2.3)
wynika, ze dla kazdego skoficzonego momentu Markowa v mamy E(&,) = E(&) = 0,
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a zatem kazda regula stopu jest optymalna dla klasycznego zagadnienia optymalnego
stopowania ¢iggu (£ws=o,1.....N-

Okazuje sig, Zze nasz problem ma takze wiele rozwigzan, jednak istotnie mniej
niz klasyczny. Zachodzi nastgpujace

TWIERDZENIE 2.6, Przy zaloZeniu (2.26) rozwigzaniem problemu (S, , 3) jest kazdy
moment Markowa postaci min(zt, N), gdzie v € Ty (patrz (2.2)). W szczegdlnosci
momenty 0 i N sqoptymalne.

Dowdéd ([1]). Krok 1°. OkreSlamy momenty 1; jak w (2.3) z tym, Ze teraz
oczywiscie Ty = 0, Zgodnie z (2.1) mamy dla 0 < n < N
(2.27) pVn = P(fn = NI;l;lz(" £k|gn) =

=P(0 > max ((py1+ ... +&)IF.) =

Nzk>n

= P(0 > max (lasi+ ... +8))
Nzk>n

wobec zalozenia o niezaleznosci ¢, ..., {y. Ponadto Wy = 1.

Powtarzajac rozumowanie z dowodu twierdzenia 2.3 latwo sprawdzié, Ze po
zdefiniowaniu & = + 0, ciag (7;)o<j<n jest jednorodnym lancuchem Markowa
wzgledem (&:)o<j<n Z przestrzenia stanéw {0,1,...,N, 0} i funkcja przejscia

P(n;m) = P(r)., = m|t; =n) =

0 jesli m<n,
<1 P(n=0) jesli  m =n+1,
P( m’aclx Cagr+ oo +8) <0, 8041+ .. 42 0) jeSli m=n+2,..,N,

przy czym @ jest stanem pochlaniajacym. Widzimy, Zze (2.4) zachodzi dla Y; = 1,
oraz
fm)=W, dla 0<a<N, f(0=0.
Krok 2°. Pokazemy, ze dla 0 < n < N-1,
(2.28) Pf(n) = f(n).
Istotnie, z zaloZenia o niezaleznosci £, ..., Ly i symetrii rozkladéw wynika bezpo-
Srednio, ze (patrz (2.27)) f(n) = P(0 < NI;llil:n (Car1+ ..o +L0). Z kolei, identycz-

nos¢ rozkladow i niezalezno$é daja
(2.29) fin) = P(0 < min (&+ ... +8n)).
Nzk>n

Stad, znowu korzystajac z niezaleznosci otrzymujemy dla m = n+2, ..., N:
P(n;m)f(m) =
= P(max Cnsrd oo FL) <0, Cpyr+ oo +ln > O)P( min (C,‘+ e +C4) = 0)

m>k>n

= P( max ({pir+ ..o +80) <0, 8ppi+ ... +8m >0, min (Ck+ . +iy) = 0)

m>k>n Nzk>m

=P(max ({py1+ oo +8) <0, Lnsr+ oo +Em =0, min (Gt ... +&y) = 0),

m>k>n Nzk>n

2%
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przy czym ostatnia rowno$¢ wynika z tego, ze nieréwnosci
max (Cpeg+ - +6) <0, Copit .. +Cw=0

m>k>n
implikuja
Cm > 0’ Cm—l +Cm 2 0’ LERE Cn+1+ e +Cm > 0-
Analogicznie przeksztalcamy P(n; n+1)f(n+1) oraz P(n; N)f(N) i otrzymujemy

N
Pf(n) = ZlP(”Qm)f(m) = P({Cnn 2 0}”{Nlil’icfin(5k+ v W) = 0})+

N-1
+ Z P({ max (Lpr1+ ..o +80 < 0,801+ .. +Ln > 0}0

men+2 m>k>n

A{ min (C+ ... +Ly) =01+

Nzk>n

+P({lez‘1x Cpsr+ o +8) <0, Ly + ... +iy =010
An{ min (G+ ... +{y) = 0}) = f(n)

Nzk>n

na podstawie (2.29). Z (2.28), wobec faktu, ze Pf(N) =0 < 1 = f(N) wynika, Ze
zbi6ér I' z lematu 2.2 jest cala przestrzenig standéw, a wigc or = 0. W rezultacie
stwierdzamy, Zze v = 0 jest rozwiazaniem problemu (S,, 3).

Krok 3°. PokaZemy, Ze kaidy moment Markowa o, wzgledem (‘&_,)04 <N
taki ze: '

(@) 7; < +00 na zbiorze {¢ =j}(j=0,1,..,N);

(b) r; #Ndlaj=0,1,..,N na zbiorze {oc = +o0}
jest optymalny dla zagadnienia optymalnego stopowania laficucha (7)o<ie<n
z funkcja wyplaty f.

Wystarczy w tym celu pokaza¢, ze E(f(7,)) = E(f(70)) (= f(0)), bo jak whasnie
udowodnili§my, op = 0 jest optymalny. Z zaloZenia (b) wynika, Ze
fz), egdy o<N flz), gdy o<N
flzn), gdy a=+oo={0, gdy o= 400
bowiem 7y moze przyjmowaé tylko warto$¢ N albo +co. W rezultacie wystarczy
udowodnié¢, zedlaj=0,1, ..., N—1

(2.30) E(f(zor))= E(ftanys1))-
Mamy

f(TaAN) = { =f('£',,),

E(f(tory+1)) = E(f(z) Loep)+ E(f (Tyes o> py) =
= E(f(z) lo< )+ E(Io> nE(f (1341)18:,))-
Z (2.28) wynika, Ze
E(f(TH L)lgr_,) = [{rJ <mf(z)-

Z Xkolei, tatwo sprawdzié, e
Iio> p I <y (7)) = Lo f (7))
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Istotnie, réwno$¢ ta zachodzi oczywiscie na zbiorze {7; < N}U {7; = +0}.
Zachodzi ona réwniez na {r; = N}, gdyZ z zalozen (a) i (b) wynika, Ze zbidr
{o > j}n{z; = N} jest pusty (z tego, ze 7; = N wynika, iz 7; = + 00 dla i > j,
zatem na podstawie (a), jeSli ¢ > j, to 0 = + 0 a to stanowi sprzecznos¢ z (b)).

W konsekwencji otrzymujemy

E(f(ToA(jH))) = E(f(ro)]od})"“E(f(rj)l{t»f}) = E(f(TaAj)),
a wiec réwnosé (2.30) jest udowodniona.

Krok 4°. Dla dowolnego v € 7, definiujemy o = j na zbiorze {r = 7; < N}u
v{r=+w,7y=N}dlaj=0,1,...,,N,0 = 400 nazbiorze {t = +, 0; # N
dlaj=0,1,..., N}. Wida¢, ze o jest momentem Markowa wzglgdem (&J)K JeN
spelniajacym (a) i (b). Ponadto P(&,,» =02}i§v &) = E(f(za N)) = E(f(z.)),

a wiec TAN jest optymalny dla (S,, 3) na podstawie rozwaZan przeprowadzonych
w kroku 3°. Dla catkowitego zakoniczenia dowodu twierdzenia wystarczy jeszcze
zauwazyé, ze tyAN = N zatem N jest tez optymalny.

Warto chyba zastanowi¢ si¢ jeszcze nad rola zaloZenia o symetrii rozkladéw
¢,. Problem (So, 3) mozna sformutowaé oczywiscie i bez tego zalozenia, a nastgpnie,
powtarzajac rozumowanie z kroku 1° dowodu, sprowadzi¢ go do zagadnienia sto-
powania lfaficucha Markowa. Symetria rozkladéw byla w istotny sposéb wykorzy-
stana w kroku 2°. Okazuje sig, ze zaloZenia o symetrii nie mozna zastapi¢ zalozeniem
E(Z,) = 0 (mimo, ze (&,, F)o<n<n nadal bytby martyngatem). Co ciekawsze, moze
byé nawet tak, ze E(,) < 0, czyli (&, ndo<nsn jest nadmartyngalem i E(£,) <
< E(&,) = 0 dla kazdego v € Z, a jednak najmniejsza optymalna regula stopu
dla problemu (S,, 3) jest écisle dodatnia. Aby si¢ o tym przekona¢ rozpatrzmy
nastgpujacy

PRZYKLAD. Zalézmy, Ze {,, ..., {y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozkladzie, takim, Ze

max ({4 ... +&) < O prawie na pewno na zbiorze {{; < 0}.
1k N

Niech P(¢, < 0) = p = 1—P(¢, > 0), przy czym (1—p)* > p. Stosujac oznaczenia
takie same, jak w dowodzie twierdzenia 2.6 mamy teraz (patrz (2.27)):
f(n) =P,y <0y=p dla n<N, f(N)=1.

P(n;n+1) = P({pe1 > 0)=1—p,P(n;m) =0dlam #n+1,(n <N) istan d =
= +o00 jest pochlaniajgcy.

Wyznaczymy funkcje f* zdefiniowana przez (2.8). Z (2.7) i (2.8) wynika latwo
(patrz np. [13], [16]), e f* spelnia réwnanie
(2.31) * = max(f, Pf*).
Ponadto, bezposrednio z definicji f* wynika, ze f*(8) = 0, zatem Pf*(N) =0,
astad iz 2.31) f*(W) = f(N) = 1. Jezelin < N, to

Pf*(n) = f*(n+1)P(n;n+1) = f*(n+1)(1-p)
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a zatem, przez indukcjg, Pf*(N—k) = (1—-p)* > p = fAN—k), czyli f*(N—k) =
= (1-p)* na podstawie (2.31) (k = 1, ..., N). W rezultacie f*(n) > f(n) dla n < N,
a wigc optymalny moment o, (patrz (2.9)) dla stopowania taiicucha Markowa jest
postaci

do = inf{j < N:7,€ {N, 0}}.

Widac¢ stad, ze najmniejsza optymalng regula stopu dla problemu (S,, 3) jest tutaj:
czeka¢ do konica, chyba Ze wczesniej pojawi si¢ ¢, ujemne,

IIl. Zagadnienie rozregulowania.

1. Interpretacja tego zagadnienia zostala omowiona we wstepie, dlatego przy-
stapimy od razu do Scistego sformulowania problemu.

Zalozmy, ze w pewnej ustalonej przestrzeni probabilistycznej (2, §, P) sa okre-
§lone niezalezne zmienne losowe 0, 7§V, 7§, ..., 7{®, $?, ... o znanych rozkladach,
przy czym

1° 9§D, 9V,... przyjmuja wartoéci w pewnej przestrzeni mierzalnej (E,B) i maja
ten sam rozklad u,;

2° 9{», p$?, ... przyjmuja wartosci w (E, B) i maja ten sam rozklad u,;

3° Gprzyjmuje tylko wartosci naturalne.

Dla n € N definiujemy

M (w) jesli  n < 6(w),
3.1 p(w) = { @ .
7P(w)  jesli  n = 0(w),

g’n = 0'(77L’ tees nn)'

Niech 7 oznacza jak zwykle klase wszystkich momentéw Markowa wzgledem
(Fw)nen. Dla dowolnego ustalonego m € Nu {0} rozpatrujemy nast¢pujacy problem:

(D.) Znalezé =* € I takie, ze
P(|0—7*| < m) = supP(|0—7| < m).
ed

Zauwazmy przede wszystkim, ze (D,,) jest szczegdlnym przypadkiem problemu
(G) oméwionego w rozdziale I. Istotnie, wystarczy w tym celu zdefiniowaé &, = n
dla n e N oraz B(w) = [0(w)—m, 6(w)+m].

2. Znajdziemy rozwigzanie problemu (D,) przy dodatkowym naturalnym za-
tozeniu, ze rozklad n{® jest absolutnie ciagly wzgledem rozkladu 7§ oraz ze § ma
rozklad geometryczny. Sytuacje ogdlniejsza przedyskutujemy pézniej.

Dla skrécenia zapisu w ponizszych dwu twierdzeniach sformulujemy rozwigza-
nie probleméw (Dy) i (D,). Rozwigzanie (D,,) dla m > 1 otrzyma si¢ przez latwa
analogie.

TwierRDZENIE 3.1 ([4]). Zaldimy, Ze ., jest absolutnie ciggla wzgledem p, i oznaczmy

d/lz
3.2 = , V= -1
( ) 4 d,ul H1°8
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(tzn. v jest rozkladem zmiennej losowej g(n$")). Zaléimy ponadto, Ze
(3.3) P(6 = n) = p"*(1-p)
dla n € N i ustalonego p € (0, 1). Wowczas

(a) Rozwiqzanie problemu (D,) istnieje, jest skoriczone p.n. i ma postaé

3.4 t* = inf{n: g(n,) = r*},
gdzie r* = lim r,,, zas
n—-o
(3.5) Fi=P, Tpp1= pSmax(u,r,,) v(du), neN

(a wigc r* jest rozwiqzaniem réwnania
(3.6) r¥=p Smax(u, r¥)v(du));

(b) Maksymalne prawdopodobieristwo prawidlowej detekcji dla problemu (Do)
jest réwne

(.7) PO = v*) = I;P P,

TwIErDZENIE 3.2 ([4]). Przy zalozeniach takich samych jak w twierdzeniu poprzed-
nim:
(a) Rozwigzanie problemu (D,) istnieje, jest skoriczone prawie na pewno i ma
postac

(3.8) v* = inf{n:n > 1, (), g g(Mn-1)) € 4},
gdzie

3.9 4= {(x,y) ER*:y > pSr*(u, xu)v(du) —px —pz},
przy czym r¥*(x,y) = limr,(x, y), zas

(310) rl(xay) = P2+Px+y,

Fap1(x,y) = max (rl(x, s pSr,,(u, xu)v(du)) :
dla n € N (a wigc r* jest rozwiqzaniem réwnania
(3.11) r*(x, y) = max (p2 +px+y,p Sr*(u, xu)v(du)});
(b) Maksymalne prawdopodobieristwo dla problemu (D,) jest réwne

2

(3.12) P(l6—7* < 1) = 1;1’ r*(0, 0).

Widzimy wigc, Ze rozwigzujac problem (Do) albo (D,) wystarczy bra¢ pod uwage
tylko ,,ostatnie’ wartosci n (dla (D,)) albo ,,ostatnie i przedostatnie” (dla (D,)).
Nie trzeba np. oblicza¢ warunkowego rozktadu 6; bylo to konieczne dla rozwigzania

zagadnienia rozregulowania w sformulowaniu rozpatrywanym przez Sziriajewa
w [16], [17].
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Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:
(3.13) Cn = 8(na)
(314) Tty = P(B < nlgn)

Zanim udowodnimy twierdzenia 3.1 i 3.2, sformulujemy lemat zawierajacy
wszystkie potrzebne wzory rachunkowe.

dla nek.

LEMAT 3.3. Dia k,n € N i dowolnej borelowskiej funkcji h: R, - R, zachodzq
wzory:
k

P
(1 —p)i;p"‘c_?,.&n-l o b

jesli  k>=n,

3.15 PO > k|F,) =
319) @ > kig (1-p) =Z P wlamy o G D"

jesli  k <n,

(1 —p)'_;p‘"‘é‘ni a1 bt

(3.16) E (h(CrIBn) = § 1) (11 —p(1 =)+ p(1 7)) (),

(3.17) E(h(Cns )1 =Ty )IT) = p(1 —72,) Sh(u)V(du)
Dowdéd lematu 3.3. Ze wzoru Bayesa (patrz np. [19], str. 302), wynika, ze

P = k)

jesli k> n,

n

2 PO =gl - g+ 3 PO =
PO = K)gn,) ... (1)
2 PO = Dgln) - gln)+ 3 PO =)

i=1

P(0 = k|&n) =

jesli k<,

b

a stad po uwzglednieniu (3.3) i (3.13) wynika od razu (3.15). Aby wyprowadzié
(3.16) zauwazmy, Zze §, < (0, (", ..., 72, 9P, ..., 5$?), co lacznie z (3.1) impli-
kuje

E(h(Cur)IB) = E(E((elmn))I0, 750, ooy 162, 2, ., P)I,) =
= E(lp<nsn E(h (g20)I0, 162, .., 02, 72, ..., n$)[F) +

+E(I{e>n+1}E(h(g(n,‘,?,))]ﬂ 7, L, g m)l‘{‘},,)

Zmienne losowe 5} i $%; sa niezalezne od (8, 7Y, ..., 752, 92, ..., 58,
zatem otrzymane wyrazenie jest rOwne

E(h(sm20)PO < n+1F)) +E (h(e@R)) PO > n+1F,)) =

= {h@ur@u)(1-P© > n+11§.))+ | h@)(@) PO > n+ 113
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na podstawie (3.2). Z (3.15) wynika, ze PO > n+1|g,) = p(1 —=,), dochodzimy
zatem do wzoru (3.16). Wreszcie, aby udowodni¢ (3.17), wystarczy zauwazy¢, Ze
z (3.15) wynika latwo, iz

p(l —m,)
Cni1(1=p(1 7))+ p(1 —2,)

(3.18) 1 —Ttpyy =

a nastepnie skorzysta¢ z (3.16). Dowdd lematu jest zakonczony.

Dowéd twierdzen 3.1 i 3.2. Przedstawimy tylko dowdd twierdzenia
3.2, Dowdd twierdzenia 3.1 przebiega analogicznie.
Zgodnie z (1.1) badamy

Zn = P(w—nl < llgn)'

Zauwazmy przede wszystkim, Ze wystarczy bra¢ pod uwage tylko momenty Markowa
teJ, 1 2 2, czylistopowad ciag (Z)n=2. 3, ... Jest tak dlatego, ze dla dowolnego
t€J zachodzi

P(l0-7] < 1) < P(|0 —max(7,2)| < 1).

Ze wzoru (3.15) i z definicji &, (patrz (3.14)) wynika bezposrednio, Ze

(3.19) Zy =2 (=)@ + Pt L)

dla n = 2, czyli
Zn =f(7zns Cn’ CnCn—l)’
gdzie

1

(3.20) f@,%,3) = =5 (1 =0+ px+).

Nie trudno sig¢ przekonaé, Ze (7, {n, Enln-1)nm2,3,... jest jednorodnym laficuchem
Markowa wzgledem o-cial (Fo)nes, s,.... Rzeczywiscie, z (3.18) i z (3.16) wynika,
ze dla dowolnej borelowskiej, nieujemne;j funkcji A

E(h(ﬂ,,+1 ’ €n+19 Cn+l n)) = hl(nm Cn)’

gdzie (borelowska) funkcja 4! nie zalezy od n. W istocie korzystamy tu z lekkiego
wzmocnienia réwnosci (3.16), gdyz funkcja, ktérej warunkowa wartosé oczekiwana
liczymy, zalezy — oprécz &, — takze od &, i m,. Dowéd odpowiedniego wzoru
przebiega jednak bez zmian i w tej ogdlniejszej sytuacji; trzeba skorzysta¢ tylko
z elementarnych wlasnosci warunkowych wartoéci oczekiwanych (patrz np. lemat
8.16 w [5]).

Widzimy wigc, ze nasz problem sprowadza si¢ do zagadnienia optymalnego
stopowania laficucha Markowa (7, Ca, CaCu—1)a=2,3,.. Z funkcja wyplaty dana
przez (3.20). Okazuje sig, Ze w rozwazanym przypadku nietrudno znalezé postaé
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funkcji f* zdefiniowanej przez (2.8). Z (3.17) wynika, ze
Pf(v,x,y) = E(f(ﬂrwls Casts Cnvr C)lmw = 0, Cn =%, Calpy = J’) =

E ( Il;;p (1 =74 1) (P* + Pl 1+ Cns1 Cn)'gn)] =

=0, ln=X, {nln-1=y

l1-p

= o)p S (p*+ pu + xu)v(du).

Stad (patrz (2.7)),

Qf(v,x,y) =

(p +px-+y, pS(p2+pu+xu)V(du))
Z kolei wykorzystujemy zZnang rownosé (patrz np. [16], tw. II. 1)

Q"*f = max(f, PQ’f),

definiujemy 7,(x, y) wzorem (3.10) i po zastosowaniu (3.17) otrzymujemy przez
indukcje

n+1(x y)

W rezultacie

(3.21)  f¥*(v,x,y) =
a wiec
{(@,x,) €0, xR, xRy: f(v,x, y) =f*©,x,p)} =
= (0, )x {(x,y) e R: p*+px+y =r*(x,»)}.
Z (3.10) wynika natychmiast réwno$¢ (3.11), zatem
{f=r*}=(0,1)x4,

gdzie A jest zdefiniowane przez (3.9).

Aby wiedzieé, ze moment Markowa 7* zdefiniowany przez (3.8) jest optymalny,
wystarczy (por. twierdzenie 1.1 i (2.9)) udowodnié, Ze jest on z prawdopodobien-
stwem 1 skoriczony. Oznaczmy w tym celu

v)limr,(x,y) = r*(x, y),

n—»oo

a = inf{x: P(g(n?) < x) = 1}.

Przypu$émy najpierw, 2e a < +00. Wéwczas {, < a p.n. dla n € N, bowiem
(patrz (3.2))

0 = P(g(n$?) > a) > au,(g > @) = aP(g(ni") > a).

Widzimy ponadto, Zze miara » jest skoncentrowana na [0, a]. Wnioskujemy stad,
Ze

P*+plnla-1 < p*+pa+a® pn
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oraz

p § (0% +pu+,u)(du) < p(p*+pa+a?) pan.
a z tego, na podstawie wzordw (3.10), przez latwa indukcje
(3.22) pS r¥*(u, C,u)v(du) < p(p*+pa+a?) pn.

Z niezaleznosci wynika, Ze zmienne losowe p?+pl,+.la—; beda z prawdopodo-
bienstwem 1 przyjmowaé dla pewnych n wartosci dowolnie bliskie p?+pa+a?,
a wigc wigksze od p(p?+pa+a?). W konsekwencji z (3.22) i z definicji v* wniosku-
jemy, ze t* < +00 p.n.

W przypadku, gdy @ = +oo rozumowanie jest podobne. Dla n > 0 zachodzi
Ln = g($?), za$ zmienne losowe g(n{?), g(n$?), ... sa niezalezne i przyjmuja war-
tosci dowolnie duze, zatem

g g2 = p\r*(u, gnPyu)v(du)

dla nieskonczenie wielu n prawie na pewno. W rezultacie 7* < + 00 p.n. i dowéd
czesci (a) twierdzenia 3.2 jest zakonczony.

Wzér (3.12) udowodnimy korzystajac ze znanego faktu (patrz np. [16], tw. 11.3),
ze wartos¢ funkceji f* w danym punkcie jest rowna maksymalnej sredniej ,,wyplacie”
dla laficucha startujacego z tego punktu. Na podstawie (3.21) mamy zatem

P(j0—*| < 1) = E(f*(m2, &2, £2 81) =
1

p"z” E((1 —m)r* (L2, L2 0) =

= lp—zp E(P(O 2 3|F)r* (L2, & CI)) =

= 1p—2p E (To>57* (g8, g(ns)g(n?))) =

= 1p—2p P > 3)E(Sr* (, g(n‘l")u)v(du)).

SkorzystaliSmy tu oczywiscie z niezalezno$ci zmiennych losowych 8, 7Y, 7§V,
Z kolei zauwazmy, Ze na podstawie (3.11)

p§r*(u, xu)v(du) > p{ (v +pu+xu)y(du) = p(p?+p+x) > p*+px
Stad i z (3.11)
r*(x, 0) = max (p2+px, pSr*(u, xu)v(du)) =p Sr*(u, xu)v(du).

W konsekwencji, korzystajac dwukrotnie z tej réwnoéci, po uwzglednieniu (3.3)
mamy
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P(l0-7*|< 1) = —I%F— E (r*(g(), 0)) =

1-p * —
= Sr (u, 0)v(du) = -

co konczy dowdd twierdzenia.

3. Jako przyklad rozwiazemy problem (D,) w przypadku, gdy 7§V i #$¥ maja
rozklady wykladnicze. Zalézmy wigc, ze 9" ma rozklad wykladniczy z parametrem
2., za$ 5$® —rozklad wykladniczy z parametrem A,, przy czym A, # 4,. Aby
znalezé r*, rozwiazemy réwnanie (3.6). Ma ono teraz postaé

(3.23) r¥=p S max ( j e—(lz—lt)" r*)l e~ Mudy .
1
0

Oznaczmy
(3.249) c(r*) = —— ! log - A r*,

' Ai=7, °2,

Zalézmy najpierw, ze 4, > A,. Musi by¢ wtedy ¢(r*) > 0, bo w przeciwnym

+00

przypadku prawa strona rownania (3.23) bylaby réwna p S r¥l; e~ Mdu = pr*,
0

a wigc r* # 0 nie spetialoby tego réwnania. Widzimy zatem, Ze p < r* < 4,/4,.
Prawa strona réwnania (3.23) jest réwna

or*) + o0

p S Ae~Mdu+tp S r¥i, e Hdy =
0 o(r*)
21 A2f(Az—24y) . ALf(A2—~21)
e p—p | 2L % * | Mok
peo(iyr) e i)
Oznaczmy
_ ;&2
= .

Roéwnanie (3.23) ma teraz postaé
(3.25) pol = (g —1)(*) =D —p* 4 p = (.

Za pomocy elementarnej analizy stwierdzamy, Ze réwnanie to ma w przedziale
[p, «] dokladnie jeden pierwiastek; pierwiastkiem tym musi by¢ wigc r*.
Zalézmy teraz, ze A, < A;. Moga zaj$¢ dwa przypadki: c(r*) < 0 albo c(r*) > 0.
4+
Jezeli ¢(r*) < 0, czyli r* € «, to (3.23) ma posta r* = p S Aye~*"du. Roéwna-
0

nie (3.23) ma zatem rozwiazanie w przedziale [0, «] wtedy i tylko wtedy, gdy p < «
i wowczas to rozwiazanie jest rowne p. Gdy ¢(r*) > 0, tzn. r* > o, (3.23) ma postaé
o(r) +00
r¥=rp S r¥Ad e~ M'du+p S Aze*a¥dy
0 ore)
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l1-ua )l—“ ( o )“
r* = - .
d ( 1-p p
Eatwo sprawdzié, ze ta liczba nalezy do przedzialu («, + o0) wtedy i tylko wtedy,

gdy p > «.
W rezultacie dla kazdego « mamy jednoznaczne rozwiazanie réwnania (3.23)
i po zastosowaniu twierdzenia 3.1 dochodzimy do nastepujacego twierdzenia:
TWIERDZENIE 3.4. Jezeli zmienne losowe n{V, %Y, ... majq warto$ci rzeczywiste
o rozkladzie wykladniczym z parametrem A, zmienne losowe 7, 95, ... majq roz-
klad wykladniczy z parametrem ol (o # 1), za$ rozklad 0 jest dany przez (3.3),
to rozwiqzaniem problemu (Dy) jest

skad mamy

k

T* = inf{n: A=-a0)n, 2 log%],

gdzie
[ Jjedyne w przedziale [p, o]

rozwiqzanie réwnania (3.25), gdy a>1,
= 1D, gdy p<a<l,
1-a )1_“ ( o
{p(‘l—p 7)’ gay =<p.

Zauwazmy, Ze jezelip< a < 1, to 1* = 1.

Yatwo takZe sprawdzié, ze jesli u, i p, ,,bardzo si¢ réznig”, tzn. « — 0 albo
@ — o, to maksymalne prawdopodobienstwo wykrycia momentu rozregulowania,
dane wzorem (3.7), dazy do 1.

4. Na zakoficzenie tego rozdziatu zastanowimy si¢ nad uogdlnieniem zagadnienia
omawianego w czesci 2. Zalézmy mianowicie, ze zmienne losowe 7§, %, ..., 7{?,

79, ... spelniaja (3.2), natomiast
Pl =n)=p, dla neh,

def N
przy czym s, e > px>0dlaneN. Rozwazmy teraz np. problem (D;). Oka-

k=n+1
zZuje sig, Ze i tutaj mozna zagadnienie sprowadzié do stopowania tancucha Markowa.
Przez bezposrednie uogdlnienie lematu 3.3 otrzymujemy (por. (3.19))

PO =11 < 1T = = (1 =) uss +Paba s Enbanes) = 0, s by Calines),
gdzie
f1,9,%, 9) = = (L=0) By + Do+ Pacs ).

Nietrudno sprawdzié, ze ((n, 7s, Cny Cn Cnm1))n=z2.3,... jest laficuchem Markowa
wzgledem (F,)a=z.s. . Rozumujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.2
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stwierdzamy, Ze .
fH0,5,0) = 5 (=0, %, ),
gdzie r*(n, x, y) =klimr,‘(n, Xx,¥), zas
-0
r1(n, %, Y) = Ppsr+PnX+Pa-1V,

rk+1(n9 X, y) = max(rl(n’ x’ y)’Srk(n_l-l’u’ xu)‘l)(du))

dla k € N, a wigc r* jest rozwigzaniem réwnania

r¥(n,x, y) = max (p,.+1 +PnX+Pa-1Y5 Sr*(n+ Lu, xu)V(du))-

W konsekwencji, optymalny moment Markowa, o ile istnieje, ma postac

T* = inf{n: n > 13Pn+1 +pnCn+Pn—1 Cnc -1 > Sr*(n+l,u9 C,,u)v(du)}.

Trudno$¢ polega tutaj na tym, Zze chyba nie sposob podaé ogélnych prostych
warunkow zapewniajacych istnienie optymalnej reguly stopu. Np. nie wiadomo,
kiedy ©* < +co0 p.n.

Warto na koniec wspomnie¢ o dalszym naturalnym uogdlnieniu problemu (D,,):
Dla dowolnych ustalonych m,,m, € Nu {0} moZna szukaé momentu Markowa
maksymalizujacego

PO—m; € v < 04my).

tatwo si¢ przekonaé, Zze przedstawiona wyzej metodg mozna zastosowaé do
rozwiazania takze i tego zagadnienia.

IV. Wersja problemu (S,) dla niezaleznych zmiennych losowych pojawiajacych sig
zgodnie z procesem odnowy. Rozdzial ten zawiera wyniki pracy [3] i czgsciowo [2].
1. Wszystkie rozwazania beda przeprowadzane przy nastgpujacych zalozeniach:
@4.1) &, &,, ... s3 niezaleznymi rzeczywistymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie z ciagla dystrybuantg F.
(4.2) o4, 02, ... sa niezaleznymi dodatnimi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie z ciagla dystrybuanta G,
(4.3) T jest dodatniag zmienna losowa o dystrybuancie H,
@44 &,%,...,01, 02, ..., Tsaniezalezne.

Zmienne losowe ¢4, 02, ... interpretujemy jako kolejne odstepy czasu miedzy
pojawieniami sie wielkosci &, &,, ... Zmienna T jest momentem, w ktérym ekspe-
ryment sig koriczy. Obserwujac kolejne realizacje ¢ i & chcemy zatrzymaé proces nie
p6zniej niz w chwili T, tak aby z maksymalnym prawdopodobieristwem trafi¢ na
wartosé £ najwigksza sposréd tych, ktére sig pojawily, i pojawig si¢ do momentu T
(patrz wstep).
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Oznaczmy
Rll = 91+ eoe +gn dla nEN, Ro = 0,
N(t) =max{n>0:R, <t} dla >0,

tak wigc N(z) jest iloécia tych &, ktore pojawily sig do chwili 7.
W momencie, gdy widzimy &,, znamy wszystkie poprzednie wartoéci £ i , a takze
wiemy czy moment T juz nastapil, czy nie, tzn, znamy zdarzenia z g-ciala

(45) gn = G(EL’ sery fn’ Q1545 Cn> TI[O,R,,J(T))
(n € N). Oznaczajac, jak zwykle przez J klase wszystkich momentéw Markowa
wzgledem (§,).eny rozwaZany przez nas problem mozna teraz sformulowaé na-
stgpujaco:

(So, R) Znaleié t*e 7, takie ze

P(z* < N(T), £ = max &) = sup P(z < N(T), &, = max &)
k< N(T) e k< N(T)

(litera R pochodzi od stowa ,,renewal’”). Podobny problem zostal niezaleznie sfor-
mutowany w [18].

Zagadnienie to, z powodu swojego ciaglego charakteru, rozni si¢ nieco od po-
przednich i nie jest juz szczegélnym przypadkiem problemu (G) omawianego w roz-
dziale I. Okazuje sig jednak, ze metody wypracowane w poprzednich rozdziatach
mozna zastosowaé i tutaj. Zachodzi

TWIERDZENIE 4.1. (a) Przy zalozeniach (4.1)-(4.4) problem (S,, R) moZna spro-
wadzi¢ do zagadnienia optymalnego stopowania pewnego laricucha Markowa.

(b) Rozwigzanie problemu (S,, R) istnieje i ma postac

4.6) * =inf{n: §, = Taxfk, (R,,,F(&,,)) €A},
<n

gdzie A jest pewnym podzbiorem R, x [0, 11, zaleznym tylko od G i H.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy nastepujacy lemat o warunkowych
wartosciach oczekiwanych.

LeEMAT 4.2. Zalézmy, ze X, Y, T sq niezaleznymi zmiennymi losowymi (nieko-
niecznie rzeczywistymi). Wowczas przy naturalnych zalozeniach o mierzalnosci i cal-
kowalnosci

E(g(X’ Y’ T)]X’ h(X, T)) = E(E(g(x: Y’ t))]t:T]h(x’ T))]x:Xs
gdzie symbole \,_y i lv_x o0znaczajq, ie po obliczeniu wartosci oczekiwanej pod-
Stawiamy T na miejsce t i, odpowiednio, X na miejsce x.

Dowdd tego lematu pominiemy, wynika on wprost z definicji warunkowe;j
wartodci oczekiwanej i z twierdzenia Fubiniego. Nie bgdziemy tez precyzowad
zatozeni; chodzi po prostu o to, zeby wszystkie wystgpujace we wzorze funkcje byly
mierzalne. U nas tak bedzie.

Dowéd twierdzenia 4.1. Aby podkresli¢ analogie, bedziemy stosowaé
te same oznaczenia co w rozdziale II, To samo rozumowanie co w dowodzie twier-
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dzenia 2.3 pozwala zastapié &, przez F(&,), czy — co na jedno wychodzi — zatozy¢,
ze &,, &,, ... maja rozklad jednostajny na [0, 1]. Rozwazmy teraz (por. (2.1))

P(n < N(T), &, = max mgn) S‘P(N(T) = m, & = max IF,) =

m= n

Z,

n<k<m

Igpmmaxin O P(Rn< T'< Ruyys &> max &[T
ks" m=n
Na podstawie lematu 4.2 mamy (patrz (4.5))

0
Zn = I(En=maxfk}z E(P(r+9n+1+ +Qm < t < r+0n+l+ +9m+1’
k<n

m=n

x = max Yot o, i(T))r=Ru x=tn =

n<ksm
o0

= I, maxg,}E(Z X" "P(Ryy_n < t—1 < Ry ps1)le=1| Tlpo, r](T))]r Ry x=fn =

=]
— Fgvemantg E (D x"P(N(t=r) = m)lher| Thio,n(D)lr = r=5r
k<n m=0
Oznaczmy przez (¢, ) funkcje tworzaca rozkiadu zmiennej losowej N(t), tzn.

E(x¥® dl t=0,
{(x ) 2 x € [0, 1].

dla t<0,

Warunkowa warto$é oczekiwana wystgpujaca w otrzymanym wyrazeniu mozna
teraz zapisa¢ krétko:

4.7 (L, x) =

E((p(T—r’ x)l T][O,r](T))'

T¢ warunkowa warto$é oczekiwana mozna latwo obliczyé wykorzystujac fakt,
ze @(T—r, x) jest rézna od zera tylko na dwdch atomach o-ciala a(TI[o,,](T)),
to jest na {T > r}i {T = r}. Otrzymujemy

1
I{T>’) P(T> ) E(?’(T r, x)I{T>r})+I{T_r}

W rezultacie, uwzgledniajac fakt, ze rozklad zmiennej losowej R, nie ma, dla n € N,
punktéw skokowych (patrz zat. (4.2)) mamy:

1
(48) Zn = I{E,,:]:n;:&, T> Ry} W(R") E(‘P(T_ra X) I{T> r))]r:Rn, x=f =

1
=I(En=l:n::ex,n<N(D}fm S @(t—R,, £,)dH(t)

(Rn, + )
prawie na pewno.
Problem (S,, R) sprowadza si¢ teraz do znalezienia t* € J maksymalizujacego
E(Z.), przy zaloZeniu Z,, = 0. Jest jasne, Ze wystarczy rozpatrywa¢ momenty Mar-
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kowa tylko z klasy 7, (por. lemat 2.1), gdzie tym razem
To={r€T:v=n=>n<N(T), & = max{,,ncN}.
k<n

Modyfikujac odpowiednio (2.3), definiujemy
1 jesli- 0, < T,
o= {+oo jesli oy > T,
Ty = inf{n: n < N(T),n > 7,8, 2 5,1}, jeN.
Dla dowolnych s = 0, y € [0, 1] policzmy
PR, < s.&,, <)) =

Ti+1

© ©
Z Z ](11=n)P(Tj+l =m,Rpn<s,6n 2 yl%n) =

n=1 m=n+1
© ®© )
= men=1(y, + m-n _
- Z [(1j=n}§ iy —é&) '1““'—'——_H(Rn) S G*™"(tAs—R,)dH(t),
n=1 m=n+1 (Ra, +0)

gdzie G** oznacza dystrybuante R, ; rachunki pomijamy, gdyz sa one analogiczne do
przeprowadzonych powyzej. Wykorzystujac latwy do wyprowadzenia wzor

Z xk—lG*k(u) — 1_¢(ua x) ,

=i 1—x

gdzie @ jest zdefiniowane wzorem (4.7), otrzymujemy
(49) P(R'J+1< S, Er_,+l< yl%’l) =

(y_fr )+ 1
= I, < + ) 1—5:, T—AR.,) S (1 —@(tAs—R,, E,,))dH(t).

Rz, +00)

Widaé teraz, ze jezeli zdefiniujemy
Y, =R, &) jeSli 7,< +o0, Y,=0 jesli 7, = + o0,
to (Y))env jest jednorodnym taficuchem Markowa wzglgdem (‘&J)jezv 0 przestrzeni
stanéw ([0, a)x [0, 1)) {0}, gdzie
4.10) a =inf{t: H(t)=1}.

Funkcja przejécia wyraza si¢ wzorem

@11 P(r,x;[0,51x[0,y]) = PR, <5, <R, =1,§ =x) =
_(y=x* 1 _ _
T 1-x 1-H(r) (rSoo) (1 —gp(tAs—r, x))dH(1),

za§ J jest stanem pochlaniajacym. Ze wzoru (4.8) wynika, ze dla kazdego 1€ 7,
E(Zr) = E(f(Ya))’

3 Matematyka Stosowana XXI
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gdzie

(4.12) fir,x) = -1—__}{—(0 S o(t—r, x)dH(t)

(r, + )

dla r € (0, @), x € (0, 11, f(0) = 0, za$ o jest momentem Markowa wzgledem (g,J)jeN
zdefiniowanym identycznie, jak w rozdziale II. W konsekwencji, problem (S,, R)
zostal sprowadzony do zagadnienia stopowania taficucha Markowa (Y));en z funkcja
wyplaty f, co konczy dowdd punktu (a) twierdzenia.

Moment o, zdefiniowany przez (2.9) jest chwila pierwszego dojécia laficucha
do zbioru

()4 (I {(r,x) e [0,a)x [0, 1]: f(r,x) = f*(r, %)},

gdzie f* jest okre§lone wzorem (2.8). Moment ten jest z prawdopodobienstwem
1 skoniczony, bo taiicuch dochodzi prawie na pewno do stanu d. Stad juz wynika,
Ze rozwigzanie problemu (S,, R) istnieje i ma postaé (4.6). Twierdzenie jest udo-
wodnione.

W przypadku ogdlnym bardzo trudno jest wyznaczyé zbior A efektywnie. Za-
stanéwmy si¢ nad mozliwoscia zastosowania lematu 2.2. Zbiér I’ zdefiniowany przez
(2.10) ma postaé I = {9} I", gdzie

4.13) "= {(r,x)e[0,a)x[0,1]: Pf(r,x) < f(r,x)},
za$§ (patrz (2.6) i (4.11)).

4.14) Pf(r,x) =
=~’——1————S S S s+r, »)d(1—e(s, x))dH(t)d
THEm) ), ) ) Serr =g 00,
gdzie d(1—¢(s, x)) oznacza catkowanie po mierze, ktérej dystrybuanta (na R.)
jest 1—@(+, x). Jest jasne, ze warunek (2.12) jest spelniony. Dalej, bezposrednio
z definicji wynika, Ze R,J+1 > R,J, E,JH > E,J oile 7;,; < +, a wigc warunek
(2.11) bedzie spelniony, jezeli zbiér I bedzie si¢ sklada¢ z punktéw prostokata
[0, a] x [0, 1] lezacych nad wykresem pewnej funkcji nierosngcej. Otrzymujemy
zatem
TwIERDZENIE 4.3. Jezeli zbior I" zdefiniowany przez (4.13) ma postaé

FI: {(T,X)E[O,G)X[O,I]:l >x>x(r),a>r>0}.

gdzie x() jest funkcjq nierosngcg, to I'' = A.

2. Na zakoficzenie rozpatrzymy konkretne przykiady zastosowania ostatniego
twierdzenia.

Zat6ézmy, ze zmienne losowe g,, 0, ... maja rozklad wykladniczy z parametrem

A(% > 0), tzn. (N(?))eer, jest procesem Poissona z parametrem A. Jest to zaloZenie
chyba najbardziej naturalne. Mamy wowczas (patrz (4.7))

(4.15) g(t, x) = exp(—it(1 —x)).
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Przypu$émy ponadto, ze T ma rozklad jednopunktowy tzn. T = a, gdzie a jest
okreslone przez (4.10). Z (4.12) i (4.14) za pomoca elementarnych rachunkéw otrzy-
mujemy

M—x(T—r)

F’={(r,x)e[O,T)><[0,l]: S %(e"—l)dugl}_
0

Niech «y oznacza (jedyng) liczbe taka, ze
%o
S —l—-(e"—l)du =1
- =
0
(2o = 0,8043 ...). Nieréwnoé¢ definiujaca zbiér I” mozna teraz zapisa¢ A(l1 —x)x
x (T—r) < o, a Wige

(4.16) I'={(r,%): 0<r<T,12x2(1—a/i(T-r)*}.
ZalozZenia twierdzenia 4.3 sa spelnione, zatem na podstawie twierdzen 4.2 i 4.3
otrzymujemy

TWIERDZENIE 4.4 JezZeli zmienne losowe @4, 0,, ... majq rozkiad wykladniczy
z parametrem A, za$ T jest stale, to rozwiqzanie problemu (Sq, R) ma postaé

t* = inf{n: &, = max§,, (R,, F(§,))el"},
ksn

gdzie I jest dany przez (4.16).

Zauwazmy, ze moze by¢ tak, iz I'" jest calym prostokatem [0, T) x [0, 1]; bedzie
tak wtedy, gdy 7 € «o/A. W tym przypadku nalezy zatrzymywaé proces w mo-
mencie pojawienia si¢ pierwszego &.

Z kolei, rozpatrzmy inna naturalng sytuacj¢: g,, 02, ... oraz T maja rozklady
wykladnicze z parametrami, odpowiednio, 4, u. Korzystajac z (4.12), (4.14) i (4.15),
z fatwoscia stwierdzamy, ze ‘

I ={¢, x) e R, x [0, 1]: log (A0 —x)+ w)fu) < 1} =
= R, x[(1—(e—Du/A)*, 1].

Tak wigc i w tym przypadku mozna zastosowaé twierdzenie 4.3 i wywnioskowaé,
Ze moment Markowa

t* = inf{n: &, = max &, F(&) > (1—-(e—=DufA)*}
k<n

jest optymalny dla rozpatrywanego zagadnienia.
Widaé, ze definicje t* da si¢ tu napisa¢ w jeszcze prostszej formie, bowiem

warunek &, = max§, mozna opuscié. Co wiecej, nietrudno obliczyé maksymalne
k<n

prawdopodobiernistwo wynikajace z zastosowania optymalnej reguly stopu. Istotnie,
0znaczmy

a=Ailp, xo=(1-(e=1)/a)*

3
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i napiszmy

P = P(T* < N(T): & = max ‘fk) =
k< M(T)

_ 00 m o m 1 n-1 1 L ym—n+1
—22(a+1) 2+l ° m-n+l (1 =xg=%.

0

e \" 1 1 1
Pras —Z(a+l) a+l m o+l log(@+1).

Jezeli x, > 0, to po zamianie kolejnosci sumowania i elementarnych rachunkach
otrzymujemy

o0
_ Y A x ( o ) 1
Pm"—Z;:T’% (m) (“’g(l‘m"f’) log\l-—=7)) =%

n=1

Udowodniliémy w ten sposéb

TWIERDZENIE 4.5. Zaléimy, Ze o, , 02, ... majg rozkiad wykladniczy z parametrem
A, za$ T — rozklad wykladniczy z parametrem p i oznaczmy o = Afu. Wowczas

(a) Jeieli « < e—1, to ©* = 1 jest rozwiqzaniem problemu (So, R) i prawdopo-
dobienstwo, Ze stosujqc te regule stopu otrzymamy maksymalne & jest réwne

ar 1 log(ex+1);

(b) Jezelia > e—1,to

o = inf{n: F&) > 1- e;1 }

Jest rozwiqzaniem problemu (8o, R), za$ prawdopodobienstwo wynikajgce ze stoso-
wania tej reguly stopu jest réwne 1/e.

Zauwazmy, ze ,,naturalny”’ jest przypadek « > e—1, gdyz T nie powinno by,
,,$rednio”, male w poréwnaniu z g.
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