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polach powierzchni
(Praca przyjeta do druku 12.03.1979)

1. Informacje wstepne. Praca zostala wykonana dla zastosowan kartograficznych.
Kartografia i w ogdlnosci geografia wspolczesnie czesto zajmuje si¢ opracowaniami
statystycznymi rozkladu réznych wartosci empirycznych, odnoszonych do tzw. pol
podstawowych, czyli pdl o jednakowej powierzchni. Podzial na tréjkaty krzywo-
liniowe, a nie na inne figury, jest spowodowany konkretnymi warunkami — mozli-
woscia laczenia tych tréjkatéw w sze$ciokaty, co daje korzystne rozmieszczenie osi
interpolacyjnych. Istnieja liczne opracowania oparte na szeSciokatnych polach
podstawowych dla poszczegdlnych kontynentéw i krajéw, natomiast nie bylo
podobno dotychczas podzialu na tréjkaty i szesciokaty o jednakowych polach
powierzchni dla calej Ziemi.

Dla samego  podzialu na trdjkaty krzywoliniowe wykorzystano linie wspol-
rzednych sferycznych geograficznych z latwo zrozumialych powoddéw, natomiast
wybor trzeciego boku tréjkata, jako tuku okregu na plaszezyZnie w odwzorowaniu
wiernopowierzchniowym, podyktowany byl latwodcia konstrukcji za pomoca
cyrkla na mapie wykonanej w tym odwzorowaniu (opracowania kartograficzne
dokonywane s3 z reguly na mapach, nie na globie).

A oto konkretne przyklady zastosowan tego podziatu:

Wiele opracowant dokonanych dla kontynentéw (osadnictwo, ludno$é) mozna
bedzie jednolicie wykonaé dla calej Ziemi.

Opracowania statystyczne z zastosowaniem wskaZnika koncentracji, ktory
wyznacza si¢ korzystajac ze zliczen obiektéw w obszarach o jednakowych polach
powierzchni, na jakie nalezy podzielié badane pole, bgdzie mozna wykonywaé
dla catej sfery.

Liczne badania klimatyczne, fizyczne, gospodarcze, znajda mozliwosci nowych
opracowan numerycznych statystycznych dla calej Ziemi.

W astronomii — zliczenia na sferze niebieskiej galaktyk w przedzialach jasno$ci
W obszarach o jednakowych polach powierzchni pozwola numerycznie wykryé
istnienie gromad galaktyk i ewentualnie gromad wyzszych rzedéw jednolicie dla
calej sfery niebieskiej.
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Jednolite badania numeryczne zmiennych fizycznych na sferze niebieskiej pozwolg

ocenié np. ekstynkcj¢ migdzygalaktyczna, itd.

Rézne zagadnienia wymagaé beda réinej wielkosci pdl, ktére, wraz z ogranicze-

niami metody podziatu, okreslaja ilosé tréjkatow.

Dziwne wydaje sie, Ze dotychczas nie wykonano tak prostego podzialu o charak-

terze elementarnym. Mozna to wytlumaczy¢ tylko izolacja poszczegblnych dziedzin

nauki.
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2. Oznaczenia.

R — promien kuli,
n — ilo$6 tréjkatéw na powierzchni kuli,

m — ilo§é dwukatow sferycznych w podziale powierzchni kuli liniami
A = const,

A2 — kat dwukata,

2k — iloé¢é trojkatow na dwukacie,

i — numer réwnoleznika podzialu oraz numer strefy réwnoleznikowej
podziatu,
Ag; — szeroko$¢ katowa strefy réwnoleznikowej podzialu,
r; —promien obrazu réwnoleznika ¢; odwzorowanego na plasz-
czyzng,
Ay — odwzorowany na plaszczyzng kat 42,
P, — pole powierzchni czworokata AA- Ag; na sferze oraz odwzo-
rowanego wiernopowierzchniowo czworokata krzywoliniowego,
P, , — pole powierzchni tréjkata krzywoliniowego,
¢; — dlugoé¢ przekatnej obrazu czworokata na plaszczyzZnie,

X; — polowa kata, na jakim oparty jest tuk okregu, dzielacy odwzoro-
wany na plaszczyznie czworokat krzywoliniowy na dwa tréjkaty
krzywoliniowe o jednakowych polach powierzchni,

o; — promien tego okregu,

Si(xs,:5 ¥s,;) — Srodek tego okregu,
A;, B;— punkty przecigcia bokéw dwukata z réwnoleznikiem ¢,

P, — pole powierzchni odcinka kola o promieniu g; i cigciwie c;.

Z powyzszego wynikajg warunki:

n =2mk, gdzie m > 2 liczba naturalna, k> 1 liczba naturalna

nieparzysta,

4nR?
PA = n ’

m-Ai = 2%,
3G=1)
> dg =2

i=1




Podzial sfery na trdjkaty krzywoliniowe 13

3. Podzial na czworokaty o jednakowych polach powierzchni. Zajmijmy sie teraz
podzialem powierzchni pétkuli na m(k—1)/2 czworokatéw A4 - Ag; o jednakowych
polach plus m tréjkatéow o polach powierzchni dwa razy mniejszych od pdl czworo-
katéw, ktdre to trojkaty zbiegaja sie w biegunie. Na calej sferze jest wigc m(k—1)
czworokatow plus 2m trojkatéw przy biegunach.

Podzielmy powierzchnie pétkuli na pasy réwnoleznikowe: (k —1)/2 paséw o jedna-
kowych polach powierzchni i szeroko$ciach katowych Ag,, gdzie i > 2, oraz czasza
podbiegunowa o polu o potowg mniejszym i szerokoéci katowej Ag, . Pole powierzchni
czworokata A4 - Ag; jest:

4nR? . .
® /\Pp = 7 R*(Ay—24—y)* (sing,; —sing,)
i>2 m-k
i przy podziale od bieguna do réwnika mamy rozwigzanie:
‘Po = 0’
(6) sinp, = 1-1/k,

/\ sing, = sing,_, —2/k.
i=2

Sa wigc juz wyznaczone wspdlrzedne ¢; réwnoleznikéw podzialu powierzchni
kuli na strefy réwnoleznikowe. Podzielmy te pasy potudnikami odlegtymi o 44 =
= 2r/m na czworokaty o jednakowych polach powierzchni. JeZeli do opracowania
jakiego$§ problemu potrzebna jest siatka czworokatna, dla uzyskania czworokatéow
o bokach nie lezacych na jednym potudniku, przesuwamy czworokaty w co drugiej
strefie rownoleznikowej wzdtuz réwnoleznika o kat 41/2.

4. Podzial na tréjkaty o jednakowych polach powierzchni. PrzejdZmy teraz na
plaszczyzng odwzorowaniem azymutalnym wiernopowierzchniowym Lamberta [1]:

) {r = 2Rcosig = Ry2(1 —sing),
y=4.
Latwo obliczyé, Ze réwnolezniki podziatu maja promienie r; dane wzorem:
r ' B 0, .
8) RY2
r; = ——— 21—'1 N
i/a\l R v

a wigc promienie kolejnych obrazéw réwnoleznikéw podzialu sa w stosunku pier-
wiastkow z kolejnych liczb naturalnych nieparzystych.

Wezmy teraz dwukat A1 odwzorowany azymutalnie wiernopowierzchniowo
na plaszczyzng, podzielony na czworokaty 4i- A, o jednakowych polach po-
wierzchni odwzorowane azymutalnie wiernopowierzchniowo na plaszczyzne jako
czworokaty krzywoliniowe Ay - Ar, (przy biegunie tréjkat krzywoliniowy o polu
powierzchni P, = 1P,). Zajmijmy si¢ podzialem tych plaskich czworokatéw
kl'ZYWoliniowych na dwa tréjkaty krzywoliniowe o jednakowych polach powierzchni.
W tym celu przeprowadzmy pomocniczo w kazdym z czworokatéw przekatna
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S2(%s,25 Y5,2)
2,
02
so
R
03 oog b.l p
S3(%s,3; ¥e,3) B’l«km
2 " p1)
(\('06“ ’ [ A
O\K e/ /P 3 3
Ay=4A -
0 <
A(n;0) Ay(ry;0) Ay(rg30) X

Rys. 1. Luk okregu o promieniu g, dzieli czworokat krzywoliniowy Ay A4, B, B; na dwa trojkaty
krzywoliniowe A; B, B; oraz A; A, B, o jednakowych polach powierzchni

Ay B;, 1 przez punkty A; oraz B, przeprowadzmy luk okregu o promieniu g;,,
takim, by otrzymaé tréjkaty krzywoliniowe o jednakowych polach (rys. 1).

Yatwo wykazaé, Ze réznice miedzy polami powierzchni tréjkatéw a mniejszymi
polami otrzymanymi przez podzial czworokata przekatna, czyli pola odcinkéw kot
P, s dane wzorem:

R* | 4z AT AT AN o
) 2sis{k\+1)/2 b= & [_m_ (1_1)_'/(2""3)(21—1) smAZ].

Jednoczesnie te same pola, jako pola odcinkéw kot o cieciwie ¢; i polowie kata X,
sg rowne:

c? X,
(10) Py = 4 [ sin2X; th’]
a dlugosci cieciw ¢; dane sa wzorem
(1n A RV2 ]/4( ~1)—2y/@2i-3)@2i—1) cosdi .
2gig(k+1)/2

Otrzymujemy wigc réwnanie

AT 1) =y @I=3)@i=1) -sind4
(12) “

_Cthi =

i
2<i<k+ 2 SIN2X; 2(i—1)—)/@i—3)(2i—1)- cos 42

ktére wzgledem X; mozna rozwiazaé metoda kolejnych przyblizen.
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Dhugo$¢ promienia o; luku okregu dla danych ¢; oraz X; jest réwna

Ci
(13 2<I</(l>+l)/29‘ ~ 2sinX;

Majac dwa punkty na tuku okregu oraz jego promief, otrzymamy rownanie
tego okregu — znajac wspolrzedne koncow cieciwy, czyli punktéw A;_((r;_y;0),
By(r;- cosAy; r; - sindy) (rys. 1), dla kazdego p; mozna wyznaczyé wspblrzedne
$rodka okregu Sy(xs,:; ¥s.;). Pamietajac, ze poszukiwany tuk okregu jest skierowany
wklestoscia do obrazu bieguna, wybieramy zawsze mniejszy spo$rod dwu pierwiast-
kow xq ;.

Dla obliczonych g;, X, ;, Vs,; otrzymaliSmy (k—1)/2 réwnan szukanych okregéw:

X —Xg 2+ — Vs 2 2
(14) AN G s LR

dzielacych czworokaty Ay - Ar; na dwa tréjkaty krzywoliniowe o jednakowych
polach.

Nalezy teraz przejs¢ na powierzchni¢ kuli odwzorowaniem azymutalnym wierno-
powierzchniowym:

@ = 2arccos 4

= >R

(15) R
A=y,

W praktyce kartograficznej wystarczy numerycznie na kazdym hiku wyznaczyé
z réwnania (14) przedstawionego we wspdirzednych biegunowych r, y punkty
w odpowiednio dobranych odstgpach kata y i przenies¢ te punkty na sfere odwzoro-
waniem (15). Laczac je krzywa ciagla otrzymamy linie, ktére wraz z siatka réwno-
leznikéw podzialu ¢; podzielily polowe dwukata sferycznego A4 (obejmujaca
0< ¢ <m/2) na tréjkaty krzywoliniowe o jednakowych polach powierzchni.

Analogicznie (symetrycznie wzgledem réwnika) mozna podzieli¢ druga polowe
dwukata.

W ten sposéb mozna podzielié na tréjkaty o jednakowych polach powierzchni
wszystkie dwukaty sferyczne 44 na powierzchni kuli, dckonujac kolejno m—1 razy
obrotu wzglgdem osi biegunowej o kat 41 (do otrzymanych wspétrzednych 2 siatki
kolejno m—1 razy dodawaé 42).

Mozna tworzy¢ inne, wygodne dla zastosowan siatki, taczac po kilka tréjkatow.
S. Przyklad. WeZmy:

n = 3060 = 6 510 (pole pow. Ziemi okoto 510 mln km?),
m = 90 dwukatéw o kacie 424 = 4°,
2% — _3%9 = 34 tréjkaty w dwukacie,

P, 4w R? _ nR?

3060 765
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Otrzymamy:
rn=R % -V2i—l ’
R [2n . FATEIATAT | . 4o
P, = -ﬁ[“g (i—-1)—y/@2i-3)@2i-1) -sind ]

¢ = R"/ -1?7— }/ 4(i—1)—y/@i=3)Qi—1) - cosd® .

Wyniki obliczen zawiera tablica 1.

Tablica 1

1 .
[ ] r; P, G sinX; 01 Xs,i Vs,

90° |0 — — —_ —_ — — —
70°15’{ 0.343 R —_ — — — — — —_
55°56’! 0.594 R | 0.001106 R | 0.12653 R| 0.06909 | 0.1034 | 1.223 R} 0.269 R| 1.221 R
44°54’1 0.767 R | 0.000534 R? | 0.08959 R| 0.06650 | 0.0995 | 0.900 R|0.419 R| 0.883 R
36°02’| 0.907 R | 0.000364 R | 0.07585 R| 0.06333 | 0.0946 | 0.801 R|0.504 R| 0.757 R
28°04’| 1.029 R| 0.000284 R* | 0.06949 R| 0.05885 | 0.0881 | 0.789 R| 0.561 R| 0.709 R
20°40’} 1.137 R | 0.000239 R? | 0.06614 R| 0.05464 | 0.0818 | 0.809 R| 0.598 R | 0.684 R
13°36’} 1.237 R| 0.000211 R? | 0.06457 R| 0.05068 | 0.0759 ! 0.851 R|0.619 R| 0.674 R
6°05’) 1.328 R| 0.000193 R* | 0.06407 R| 0.04712 | 0.0706 | 0.908 R| 0.626 R | 0.672 R
0° |[1.414R| 0.000182 R* | 0.06425 R| 0.04401 | 0.0659 | 0.975 R | 0.623 R| 0.673 R

VO NNANDAWLWN=O

Opracowanie numeryczne i graficzne zostanie opublikowane w jednym z czaso-
pism kartograficznych.

Dzigkuje uprzejmie Panu Profesorowi Franciszkowi Uhorczakowi za propozycjg
tematu tej pracy.

Praca cytowana

[1] Antoni Eomnicki Kartografia matematyczna, PWN, Warszawa 1956.

ZAKLAD KARTOGRAFII INSTYTUTU NAUK O ZIEMI UMCS
LUBLIN
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