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1. Wstep

Jednym z powszechnie znanych twierdzen granicznych rachunku prawdopodo-
biefistwa jest udowodnione w pierwszej potowie XIX w. przez S. D. Poissona [15]
twierdzenie graniczne o rozkladzie liczby sukceséw w serii niezaleznych préb z matym
prawdopodobiefistwem sukcesu. Przypomnijmy najprostsze sformulowanie tego
twierdzenia:

Niech Iy, Ly, ....L,, n=1,2,..., beda niezaleznymi zmiennymi losowymi
przyjmujgcymi wartosci 1 i 0 z prawdopodobieristwami

-P(Inr = l) = I—P(Inr =0) = Dn>
r=1,2,....,n,n=1,2, ... Jezeli

limnp, = 4 > 0,

n—w

to

n k
(1.1) '}irgP(;I,,,=k)=e"7};—!—, k=0,1,..

Juz w tej najprostszej postaci twierdzenie Poissona ma duzo interesujacych
zastosowan (patrz np. W. Feller [4]). W wielu zastosowaniach budza si¢ jednak
watpliwodci, czy zalozenia twierdzenia Poissona, szczegdlnie zaloZenie o niezalez-
nofci, nie jest zbytnim uproszczeniem w opisie rozpatrywanego zjawiska.

W ostatnich latach twierdzenie Poissona stalo si¢ ponownie przedmiotem zaintere-
sowania probabilistéw. Wiele uwagi poswigcono osltabianiu zalozenia niezaleznosci,
takiemu jednak, by rozklad graniczny w (1.1) byl rozkladem Poissona lub mieszanym
rozkladem Poissona.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie trzech najczesciej stosowanych metod
dowodzenia twierdzenia Poissona dla zaleznych zmiennych losowych. Sa to przedsta-
wione w trzech kolejnych rozdziatach: metoda Takicsa-Galambosa [7], [19], metoda
aproksymacji, ktora przedstawimy na przykladzie prac D. Freedmana [6] i M. R.
Leadbettera [14] oraz metoda mieszanek, ktérej twérca jest J. Galambos [8].

[39]
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Warto przypomnieé jedno z wazniejszych zastosowanr twierdzenia Poissona
i jego uogélnier — zastosowanie w teorii statystyk pozycyjnych, a wiec i w teorii
niezawodnoéci (patrz np. J. Galambos [9], B. Kopocinski [13]).

PrzYkEAD 1.1, Niech X, 1, Xp2s o-.» Xpn, . = 1, 2, ..., beda zmiennymi losowymi
i niech dla ustalonego x rzeczywistego

A(X) = Xp=x}, r=1,2,...,n, n=1,2,..

Oznaczmy przez
ML ZP L .. < ZPW

statystyki pozycyjne w ciagu zmiennych losowych X,;, X,2, ..., Xun. Oczywista jest
réwno$é

1.2) P(Z{Phy1 < X) = P (Z; Ly < k),

gdzie I, jest indykatorem zdarzenia A, tzn. I, = 1, jezeli zdarzenie 4 zachodzi
i I, = 0 w przeciwnym razie. Réwnoéc¢ (1.2) pozwala sprowadzi¢ badanie rozkladu
granicznego ekstremalnych statystyk pozycyjnych do badania rozkladu granicznego
sumy indykatoréw, a wigc do pojecia z twierdzenia Poissona.

Niniejsza praca jest kontynuacja tematyki opublikowanych w Matematyce
Stosowanej prac W. Dziubdzieli [2] oraz W. Dziubdzieli i B. Kopocifiskiego [3],
w ktérych badane byly rozklady graniczne ekstremalnych statystyk pozycyjnych
i oszacowania niezawodnoSci systemow.

Na zakorficzenie wstgpu wprowadzimy kilka definicji i oznaczen, ktdére bgda
obowiazywa¢ w calej pracy.

Niech
(1.3) Apis Anzs ooy Ay, n=1,2,..,

beda zdarzeniami losowymi. Prawdopodobienistwa, indykatory i sumy indykatoréw
tych zdarzen bedziemy oznaczaé przez

n
Pnr = P(Anr)s I, = IA,,,.’ Ju = Zlnr:
r=1

=1,2,...,n,n=1,2, ...

Analogicznie, przez A¥,, A¥%,, ..., A%, n=1,2, ..., bedziemy oznacza¢ zda-
rzenia losowe niezalezne o takich samych, jak zdarzenia (1.3) prawdopodobienstwach
oraz przez I¥ i J¥ indykatory i sumy indykatoréw tych zdarzen.

Méwimy, ze zmienna losowa X o wartosciach catkowitych nieujemnych ma:

(i) rozklad Poissona P(2) z parametrem 4 > 0, gdzie 4 jest stala, gdy
2*
'H’

(ii) mieszany rozklad Poissona P(A) z parametrem A, gdzie A jest dodatnia
z prawdopodobiefistwem 1 zmienna losowa, gdy

P(A) =PX =k)=e? k=0,1,..,
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k
P(A)y=PX =k) = E(e“’%), k=0,1,..,
przy zalozeniu, ze powyzsze wartoSci oczekiwane istnieja.
Tezq twierdzenia Poissona nazywamy relacje

(TP) mP(J, = k) = P(d), k=0,1,..

n—+0

Symbole X, 5 XilX, Lx oznaczaja zbieZnos$¢ ciggu zmiennych losowych X,
n — o, do zmiennej losowej X odpowiednio w L, i wedlug prawdopodobiefistwa.

II. Metoda momentéw dwumianowych

W rozdziale tym oméwimy metode momentéw dwumianowych. Oparta jest
ona na twierdzeniu Takicsa-Galambosa. Dowdd twierdzenia, ktory przedstawimy
nizej, pochodzi z pracy J. Galambosa [7]. Szczegélne przypadki tego twierdzenia
i jego modyfikacje pojawily si¢ m.in. w pracach L. Takacsa [17], [18], [19]. Metode
momentéw dwumianowych zastosujemy nastgpnie do otrzymania rozkladéw gra-
nicznych sum indykatoréw przy réznych zaloZeniach o typie zaleznosci zdarzef.

1. Momenty dwumianowe i twierdzenie Takicsa-Galambosa. Niech X bedzie
zmienng losowa o rozkladzie prawdopodobienistwa

PX=r)=a, r=0,1,..

Wowczas k-tym momentem dwumianowym zmiennej losowej X nazywamy

S =E(¥) = 2(;)::,, k=0,1,...,

o ile powyzsze wartoéci oczekiwane istnieja.

PrzykiAD 2.1. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad Poissona #(4), to

}_k
Sg='—’-€T, k=0,1,...
PRZYKLAD 2.2. Jezeli zmienna losowa X ma mieszany rozklad Poissona 2(4), to
Ak
Sk=E(?!—), k=0,1,...,

o ile wartosci oczekiwane po prawej stronie wzoru istnieja.
Niech dalej X = J,.

Lemat 2.1 ([9], [17]). Mamy
k=0,

1,
Si(n) = E(i) = Zp(]m. v by =1), k=1,2,..,n,
*)

gdzie sumowaniez rozciqga sig na wszystkie uklady liczb1 < j; <j, < ... <jy <n.
(*)
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D o w 6 d. Dowodu wymaga jedynie przypadek, gdyk = 1, 2, ..., n. ZauwaZzmy,
ze

(%) = ;I,,,‘-I,,,,- o e

Stad
E(R) = Y By, o By) = ) Pl e Ty = D).
(*) (%)

Znajagc momenty dwumianowe Sy(n), k£ =0,1, ...,n, zmiennej losowej J,
mozna wyznaczy¢ jej rozklad:

@2.1) P, =r) =Y (- (f) Sm, r=0,1,..,n,

k=r
(patrz np. [9], [19D).
TwiERDZENIE 2.1 (Takicsa—-Galambosa). Jezeli granica lim Sy(n) = Sy, k =
=0, 1, ..., n, istnieje i jest skoticzona oraz e
o= limsupi/g: <1,
k-+c0
to granicalim P(J, =r),r = 0,1, ..., istnigje i

n-o

lim P(J, = r) = i =D (*F) Spse
n— o0 =0

Dowd6d. Weimy pod uwage funkcje tworzace ciagéw {Sy(n)}i-o i {P(J, =
= r)}::o:

Ud) = ) S, V(@) = ) P, =N
k=0

r=0

Korzystajac z (2.1) mamy

22) Vi) = i y (=0 (¥) sumyz = iSk(n)(z-—l)" = Uz-1).
r=0k=r k=0

Nastepnie, postepujac tak jak w dowodzie twierdzenia o ciaglosci funkcji tworzacych
(patrz np. W. Feller [4], str. 248), otrzymujemy, Ze granica

lim U,(z—1) = U(z—-1)

n-» 00
jest skoficzona dla |z—1| < 1/p. Stad i z (2.2) wynika, Ze granica
lim V,(2) = V(2)

n— o0
jest takze skoriczona dla |z—1] < 1/p i ponadto dla tych wartoSci z mamy
V() = U(z-1).
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Poniewa? V(z) jest granica funkcji tworzacych rozkladu prawdopodobienstwa, wiec
istnieja granice

lmP(/J,=r)=V,, r=0,1,..

n—o

Stad

V(z) = i v,z

r=0
0
gdzie ¥, >0, r=0,1,...1i ). V, = V(1) = U(0) = Uy(0) = So(m) = 1. Mamy
r=0
takze dla |z] < 1/p

U@ = ) St
k=0
Obliczmy r-ta pochodna ¥{(2):

V() = UO(z—~1) = r! i (’;) (z—=1)%'S,.
k=r

Poniewaz 1/p > 1, mamy

V. = V(;)!(O) _ Z(k-rl-r) (=1)*S, .

k=0

To konczy dowdd twierdzenia 2.1.

Nastepujacy wniosek z twierdzenia Takicsa-Galambosa pozwala zastosowac
metod¢ momentéw dwumianowych w dowodach twierdzen Poissona.
WniOseK 2.1. Jezeli

lk
limS,,(n):—k— k=0,1,

b4
oo !

gdzie A > 0 jest stalq, to zachodzi (TP).

2. Twierdzenie Poissona dla zdarzen niezaleinych. Znanych jest wiele dowodoéw

twierdzenia Poissona dla zdarzefi niezaleznych. W paragrafiec tym 'przedstawimy

dowéd wykorzystujacy metode momentéw dwumianowych.
Oznaczmy

L
SE@) = 1PN, B =1, k=1,2,...
(*)

gdzie, przypominamy, sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie uklady liczb 1 < j, <

<j2<..<jy<n,
. n
.En = anr’

r=1
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oraz
n
~(2) __ 2
» = E Dir.
r=1

LEMAT 2.2. Mamy

k
~k Ski
* _ Pn _ ¢i(n)_Pn -

(2.3 Si(n) = ¥l ‘E‘ _i(i+ 0.k k=1,2,...,n,
gdzie

0, i=1,

135.2), i= 2’

o) = n
@-1 Zpﬁ,- Zp,,,1 v Pnji, 1=3,4,..,n.
r=1 Grsk)r

Sumowanie Z rozcigga sie na wszystkie uklady liczb 1 € j; < j < ... <ji-2<n
(k¥)r

takie, z'ej1 #* r,jz #r, ~"’ji-—2 #r.
Dowdd. Dlak = 1 mamy
S¥(n) =p, oraz ¢@,(n)=0.

Zalézmy, ze prawdziwy jest wzor
k-1

k-1 sk—i-1
% — Pn _ 9’1(”)17”
2.4) Se-1 ™) = 2_.: G+ ... =)
Po pomnozeniu réwnosci (2.4) przez p, otrzymujemy
k-1
~k nk—i
~ % _ DPn _Z (pi(n)pn
23 PuSe-a() = £ 3G+D) e (=D
Z drugiej strony, mamy
26) FaSEa(n) = KSEE)+(K=1) D P2 D Pusy® v Punre
r=1 (k*)r

Odejmujac stronami (2.5) i (2.6), po prostych przeksztalceniach, otrzymujemy
(2.3). To koficzy dowdd lematu 2.2.

TWIERDZENIE 2.2. Jezeli spelnione sq nastgpujace warunki:

) limp, = 4 > 0,
H—» 0
@) lim pi» = 0,

n-coo

to zachodzi (TP).
Dowé6d. Zlematu 2.2 i faktu, Ze
() < (=DPEPSE(m), i=1,2,...,m,
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wynika
1k
limS¢(n) = yE k=0,1,..

n—»oo ! ’
A to, na mocy wniosku 2.1, konczy dowdd twierdzenia 2.2,
Uwaga. Latwo pokazaé (patrz B. O. Koopman [12]), ze warunki (i) oraz (ii)
s3 takZze warunkami koniecznymi na to, aby zachodzilo (TP).

3. Twierdzenie Poissona dla zdarzei zaleznych. Twierdzenie, ktére udowodnimy
wniniejszym paragrafie jest wersja twierdzenia B. A. Sewastjanowa [16] z nieznacznie
oslabionymi zaloZeniami. Podany dowdd roézni si¢ od oryginalnego dowodu Sewast-
janowa.

TwIERDZENIE 2.3 (Sewastjanowa). Jezeli spelnione sq zalozenia (i) oraz (ii)
twierdzenia 2.2 oraz dla k =2,3,...,n, n=2,3, ..., istniejg zbiory

Vi) © {(1sJzs st 1 <Jy <j2 < oo <je < n}
takie, ze

(lll) lim ZP(III.h' 'Inh =1) = lim Zp""‘. 'Pnj:’

n—»o (l) n—+o (1)

gdzie sumowanie Y. rozciqga si¢ na wszystkie uklady liczb (ji,Jja, ...,Ji) € Vi(n),
1)

oraz

P(I'j" ves .I'l.’h = l) _1
DPnjy* oo+ Py,

(iv) lim max
B0 (J1s72s0-2 JX)E V(M)

to zachodzi (TP).
D owéd. Poniewaz

-0

2k
Si(n) — T

lk

< 1Sy —SE )+ |SEm) — o

’

wiec z wniosku 2.1 i dowodu twierdzenia 2.2 wynika, Ze twierdzenie 2.3 bedzie
udowodnione, jezeli pokazemy, Ze
.7 lim|S,(n)—S§f(n)l =0, k=0,1,...

n-+0

Rozwazmy wobec tego

(2.8) Sin) = Y Pl oo Ty = D+ O Py, oot Iy = 1),
[63) €3]

gdzie sumowanie 2 rozciaga si¢ na wszystkie uklady liczb (Jjy, ja, ---,Jx) ¢ Vi(n).
2)

Z warunku (iv) otrzymujemy dla kazdego & > 0, (ji,J2, -..,Jx) € Vi(n) i dosta-
tecznie duzych n, ze

(A =&)pug,* vvr* Prgy < PLpy,* oo Iy, = 1) < (14-8) Py, * .. * Puy-
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Stad

U=8) D Pug,* e Py < O Pl oo Tagy = 1) < (148) D Dy, o Pagys

@ ) )

co w polaczeniu z zatozeniem (iii) i wzorem (2.8) daje (2.7).

Metode momentéow dwumianowych mozna réwniez zastosowaé w dowodzie
twierdzenia Poissona dla zdarzen wymienialnych (ang. exchangeable events).

Zdarzenia A,, Ay, ..., nazywamy wymienialnymi, jezeli prawdopodobieristwo
o = P4,,n...0n4,),k=1,2, ..., dla 16znych wyboréw wskaznikéw ry,r;, ...
..., I, zalezy jedynie od ich iloéci, tzn. od %.

Zauwazmy, ze dla zdarzen wymienialnych

S,(n) = gP(l,.,l- ot Dy = 1) = (1) e,

gdzie
o = P(Apyyn...0nAdy), k=1,2,...,n, n=1,2,..
Stad i z wniosku 2.1 otrzymujemy natychmiast
TWIERDZENIE 2.4. Jezeli dla stalej A > 0

lim rn*a,, = A¥, k=1,2,...,

n— o

to zachodzi (TP).

Analogiczne twierdzenie dla przypadku, gdy Ada., 4p2, ..., n=1,2,..., jest
nieskoficzonym ciggiem zdarzen z » zdarzeniami wymienialnymi udowodnil inng
metoda D. G. Kendall [11].

II1. Metoda aproksymacji

Zastosowanie metody aproksymacji w dowodach twierdzerr Poissona przedsta-
wimy na dwéch przykladach, opartych na ideach zawartych w pracach D. Freedmana
[6] i M.R. Leadbettera [14]. Miara rozbieznosci rozkladu zmiennej losowej I,
i rozkladu Poissona bedzie tu metryka calkowitej wariacji (ang. total variation
metric) oraz warto$¢ bezwzgledna.

1. Aproksymacja w metryce calkowitej wariacji. Niech X i Y beda nieujemnymi
zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartosci catkowite. Rozklady ich oznaczymy
LX) i ZL(Y). Metryke calkowitej wariacji definiujemy nastepujaco:

d(£(X), £(Y)) = sup|P(X € B)—P(Y € B)],

gdzie supremum jest brane po wszystkich podzbiorach B zbioru liczb {0,1,...}.
Mozna pokazaé, ze

d(L(X), L)) =1 Y IPX = k)—P(Y = K)|.

k=0
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Dany jest ciag zdarzeh A4,, 4,, ..., 4,. Niech F; = 0(4,, A,, ..., 4;) oznacza
o-cialo generowane przez zdarzenia A,, A,,..., A; oraz niech

Pi=P(Aini—l)’ i=1925'"9n’

bedzie prawdopodobiefistwem warunkowym zdarzenia 4; wzgledem o-ciala &;.
Oczywiscie P;, i = 1,2, ..., n, sa zmiennymi losowymi.
Oznaczmy

B, = ip,, P = ipf.
r=1 r=1

Sformulujemy obecnie twierdzenie D. Freedmana [6] i podamy szkic jego dowodu.

TwiERDZENIE 3.1 (Freedmana). Jezeli istniejq stale 0 < py < p;, 0< ¢ oraz
0 < 8 < 1 takie, ze

Pluy < Pp< i, PP < 8) > 16,
to istnieje o > 1 takie, Ze
d(g(‘,n): g(lul)) < (Z8+H2 _.u1+ d.

Szkic dowodu. PokaZzemy najpierw, Ze twierdzenie jest prawdziwe, gdy
d = 0, tzn. gdy

G3.1) PG =1,
gdzie
G* = {w: ylgﬁ,(w)Sﬂz,ﬁfn”(w)g 8}’

Na pewnej przestrzeni probabilistycznej (£, #*, P’) konstruujemy proces Poissona
Y taki, ze dla wszystkich w € 2, t,u > 0, r calkowitych oraz G o(Y(s),s< 1),

YO0,0)=0
oraz
P/ (Y(t+0)-¥() = rIG) = e~ 2.
Niech
. 0, j=0,
o ={ 127
oraz niech

Ao =0, p,= P(4), 4 = —log(1-p,), A, =4, X = Q(Y(Al))-
Zatem
P(X; =0)=e*=1-p, =PI, =0),

tzn. X, ma taki sam rozklad jak indykator I, zdarzenia 4, , oraz {X; = x,} € o(Y(s),
s< 4,), gdzie x; = 01lub 1.
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Dalej przyjmujemy wektorowy zapis z umowa zs = (Zy, ..., Zw) i definiujemy
rekurencyjniedlam = 1,2, ...,n—1:
Pmi1(Xm) = P(lpyy = 1} = X1, ooy Iy = X),
' Ami1(Xm) = "‘108(1 _pM+1(xm))9
Api1(Xm) = A+ 22(x)+ oo +Angr (X)),

Am+1. = Am+1(£‘.’m)
oraz

Xm+1. = ¢(Y(Am+1)"'y(/1m))a
gdzie x,, jest wektorem zer lub jedynek.
Sprawdzamy nastepnie, Ze X, ma taki sam rozklad jak I,, gdzie I, jest indyka-
torem zdarzenia A, k = 1,2, ..., n. Stad

d(2(7), 2(u)) = d(£(X,), 2(1y)),

gdzie
X, =D X..
r=1
Oznaczmy
Cn ={YU)-Y(An-) =2} i C= Ul Cm-
Zauwazimy, ze
X = Y(Am) _Y(Am— 1) poza Ch,
a wiec

X, =Y4,) pozaC, m=1,2,..,n.
Na mocy zaloZenia (3.1) otrzymujemy, Ze
PC)< ke,
gdzie k, jest pewna stala i stad mamy
(3.2) d(2(X), 2 (Y(4))) < P (X, # Y(4,)) < P(C) < §ky - .
Pozostaje zatem oszacowaé
d (.? (¥(4,)), 2(w,)) = d(& (Y1), & (Y@y))-
Poniewaz z (3.1) u; < 4, < u,+k, ¢, gdzie k, jest pewng stala, to
d(Z(Y(42), P(py) = P (Y(4,) # Y(p)) <
S P(Y(pa+k,8)=Y(u,) 2 1) < kpe+2,—44.

To, w potaczeniu z (3.2), koficzy dowéd w przypadku, gdy é = 0.

Twierdzenie w postaci ogélnej dowodzimy konstruujac zmienne losowe, ktérych
suma réwna si¢ I, +I,+ ... +1I, na zbiorze G* i stosujac do nich przypadek juz
udowodniony.
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Niech teraz
Fuw=0(An1s ey An)s  Pu = P(AplF e—1),
r=1,2,...,n,n=1,2,..., oraz
n n
ﬁn=ZPnn ﬁ,(,2)=ZP,3,.
r=1 r=1
Jako wniosek z twierdzenia 3.1 otrzymujemy nastepujace twierdzenie Poissona.
TWIERDZENIE 3.2. JeZeli dla stalej A > 0in —
P54, P® 350,
to zachodzi (TP). ) N
D o w 6 d. Wystarczy udowodnié, Zze

lim d(2(7), (1) = 0,

gdyz zbiezno$é rozkladéw w metryce d pociaga ich staba zbieZno$é.

Niech ¢ > 0. Z zalozei wynika, ze istnieje N naturalne takie, ze dla n > N

PAl—e< P, < At+e, PP < &) >1-¢.
Z twierdzenia 3.1 otrzymujemy
d(L(J), P(A—€)) < ae+2e+¢e = (3+d)e.
Dowdéd koniczy nieréwno$é
d(P(~e), P(W) < ¢

udowodniona na przyktad w [6].
Identyczna teze otrzymatl N. Kaplan [10], réwniez jako wniosek z twierdzenia
D. Freedmana, ale przy zalozeniach: dla n - o

P, 3 Aa>0, P®3o0,

kn
l; (Per—E(Py,0))

gdzie 4 jest stala, a k, 1 0.

Ly
-0,

2. Aproksymacja w metryce wartoSci bezwzglednej. Niech (1.3) bedy zdarzeniami
takimi, 2e dlan — o

3.3) g, = P(4,) = Alnto(l/n), r=1,2,..,n,

gdzie A > 0 jest stalg.
Zalézmy, e ciag ten spelnia warunek silnego mieszania, tzn. dla dowolnych liczb
catkowitych

ISij<...<i<ji<..<jausn, j—iiz2k,
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mamy
! m ) m
(3'4) IP (};Jl A"lisn t=LJl An.h) _P(SL:J] Anl,)P (tL=Jl Anj,)l < Ok s
oraz
3.5 lim lima,, =

k-0 n-o0
Niech N =sn, n=1,2, ..., gdzie s jest ustalong liczba naturalng. Zaldézmy
takze, ze

3.6) lirnsuanP(AN1 N Ay) =o(l]s), gdy s- ©.
n—oo r=2

Sformutujemy obecnie twierdzenie M. R. Leadbettera [14] i podamy szkic jego
dowodu

TwierDZENIE 3.3 (Leadbettera). Jezeli zdarzenia (1.3) spelniajq zaloZenia (3.3)-
(3.6), to zachodzi (TP).

Szkic dowodu. Niech E,, ..., E, oraz E}, ..., E¥ begda nastepujacym
rozbiciem zbioru liczb catkowitych {1,2,..,N}: E; = {l,...,n—m}, Ef =
= {n-m+1,..,n}, E;= {n+1,..,2n—m}, Ef = {2n—m+1,...,2n}, itd,
gdzie m jest liczba naturalng.

Niech

J(E) = D I,
JjeE
gdzie E jest podzbiorem {1,2,...,n}. Oznaczmy przez B, zdarzenie, Ze nier6wnos¢
Jy(Ej) > 1 zachodzi dla przynajmniej r wartosci sposréd j=1,2,...,s i niech
C,=B,—-B,,;.
Poniewaz dla s > r mamy

IP(, = N —PA)] < [P, = 1)~ () (1 —e~Heye-dios-n

+

a-esreemr—rol,

to teza twierdzenia wynika z nastepujacych faktéw (patrz [14]):
@ limlimsup [P(Jy = r)—P(C,)| =0,

@ [Py ()i —swyr

(i) limby = e™%5,
n—o

@v) limlimsup|P(J, = r)—(}) (1 —e~Hye-dme=n

§S—0 n-0

< (s—l)(":)Z'ocNm, gdzie by = P((;] Any),
JELy

=0,

oraz z tego, Ze

) lim ()1 —etyedven = Py, r=0,1,..
$—00
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IV. Metoda mieszanek

Podstawowym dla metody mieszanek jest twierdzenie udowodnione przez
J. Galambosa [8]. Przedstawimy je tutaj wraz z wnioskiem: twierdzeniem Poissona
dla zdarzen wymienialnych, otrzymanym wcze$niej przez A. Benczura [1] metoda
funkcji tworzacych.

1. Twierdzenie J. Galambosa. Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia i zaloZenia:
Dla dwuparametrowej (4, «) rodziny dyskretnych rozkladéw fi(4, ), k =
= 0,1, ..., istniejg ciagi {4} i {a,} takie, Ze dla kazdego rzeczywistego a > 0

4.1 lim f;(4,, aa,) = g(@), k=0,1,...,
n-o

gdzie g, (a) jest jednoparametrowa rodzing rozkladéw.

Rozklad gi(a), k = 0,1, ..., generuje identyfikowalng mieszanke rozkladéw,
tzn. dystrybuanta U(a) taka, ze U(0) = 0, jest jednoznacznie wyznaczona przez
ciag

0

(4.2) s = | a@dU@, k=o,1,..
0

TwierRDZENIE 4.1 (Galambosa). Jezeli {U (a)} jest ciqgiem dystrybuant takich,
ze U, (0) =0, n=1,2,..., oraz spelione jest zalozenie (4.1), gdzie gi(a), k =
= 0, 1, ..., generuje identyfikowalnq mieszanke, to granica

0
lim § fu(A, a)dU (@) = s
n-» o0 0
istnigje i s;, k = 0,1, ..., jest rozkladem prawdopodobieristwa wtedy i tylko wtedy,
gdy granica
limU,(a) = U(a)
n—»oo

istnigje w punktach ciqglo$ci U(a) i U(a) jest wlasciwg dystrybuantaq.

W przypadku istnienia s, i U(a) zwiqzane sq wzorem (4.2).

Dowéd (patrz [8]), przeprowadzony metoda funkcji charakterystycznych,
pomijamy.

2. Twierdzenie A. Benczura. Udowodnimy teraz jako wniosek z twierdzenia 4.1
twierdzenie o zbieZnosci sum indykatoréw zdarzefi wymienialnych do mieszanego
rozkladu Poissona.

TWIERDZENIE 4.2 (Benczura). Jezeli Apy, Apz, ..., n = 1,2, ..., przy ustalonym
n sq zdarzeniami wymienialnymi, to dla pewnej wlasciwej dystrybuanty U(a)

a©
lim P(J, = k) = | Pi@)dU@), k=0,1,...,
n-» o0 0
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wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego ciqgu dystrybuant wlasciwych takich, ze U,(0) =
=0,n=1,2, ..,

lim U, (i) = U(a)
n-» 00 n
w punktach ciqglosci U(a).
Dowéd. Na mocy faktu udowodnionego przez B. de Finettiego [5], dla

n=1,2, ..., istnieja zmienne losowe X,, 0 < X, <1 p.w., o rozkladach U,(x)
takie, 2e

1

Uy = P(Apyr .. 04y =\ ¥aU().
[+]

Zatem
1

4.3) P, = K) = § (7)1 —x)r-*dU(0).
0
Sprawdzimy, Ze dwuparametrowa rodzina rozkladéw fiy(4, @) = (,};) ok(1 — a)*-*
spelnia zalozenie (4.1). Istotnie, dla kazdego a >0, 4, =n i o, = 1/n mamy

s k 1—k n\f a k a n-k
(%) @1 ~azyy =(k)(—) (1—7) ~Pf@), n-ow,

n

stad
ak
gk(a) = e“’k—!, k= 0, 1,..

Wiadomo takze, Ze rozklad Poissona generuje identyfikowalna mieszanke¢ (patrz
[8], [9]). Na mocy (4.3) i twierdzenia 4.1 otrzymujemy zatem

n—-»o n—+0" n

lim P(J, = k) = lim OS(Z) (::_)" (1 - _a_)»-kdU(a) ) SoPk(a)dU(a)

wtedy i tylko wtedy

lim U#(a) = U(a)

n—-+o
w punktach ciagloéci U(a), gdzie U¥(a) = U,(a/n), tzn. wtedy, gdy rozklady U,
zmiennych losowych nX, sa stabo zbiezne do pewnego rozkladu U. To konczy
dowdd twierdzenia 4.2.
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