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Przedzial ufno$ci o zadanej precyzji dla wartosci Sredniej
w ciagu zmiennych gaussowskich
(Praca wplyngla do Redakcji 24.5.1979)

Wstep. Rozwazmy proces stochastyczny z czasem dyskretnym {X,}2, postaci

(1) X, = m4+m+§,,
gdzie me R, {m,}, jest zbieznym do zera ciagiem liczb rzeczywistych, {£}2,
jest ciagiem zmiennych losowych gaussowskich o rozkladach N(0, o,) gdzie {o,},
jest zbieznym do zera ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich. Zatézmy, ze nie znamy
dokladnie zadnego z tych parametréw; mamy natomiast pewne informacje (sprecy-
zujemy je p6zniej) o szybkoéci zbieznosci ciagdw {m,}2, i {0,}2, do zera. Celem
naszym bedzie konstrukcja przedziatu ufnoéci o zadanej precyzji i zadanym pozio-
mie ufnosci dla nieznanego parametru m.

W 1969 r. Blum i Rosenblatt [1] rozwazali pewna podklase procesow postaci (1)
i udowodnili, ze dla proceséw z tej klasy przedzialu ufnosci o zadanej precyzji skon-
struowagé si¢ nie da. Jak pokazat Zielinski w [2], trudno$é t¢ mozna pokonaé, jesli
zalozymy, ze mamy do dyspozycji k > 4 niezaleznych kopii procesu {X;}i%,. Zie-
linski rozwazal nastgpnie w [3] podklase proceséw postaci (1) spelniajacych warunek
(VteN)m, = 0, to znaczy, procesow zdefiniowanych wzorem

e X!=m+51,

gdzie zalozenia o m i {£,}2, sa takie same jak dla procesu (1). (Ta klasa proceséw
zawiera w sobie procesy badane przez Bluma i Rosenblatta.) Znowu majac do dys-
pozycji k niezaleznych kopii procesu skonstruowal on przedziat ufnoéci o zadanej
precyzji. Technike te zastosujemy teraz do ogdlnego przypadku (1).

W jezyku tego ogdlnego modelu mozna opisaé pewne procedury aproksymacji
stochastycznej, a uzyskane wyniki uzy¢ w rozwiazywaniu problemu stopowania ta-
kich procesow.

Formalizacja. Niech ¢, b¢dzie przestrzenia zbieznych do zera ciagéw liczb rze-
czywistych, ¢ < ¢, niech bedzie zbiorem takich ciagéw o wyrazach dodatnich,
niech W= Rxcoxcg.

Zatézmy, ze (2, F, {P,,w € W}) jest pewna strukturg statystyczna, a {X,}%,
jest ciagiem zmiennych losowych, takich ze (V¢ € N)X;: £ — R jest zmienng losowa
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postaci (1) tzn. dla kazdego w = (m, {m}2, {0:}21) € W mamy

X —m—m,
o, >

P (X, <x) = ;zs(

gdzie x e R i @ oznacza dystrybuantg rozkladu normalnego N(O, 1).

Celem naszym jest skonstruowaé ciag estymatoréw {m,}2, nieznanego para-
metru m i regule zatrzymania v, takie by dla dowolnych, z géry zadanych wartosci
e€>01ivye(0,1) spehniony byt warunek

(YweW) P, (h,—m|> &) <y.
Podobnie jak w [2] zalézmy, Ze moZzemy obserwowaé k > 1 niezaleznych kopii pro-
cesu{X,} ;,toznaczy mamy do dyspozycji rodzing identycznych proceséw {X{?}2,,
i=1,..,k Dla kazdego naturalnego ¢ przyjmiemy

1 k
7%, = —E- ;X‘“).

Niech a = {a,}{2, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera.

Niech b = {b,}{>, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich. Niech Z(a, b)

bedzie podzbiorem przestrzeni parametréw W zdefiniowanym w nastgpujacy sposob:
Z(a,b) = {we W; (VteN)o, < @y, Im)| < 0,b,}.

Zalézmy, ze nie znamy dokiadnej wartoSci parametru w, zwiazanego z badanym

procesem (1) ale wiemy, Ze w nalezy do pewnego zbioru Z(a, b) oraz ciagiai b sa

nam znane. Wtedy przez D = D(k, a, b) bedziemy oznaczaé klase ciagéw liczb rze-
czywistych dodatnich d = {d,}2; o wlasno$ciach:

(2) lim d;a, = 0,
t—-00
() DB < o,
t=1
0
© Dldren < oo,
t=1
Niech D}, = D oznacza zbidr ciagéw spetniajacych dodatkowo warunek
N m ke?
(d) Zt a,_ld_lexp[—m] < 0,
t=1

gdzie ¢ > 0 i m € N s3 pewnymi z géry zadanymi liczbami. Oczywicie k, a, b, m, &
moga by¢ tak dobrane, ze klasa D lub podklasa D, okaze si¢ pusta.
Obecnie zdefiniujemy moment zatrzymania 7. Niech

k
St =2 ) KO-
I=1
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niech d = {d,}, bedzie pewnym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich, a T usta-
lona liczba naturalng. Wtedy

inf{t > T;d,S, < ¢ dy takie ¢ istnieje,
z'=1(T,a,d)_—_{oo{ 0 } gay ]

gdy takie ¢ nie istnieje.

W dalszym ciagu udowodnimy, ze gdy d € D, to 7 jest ,,porzadnym” momentem
zatrzymania, tzn. T < o0 z prawdopodobiefistwem 1, oraz pokazemy, Ze speinione
jest nastgpujace

TWIERDZENIE. Niech {XP}2, (i =1, ..., k) bedq niezaleznymi kopiami procesu
opisanego wzorem (1). Zaléimy, ie istniejq ciqgi a, b takie, ze (m, {m}2 4, {0:}i%1) €
€ Z(a, b). Zaléimy réwniez, ze klasa D jest niepusta. Wtedy (¥y € (0, 1)) (Ve >
> 0) (Vd e D) (3T,) takie, ze moment zatrzymania v = (T, ¢, d) spelnia warunek

(Y € Z(a, b)) P, (Im,—m| > &) < y.
Twierdzenie to pozwala nam budowaé przedzial ufnoéci o zadanej pre-
cyzji dla parametru m tylko na podstawie znajomosci oszacowan ciagow {o.}2,
i {meort}2,. Zadna wiedza o stopniu wzajemnej zalezno§ci zmiennych losowych

&, nie jest potrzebna. Jesli dodatkowo wiemy, Ze ciag {m,o; !} jest ograniczo-
ny, to elementy klasy D musza spelniaé tylko warunki (a) i (c).

Wlasno$ci momentu zatrzymania v. Zauwazmy na poczatek, ze zmienna losowa
kS? ma rozklad ¢24Z_, . Fakt ten pozwoli latwo udowodni¢ ponizsze lematy.

LEMAT 1. Zaléimy, ze dla procesu (1) klasa D jest niepusta. Wtedy (Ne > 0)
(Vd € D) (VT € N) spelniony jest warunek

(YweZ(a,b)) P,(«(T,e,d)<x)=1.
Dowdd. Z nieréwno$ci Czebyszewa dostajemy

a? k-1
Pw(dtst > 8) < }%‘Ewstz = k82 (Utdt)z'

Z zalozenia wigc
lim P,(d,S; > &) =0

1—00
a stad natychmiast wynika teza lematu.

LEMAT 2. Niech ¢ > 0 i m € N bedq ustalone i dla procesu (1) niech bedzie nie-
pusta klasa D%,. Wtedy (Vd € Dt,) (VT € N) spelniony jest warunek

(YweZ(a,b)) E,t" < .

Dowéd. Z definicji momentu zatrzymania mamy

0

0
Eyo™ = Z P = )< (T+D)"+ D "Py(r >
t=Z+1

t>T+1
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0

Dlat > Tmamy P, (t > t) € P,(d;-1S:-1 2 &) = 4, S x*-2exp (—1x?)dx, gdzie

Xe-1

k— 3) 1 ——
k-1 eVk
Ak=(2 I'( ) )) A Xy = tht .
Z zalozenia lim x, = co. Istnieje tez takie yq, ze dla x > y, mamy
t-00

.

-1
E-2,72% <e#
Stad istnieje #o, takie ze dla t > ¢, mamy x,_, > yo 1 dla takich t mamy
1
1 —zxf_x

e .
Xe—1

P,(d;_1S:-1 = &) < 24,

Stad wynika teza lematu.

Uwaga 1. Klasa D zostala zdefiniowana dla potrzeb twierdzenia. Jasne jest,
Ze w rzeczywisto$ci warunek (a) z definicji tej klasy wystarczy dla prawdziwosci tezy
lematu 1, a warunek (d) dla prawdziwosci tezy lematu 2.

Uwaga 2. Latwo pokazaé, Ze jeéli klasa D jest niepusta i zawiera ciag d =
= {t*}2, (a« > 0), to E, ™ < oo dla kazdego naturalnego m.

Dowéd twierdzenia. Zaczniemy od oszacowania ogona niecentralnego rozkladu
T Studenta o k stopniach swobody i parametrze niecentralno$ci 6. Bedziemy ten roz-
klad oznaczaé przez T'(k, 6). Z definicji tego rozktadu mamy

Tk, §) = ty+—F+— 6'_/_12 R
I/Xk
gdzie #, — centralny rozktad Studenta o k stopniach swobody i % — rozktad chi-

-kwadrat o k stopniach swobody. Dokonujac prostych oszacowan otrzymujemy
dla a€(0,1),x > 0:

@ P(Tk, )| > x) < P(ltk|>(1_°‘)x)+P(Xk k;iz)<

< (culk, @)+ cz(k, )] 6]F)x—%,

Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenia. Zauwazmy, ze dla kazdego w € Z(a, b)
mamy

P (M, —m| > &) = Z P (Im,—m|> e, v =1) <

t=T+1
[+ o0
< D Pl > e 6> 4S) < D Pulli-ml > dS) =
t=T+1 t=T+1

0
= \" Pw('/l;-lmt—ml >d,‘/7€—).

S
t=T+1
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Zmienna losowa T, = ]/ k (m,—m)/S, ma rozklad T\ (k—1,mé;* ]/ I?) niezalezny od
parametru m. Korzystajac z oszacowania (2) i zatozen twierdzenia otrzymujemy

[oe]

A 1
(YW € Z(a, ) Pulin—ml > )< D culk, @) ammyger +

t=T+1
0
\ (k—-1) 1
+ L cy(k, o) b FE—TOE i1 ¢
t=T+1 4

Z postaci stalych ¢, i ¢, oraz zalozen twierdzenia wynika, ze obydwa szeregi w po-~
wyzszej nieréwnosci sa zbiezne. Zatem dla kazdego y € (0, 1) mozemy dobra¢ T,
takie, by zachodzila nieréwnosé

(WweZ@a,b) P,(m.—m|>¢e <y,
gdzie v = (T, ¢, d), co konczy dowdd twierdzenia.

Uwaga. Oszacowanie (2) przy jakichkolwiek stalych c¢;, ¢, pozwala nam
udowodni¢ twierdzenie. Z punktu widzenia zastosowan jednak wazne jest, aby stale
te byly jak najmniejsze, gdyz maja one wplyw na wielko$¢ T, a wigc na dhugo$¢ re-
guly zatrzymania. Z tej samej przyczyny uzyteczna jest stala o. Gdy || < 1, to mozna
przyjaé np. o« = & lub « = /4 itd. Dla duzych é mozna wziaé o = 0,5.

PrzYKLAD. Dla procesu (1)

X, =m+m+&,
zalézmy, ze zmienne &, majg rozktady N(0, ot~ 1), gdzie ¢ > 0o > 0, ¢ < 0, i znamy
stale « > 0, § > 0, Ze
[m,| < lal[t**P.

Wezmy k niezaleznych kopii tego procesu: XV, ..., X, Jako estymator nieznanego
parametru m weZmiemy $rednia

Przyjmiemy, ze moment zatrzymania zdefiniowany jest wzorem
v=inf {t > T;d,S, < &},

gdzie ¢ — zadana precyzja estymatora, {d;};2, — pewien ciag liczb dodatnich, T —
pewna liczba naturalna i

k
-1 ooy
i=1

Niech (Vt e N)d, = t%, gdzie a € (0, 1). Wtedy ciag {6}, (& = m, a',“]/E) spel-
nia warunek
18,1 < avk
0o
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Dobierzmy k tak,aby (k—1)a > 1. Wtedy klasa D, a nawet klasa DI, przy dowol-
nym m bedzie niepusta. Musimy wigc wzia¢ k > 2 kopii procesu {X,}2,. Dla ta-
kich k i «, spetniajacych warunek

L <a<l
k=1 ~*= %
mozemy przyjaé 7 = inf{t > T; *S, < ¢} i moment 7 jest skoficzony, ma skoficzone
wszystkie momenty i dla kazdego y € (0, 1) istnieje T, takie, ze (Vw € Z(4, B))
Pw(l’/hfy—ml > 8) < gleC

o]
7, = 1(T), a,¢), A={ot"'}2,, B= {—‘ifk—t'ﬂ}
Oo t=1
Praca ta zawdzigcza swoje powstanie licznym dyskusjom, jakie autor prowadzit
z docentem Ryszardem Zielifiskim, IMPAN.
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