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0. Definicje. W niniejszym opracowaniu rozwazare sa gldwnie grafy i digrafy
(czyli grafy skierowane) zwykle (czyli skoriczone, bez petli i bez wielokrotnych
krawedzi lub tukow). Zbidr wierzchotkéw, tukéw lub krawedzi oznaczamy odpo-
wiednio przez X, U, V. Graf G i digraf D sa parami odpowiednio (X, V> i (X, UD.
llos¢ wierzchotkéw |X| nazywamy rzedem i oznaczamy przez n,n = |X|, a ilo$é
tukéw |U| lub krawedzi |V| nazywamy rozmiarem rozwazanego digrafu D lub od-
powiednio grafu G. Dwa grafy sa rozlqczne, gdy nie maja wspdlnych wierzchotkow.

Kazdy tuk u e U utozsamiamy z parq incydentnych do niego wierzchotkow,
czyli u = (x, y), gdzie x jest poczqtkiem, a y — korncem tuku (x, y), x, ye X. Krawedz

[5]
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k, czyli luk z pominigciem skierowania, utozsamiamy z dwdjkq incydentnych do
niej wierzchotkéw, powiedzmy x, y € X, i piszemy k = xy lub k = yx. Wierzchotki
x, y nazywamy wierzcholkami skrajnymi (lub krocej koricami) zaréwno krawedzi
xy, jak i tuku (x, y). Dwa wierzchotki (albo dwa tuki lub dwie krawedzie) sa sqsiednie
Tub sa sgsiadami, gdy sa rézne i sg incydentne do tego samego elementu, czyli tuku
lub krawedzi (albo odpowiednio do wierzchotka).

Stopniem wierzchotka x grafu G jest liczba incydentnych do niego krawedzi,
oznaczana przez d(x) lub d(x, G). Jesli zas x jest wierzchotkiem digrafu D, to
od (x) (= od (x, D)) 1id (x) (= id (x, D)) sa liczbami tukéw w D, dla ktérych x
jest odpowiednio poczatkiem i koncem. Nadto

d (x, D): = od (x, D)+id (x, D)

jest stopniem x w digrafie D.

Jesli kazdy wierzcholek grafu ma stopien d, to graf ten jest regularny stopnia d
(kubiczny za$ dla d = 3).

Lancuchem grafu (digrafu) nazywamy ciag £ wierzchotkow i krawedzi (fukow),
w ktorym wyrazami sasiednimi dowolnej krawedzi (dowolnego luku) sa oba jej
(jego) korice. Lanicuch £ digrafu jest drogq, jesli w nim kazdy tuk poprzedzany jest
przez swoj poczatek. Jesli x,, x,, ..., x; sa kolejnymi wierzchotkami w £, to piszemy

L= [xl» X25 eeny -xk]a

przy czym wierzcholki skrajne x,, x, sa odpowiednio poczqtkiem i korcem tancucha
£, a k—1, czyli liczbg krawedzi (lub tukéw) w £, nazywamy dfugosciq taficucha £.
Yancuch £ jest prosty (elementarny), gdy zaden wierzcholek (Zadna krawedZ) nie
wystepuje w nim wiecej niz raz. Lancuch £ jest zamkniety lub otwarty w zaleznosci
od tego, czy x; = x; czy nie. Lancuch zamkniety, w ktorym zadna krawedz si¢ nie
powtarza, nazywamy cyklem, analogiczna droge za$ — konturem. Cykl (w szcze-
g6lnosci kontur) [x, X, ..., X, x;] (o dtugosci k > 3) jest prosty, gdy jego wierz-
chotki x,, x,, ..., xx (z pominigciem ostatniego x;) sa parami rozne.

Graf jest spdjny (digraf jest stabo spdjny), jesli dla dowolnych dwdéch jego wierz-
cholkéw istnieje tancuch, ktérego wierzchotkami skrajnymi sa te dwa wierzchotki.
Digraf D jest silnie spdjny, gdy dla kazdej pary wierzchotkow x, y w D istnieje
droga, ktorej poczatkiem jest x, a koncem y.

Spdjnoscig »(G) grafu G jest minimalna ilo$¢ wierzchotkéw, ktdérych usunigcie
wraz z incydentnymi krawedziami daje graf niespdjny lub jednowierzchotkowy.
Jeshi A jest liczbg catkowita i A < #(G), to graf G nazywamy h-spdjnym.

Digraf jest symetryczny, gdy wraz z dowolnym tukiem (x, y) zawiera tuk prze-
ciwnie skierowany (y, x), jest zas antysymetryczny, gdy nie zawiera tukdw przeciwnie
skierowanych. W digrafie (grafie) peinym kazde dwa rézne wierzchotki sa koncami
co najmniej jednego tuku (doktadnie jednej krawedzi). Turniejem jest pelny digraf
antysymetryczny. Symbole K,, K, oznaczaja n-wierzchotkowe grafy, a mianowicie
graf pelny i graf bez krawedzi, K¥ za$ oznacza pelny n-wierzchotkowy digraf sy-
metryczny. Graf dwudzielny B(r,s) ma r+s wierzcholkéw, ktére mozna podzieli¢
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na dwie grupy odpowiednio po r i s wierzchotkéw parami niesgsiednich. Graf B(r, s),
w ktérym kazdy wierzcholek z pierwszej grupy jest sgsiadem kazdego wierzchotka
z drugiej grupy, jest pelnym grafem dwudzielnym oznaczanym przez K(r, s). Kolem
C, (n = 3) jest spdjny n-wierzchotkowy graf regularny stopnia 2. Laricuch P, jest
spojnym grafem n-wierzcholkowym (P, = K;), w ktérym dla n > 2 dokladnie dwa
wierzcholki sa stopnia 1, a pozostale — stopnia 2.

Podgrafem grafu G (poddigrafem digrafu D) jest graf (digraf), ktérego kazdy
element (czyli wierzchotek, krawedz lub tuk) jest elementem w G (w D). Jesli T
jest podzbiorem zbioru wierzchotkoéw X grafu G, to Gr oznacza podgraf indukowany
przez T, czyli maksymalny podgraf, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest T; G—T (=
= Gy_r) oznacza podgraf indukowany przez X—T. Grafem czesciowym, czyli
faktorem grafu G nazywamy kazdy podgraf zawierajacy wszystkie wierzchotki grafu
G. k-faktorem jest faktor regularny stopnia k. Pelnym przeciwfaktorem {G) grafu
G = (X, V) jest graf pelny, ktorego zbiorem wierzchotkéw jest X.

- Skiadowq nazywamy kazdy maksymalny podgraf (odpowiednio poddigraf)
spéjny. Mostem jest krawedz (tuk), ktdrej (-ego) usuniecie zwigksza ilo$¢ sklado-
wych. KrawedZ wiszqca jest mostem, ktorego jeden koniec ma stopien 1.

Graf jest plaski, czyli splaszczalny, gdy jego wierzcholki mozna przedstawié
jako punkty, a krawedzie jako linie (tuki zwykle) na plaszczyznie (lub sferze), 13-
czace punkty odpowiadajace koncom tych krawedzi, przy czym rézne linie moga
mie¢ wspolne co najwyzej konce. '

Symbole R, R,, N oznaczaja zbiory liczb odpowiednio rzeczywistych, rzeczy-
wistych nieujemnych oraz naturalnych. Dla ae R symbole |a] i [a] oznaczaja od-
powiednio podloge (czyli czgs¢ catkowita) i pulap liczby a (por. Knuth [66]), czyli
liczby catkowite mozliwie najblizsze a takie, Ze

la) < a < [a].

Symbol := oznacza definicj¢ poprzedzajacego go symbolu, symbol V (czyt. dla
kazdego) oznacza kwantyfikator ogdlny. Symbol ® oznacza koniec dowodu lub
twierdzenia.

1. Grafy Eulera

1.1. Uwagi wstepne. Jednym z najstarszych probleméw teorii graféw jest pro-
blemm mostow krolewieckich, rozwigzany przez Eulera w roku 1736. Niech dany
bedzie pewien uklad drég wzajemnie przecinajacych si¢. Problem polega na wyzna-
czeniu drogi zamknigtej przechodzacej przez kazdy odcinek drég uktadu doktadnie
jeden raz. Uogdlnieniem problemu Eulera jest problem chiriskiego listonosza sfor-
mutowany przez Mei-ko (Chinczyk, stad nazwa problemu): listonosz ma obejs$é¢
wszystkie przydzielone mu ulice i wréci¢ do urzedu, skad wyszedl. Problem polega
na wyznaczeniu listonoszowi najkrétszej drogi.

Przejdziemy teraz do podania dodatkowych definicji i sformulowania powyz-
szych problemow w jezyku teorii graféw.
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Niech G = (X, V) bedzie grafem zwyklym. Lancuch [x,, ..., x;] nazywamy
laricuchem Eulera od x; do x;, jesli zawiera kazda krawedz grafu G dokladnie jeden
raz. Jesli dodatkowo x; = xi, to [xy, ..., Xk—1, Xi] nazywany cyklem Eulera, a graf
G — grafem Eulera.

Podobnie definiujemy droge i kontur Eulera w digrafie D.

W paragrafie 1.2 podamy warunki konieczne i wystarczajace na to, aby graf
zwykty (odpowiednio digraf) miat tancuch lub cykl (odpowiednio droge lub kon-
tur) Eulera, a w paragrafie 1.3 przedstawimy algorytm dla wyznaczania taficucha
1ub drogi Eulera w grafie lub w digrafie. '

ELancuch zamkniety grafu G, zawierajacy kazda krawedz grafu co najmniej jeden
raz, bedziemy nazywac cyklem pokrywajgcym graf G.

Problem chiniskiego listonosza polega na wyznaczeniu najkrétszego cyklu po-
krywajacego graf G. Jesli, dodatkowo, kazdej krawedzi przypiszemy dlugosé, tj.
rozwazaé bedziemy sie¢ G, = (X, V; ¢, gdzie c jest funkcjg rzeczywista, c: V' — R,
to problem chinskiego listonosza polega na wyznaczeniu najkroétszego cyklu w sieci
G., pokrywajacego graf tej sieci. Oczywiscie, jesli graf G jest grafem Eulera, to
rozwigzaniem problemu chinskiego listonosza dla grafu jak i sieci jest cykl Eulera.
W podobny sposdéb mozna sformutowad zagadnienie chinskiego listonosza dla digrafu.

Powyzszy problem pojawia si¢ tez w sytuacjach praktycznych, gdy chcemy
wyznaczy¢ w sieci drogg optymalng przebiegajaca przez kazda krawedz, na przy-
klad przy oczyszczaniu ulic miasta (garbage collection), przy kontroli sieci gazowej,
kolejowej czy tez przy wyznaczaniu trasy autobusu szkolnego lub samochodu
zaopatrzeniowca, ktéory musi odwiedzi¢ wszystkie ulice miasta (lub wydzielonej
jego czegsci). '

W zastosowaniach, w ktérych szukamy modelu grafowego dla sieci ulic miasta,
pojawiaja si¢ grafy mieszane, tj. takie, w ktorych pewne krawedzie moga by¢ prze-
biegane tylko w oznaczonym kierunku; odpowiadaja one ulicom jednokierunkowym
i nazywamy je wtedy tukami. Dla tego typu modeli otrzymujemy kolejne uogdlnie-
nia: problem drogi (konturu) Eulera i minimainego konturu pokrywajacego graf
lub sie¢ dla przypadku graféw mieszanych.

Graf mieszany oznacza¢ bedziemy przez G = (X, UuV), gdzie U jest zbiorem
par uporzadkowanych, a V zbiorem par nieuporzadkowanych elementéw ze zbioru
X. Stopniem wierzchotka grafu mieszanego jest liczba tukéw i krawedzi incydent-
nych z tym wierzchotkiem. Graf mieszany nazywamy spdjnym, jesli spdjny jest
graf zwykly <X, W), gdzie Vx,yeX mamy xyeW< (x,»)eU v (y,x) €

e Uv xye V. Ciag [x,, ..., x;] nazywamy drogq grafu mieszanego G, jesli (x;, X;11) €
eU lub x;x;,, €V (i=1,2,...,h~1). Graf mieszany nazywamy eulerowskim,
jesli ma kontur [x,, ..., X1, x;] zawierajacy kazdy element z U i V dokladnie

jeden raz. Podobnie definiujemy kontur pokrywajgcy i problem chifiskiego listo-
nosza dla grafu mieszanego G. ‘

Rozwazania tego rozdziatu prowadzone dla grafow, digraféw i graféw miesza-
nych moga by¢ bez wigkszego klopotu rozszerzone na przypadek multigraféw,
multidigraféw i1 multigraféw mieszanych.
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1.2. Istnienie i liczba lancuchéw i drog Eulera. W klasic graféw zwyklych grafy
Eulera mozna scharakteryzowa¢ w nastegpujacy sposob:

TwIERDZENIE 1.1. Dla spdjnego grafu zwyklego G réwnowazne sq nastepujgce
stwierdzenia:

(@) G jest grafem Eulera;

(b) kazdy wierzcholek grafu G jest stopnia parzystego; .

(c) zbior krawedzi grafu G mozna przedstawi¢ w postaci sumy krawedziowo
rozlgcznych cykli prostych. &

Dowdd tego twierdzenia znaleZé mozna m.in. w ksiazkach [52] i [133]. W tej
drugiej, réwnowazno$¢ stwierdzen (a) i (b) udowodniona zostata przy uzyciu algo-
rytmu Hoang Tuya (patrz nastgpny paragraf). '

W przypadku, gdy graf zwykly zawiera wierzcholki nieparzystego stopnia (wtedy
ich ilo$¢ jest zawsze parzysta, w szczegdlnosci moze by¢ réwna zeru), otrzymujemy
nastgpujace wnioski z twierdzenia 1.1:

WniIosEk 1.1. Jesli spéjny graf zwykly G ma 2k (k = 1) wierzchotkdw stopnia
nieparzystego, to zbior jego krawedzi mozina przedstawi¢ w postaci sumy k krawedzio-
wo rozlqcznych lavicuchdw prostych. m

WnIOSEK 1.2, Jesli spdjny graf zwykly G zawiera dwa wierzcholki stopnia nie-
parzystego, to zbior jego krawedzi mozna przedstawi¢ w postaci laricucha Eulera
o koricach w tych wierzchotkach. m

Digrafy Eulera mozna scharakteryzowaé w podobny sposdb:

TwierDZENIE 1.2. Dla slabo spdjnego digrafu D = (X, U) réwnowazine sq na-
Stepujqce stwierdzenia:

* (a) D jest digrafem Eulera;

(b) dla kazdego wierzcholka xe X zachodzi id(x) = od(x);

(c) zbior lukéw digrafu D mozna przedstawié w postaci sumy lukowo rozigcz-
nych konturéw prostych. m .

Warunki na to, aby graf mieszany byl eulerowski, podane zostaly przez Forda
i Fulkersona [40]: .

TWIERDZENIE 1.3. Graf mieszany G = (X, UuV) jest grafem Eulera wiedy i
tylko wtedy, gdy:

(i) G jest spdjny,

(i) kazdy wierzcholek grafu G jest parzystego stopnia,

(iii) dla kazdego podzbioru Y = X rézinica miedzy liczbq tukéw prowadzqcych
z wierzchotkéw nalezqcych do zbioru Y do wierzcholkow nalezqcych do zbioru X—Y,
a liczbq tukéw prowadzqcych z wierzchotkow nalezqcych do zbioru X—Y do wierzchol-
kéw nalezqcych do zbioru Y jest mniejsza lub réwna liczbie krawedzi lqczqcych wierz-
cholki ze zbioru Y z wierzcholkami ze zbioru X—Y. m .

Dowod tego twierdzenia, a takze spos6b wyznaczania konturu Eulera lub okre-
Slania podzbioru Y nie spelniajacego zatozenia (iii) zostaly uzyskane na gruncie
teorii przeplywéw w sieciach i polegaja na konstrukcji odpowiedniej sieci oraz
sprawdzeniu, czy istnieje w niej dopuszczalny oplyw (opltyw zdefiniowany jest w [40]).
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Latwo zauwazyé, ze jesli U = @ lub V = @, to twierdzenie 1.3 jest odpowiednio
twierdzeniem 1.1(a), (b) lub twierdzeniem 1.2(a), (b).
PrzYKEAD 1.1. Graf mieszany przedstawiony na rys. 1.1 spelnia zalozenia twier-
dzenia 1.3 i jeden z jego konturéw Eulera jest postaci [6, 1, 2, 3, 5, 6, 5, 4, 3, 6].
"Jesli natomiast zamienimy tuk (1, 2) na tuk (2, 1) to podzbidr ¥ = {2, 3, 4} nie
spetnia zatozenia (iii) z twierdzenia 1.3 i tak zmieniony graf mieszany nie jest juz
eulerowski.

Rys. 1.1

Przy okreSlaniu liczby cykli Eulera w grafie zwyklym skorzysta¢ mozna z me-
tody Tarry’ego (1886), ktéra upraszcza problem sprowadzajac go do policzenia
cykli Eulera w multigrafach o prostej strukturze. Poniewaz w niniejszym opraco-
waniu rozwazamy jedynie grafy zwykle, wigc tylko wspomnimy o tej metodzie,
gdyz nawet w przypadku grafu zwyklego metoda ta musi by¢ podana w klasie multi-
grafow. ) .

Idea metody Tarry’ego jest nastepujaca: JeSli G = (X, V) jest eulerowskim
grafem zwyklym, a x € X i d(x) = 2r, to liczba cykli Eulera w G jest réwna sumie
liczb cykli Eulera w (2r— 1)!! multigrafach, ktérych zbiér wierzchotkéw jest X— {x},
a otrzymujemy je z G przez usunig¢cie wierzchotka x i krawedzi z nim incydentnych
oraz przez uzupelnienie (2r—1)!! =1-3-5-... «(2r—1) sposobami otrzymanego
podgrafu r krawedziami poprowadzonymi miedzy tymi wierzchotkami, ktére byty
w G incydentne z x.

PrzYKEAD 1.2. Dla grafu przedstawionego na rysunku 1.2, jesli przyja¢ x = 3,
to liczba jego cykli Eulera jest réwna sumie liczb cykli Eulera w trzech multigra-
fach przedstawionych na rysunku 1.3.

Szczegdlowy opis metody Tarry’ego dla wyznaczania liczby cykli Eulera w multi-
grafach ogdlnych znalezé mozna w pracy [118].

Podobna redukcje zagadnienia mozna zastosowaé przy wyznaczaniu liczby
konturéw Eulera w digrafie eulerowskim (patrz praca [110], gdzie bez powotywania
sic na nig zastosowano metod¢ Tarry’ego do wyznaczania liczby konturéw Eulera
w digrafie regularnym stopnia 4).

Przejdzmy teraz do digraféw. Dla ustalonego digrafu D = (X, U), oznaczmy
przez Od(D) {nacierz diagonalng o elementach od(x;), ..., od(x,). Niech M.(D) =
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= 0d(D)— A(D), gdzie A(D) jest macierzq sqsiedztwa digrafu D. Zauwazmy, ze dla
digrafu Eulera D w macierzy M, (D) suma elementéw w kazdej kolumnie i w kaz-
dym wierszu jest réwna zero. Wynika stad, Zze wszystkie dopelnienia algebraiczne
macierzy Myq(D) sa rowne.

1 4 I 4 1 4 1 4

-
~

e
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e ——
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i
3%
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S
w

Rys. 1.2 Rys. 1.3

Dla digraféw eulerowskich liczbg konturéw Eulera okresla nastepujace twierdze-
nie, ktérego elegancki dowod mozna znalezé w [65]:
TWIERDZENIE 1.4. Liczba konturéw Eulera w digrafie eulerowskim D jest réwna

5-]21(4.-1)! -
i=1

gdzie d; = id(x;) = od(x;), a 0 jest wspélng wartosciq dopelnieri algebraicznych ele-
mentow macierzy Myy(D). »

4
Rys. 1.4

PRZYKLAD 1.3. Dla digrafu przedstawionego na rys. 1.4 mamy,

2 -1 -1 0

0110 L1
0010 0 1 -1 0 N
A(D) = - 1l
D =11 001 MaD —1 0 2 -1 °=|0 2-1=2
1000 -1 0 o0 1 0 0 1L



12 M.M. Systo i Z. Skupien

i liczba konturéw Eulera w tym digrafie jest rowna
22-DIA-DI2-DI1-D! = 2;
sgnimi {1,2,3,1,3,4,111[1,2,3,4,1, 3, 1].

Okreslenie liczby konturéw Eulera w mieszanym grafie Eulera jest proble-
mem otwartym.

1.3. Algorytm wyznaczania lancucha lub drogi Eulera. Jedli w grafie zwyklym
G = (X, V) wszystkie wierzcholki z wyjatkiem ewentualnie dwdch wierzchotkéw
x i y sg parzystego stopnia, to za pomocg nastgpujgcego algorytmu mozna wyznaczyé
odpowiednio cykl Eulera lub tafdcuch Eulera z x do y lub stwierdzi¢ niespdjnosc
badanego grafu. Sprawdzenie, czy graf zawiera co najwyzej dwa wierzchotki nie-
parzystego stopnia, mozna potraktowac jako krok zerowy tego algorytmu.

Algorytm Hodng Tuya.

Krok 1. Jesli stopien kazdego wierzchotka jest liczba parzysta, to wybraé
dowolny cykl prosty grafu, a jesli istniejg tylko dwa wierzchotki x i y stopnia nie-
parzystego, to wybraé¢ tancuch prosty z x do y i kazda krawedz wybranego cyklu
lub tanicucha oznaczy¢ liczba 0.

Krok 2. Je$li w rozpatrywanym grafie istnieja krawgdzie nieoznaczone, to
wsrod nich wybraé krawedZ v sasiadujaca z jedna z krawedzi juz oznaczonych i wy-
znaczy¢ cykl prosty zawarty w podgrafie utworzonym z krawedzi nieoznaczonych
i zawierajacy wybrana krawedz u (uzasadnienie istnienia takiego cyklu znalez¢
mozna w [133]). Krawedzie tego cyklu oznaczyé kolejna liczba. Jeéli natomiast
wérdd krawedzi nieoznaczonych nie istnieje nawet jedna krawedz sasiednia z ktoras$

z krawedzi juz oznaczonych, to znaczy, ze rozpatrywany graf nie jest spéjny. W tym
przypadku zakoniczy¢ algorytm z odpowiednia sygnalizacja.

Powtarza¢ krok 2 dopdty, dopoki rozpatrywany graf zawiera krawedzie nie-
oznaczone. W kolejnych iteracjach tego kroku krawedzie wyznaczanych kolejno
cykli prostych numerujemy kolejnymi liczbami naturalnymi 1, 2, ...

Po oznaczeniu wszystkich krawé¢dzi grafu, budujemy cykl lub laficuch Eulera
w nastgpujacy sposob:

Jesli w kroku 1 cecha 0 oznaczono krawedzie cyklu, to za x, przyjmujemy do-
wolny wierzchotek tego cyklu; w przeciwnym razie za x, przyjmujemy x i x, traktu-
jemy jako poczatkowy tancuch dtugosci 0.

Jesli wyznaczony zostat juz tancuch postaci

Xoy Uy, Xyy Uzy Xy vy Xk—1 5 Ugs Xk

w ktérym wszystkie krawedzie sa rdézne, to algorytm konczymy, gdy k= [V,
aw przypadku k < |V| za u,,, przyjmujemy krawedZ incydentng z xi, rézna od
uy, ..., u, i oznaczona najwigksza cecha. Za x,,, natomiast przyjmujemy koniec
krawedzi uy, , r6zny od x;.

PrzYKLAD 1.4. Rysunek 1.5 przedstawia eulerowski graf zwykly, ktorego kra-
wedzie zostaly oznaczone za pomoca algorytmu Hoang Tuya. Po przyjeciu xo = 4,
otrzymujemy nastepujacy cykl Eulera tego grafu: a, af, f, fe, e, ea, a, ac, ¢, cd,
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d, de, e, ec, ¢, ¢b, b, ba, a. W pracy [128] przedstawiono realizacj¢ tego algorytmu
w jezyku ALGOL 1204 dila maszyny cyfrowej ODRA 1204.

Latwo zauwazy¢, ze algorytm Hoang Tuya moze by¢ z powodzeniem zastosowa-
ny do wyznaczania konturu lub drogi Eulera w digrafie Eulera lub w symetrycznym
mieszanym grafie Eulera. Nalezy jedynie pamigtaé, ze je$li w kroku 2 jako u wy-
brany zostanie fuk nieoznaczony, to nalezy wyznaczy¢ kontur zbudowany z tukéw
nieoznaczonych i zawierajgcy tuk u.

Rys. 1.5

Natomiast dla dowolnego mieszanego grafu Eulera nalezy najpierw, korzystajac
z istnienia optywu dopuszczalnego, w odpowiednio zbudowanej sieci tak wyznaczyé
orientacj¢ niektérych krawedzi, aby otrzymac symetryczny mieszany graf Eulera,
a nastgpnie zastosowac algorytm Hoang Tuya (patrz szczegdty w [40], a takze w [34]).

Znane s3 inne algorytmy wyznaczania taficucha Eulera w grafie Eulera (patrz
np. [34]), ale w zasadzie podstawowy krok w kazdym z algorytmow jest taki sam:
wyznaczy¢ cykl (kontur) zbudowany z krawedzi (odpowiednio, tukéw) nieoznaczo-
nych, tj. nieuzytych w krokach poprzednich. Réznice zachodza natomiast miedzy
sposobami oznaczania lub rejestrowania uzytych krawedzi i sposobami konstrukcji
szukanego tancucha Eulera. .

1.4. Zagadnienie chifskiego listonosza. Niech G, = (X, V; ¢) bedzie siecig taka,
ze G =X, V) jest grafem zwyklym, a c: V' — R, funkcja rzeczywista, przypo-
rzagdkowujgca krawedzi v € V' liczbg nieujemna c¢,, ktéra nazywaé bedziemy dlu-
gosciq krawedzi. Przedstawimy teraz problem chifiskiego listonosza dla sieci G,
w postaci; dla ktérej opracowany zostat efektywny algorytm rozwiazania.

Oznaczmy przez 1+, dla v € V czgsto$é wystepowania krawedzi v w ustalonym
cyklu pokrywajacym graf G, tj. 1+y, jest wigc iloscia przejsé przez krawedz v.
Oczywiscie, y, = 0 (v € V). Z definicji cyklu pokrywajacego wynika, Ze dla kazdego
xeX ’

> (143 = 0 (mod?),

veVx

gdzie V, oznacza zbi6r krawedzi incydentnych z wierzchotkiem x.
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Tak wiec problem wyznaczania najkrétszego cyklu w G, pokrywajacego G
réwnowazny jest z zagadnieniem

(. zminimalizowaé Z CoVos

veV

przy ograniczeniach

(1.2) D 4y) =0(mod2) (xeX),
velVx
(1.3) ¥ = 0, y, — calkowite (v eV).

Po wyznaczeniu liczb y,, graf G zastgpujemy multigrafem Eulera G’, ktory powstaje
z G przez zastgpienie kazdej krawedzi v jej 1+ y, kopiami. Lancuch Eulera w G’
jest rozwiazaniem problemu chinskiego listonosza dla sieci G,.

Sprowadzimy teraz zagadnienie (1.1)-(1.3) do zagadnienia programowania
catkowitego, do tzw. problemu skojarzenia (matching problem). Niech B =(b,,)
(x € X, v € V) oznacza macierz incydencji wierzcholek-krawedz grafu G, tj.

{1 jesli x jest koncem krawedzi v,
* 7 |0 w przeciwnym razie.
Przy uzyciu macierzy B moZemy ograniczenie (1.2) zapisa¢ w postaci

D bu(l47) = 0mod2)  (xeX)

‘veV

lub
Dby = Y ba(modd) (xeX).

veV . veV .

Oczywiscie, Z by, = d(x). Niech Z b,(mod2) = e,, czyli dla wezla niepa-
VeV veV

1zystego stopnia mamy e, = 1, a dla wezla parzystego e, = 0. Mozemy teraz pro-
blem (1.1)-(1.3) zapisaé w postaci:

(1.49) zminimalizowaé Z Co Py

veV
przy ograniczeniach

(15) Z bxvyv_zsx = €x (x EX),
veV

(1.6) ' ¥, 20, y, calkowite (veV),

(1.7) se =0, s, catkowite (xeX).

Wida¢, ze jesli e, = 0 (x € X), czyli jeSli ¢ jest grafem Eulera, to rozv;/iqzaniem
problemu jest y, = 0, s, = 0 (v € V, x € X), a wigc najkroétszy cykl w G, pokrywa-
jacy G jest cyklem Eulera w G.

Zagadnienie (1.4)-(1.7) jest szczegblnym przypadkiem ogdlnego problemu sko-
jarzenia. Efektywny algorytm rozwiazywania (1.4)-(1.7) podany zostat w pracy [34].
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Przejdziemy teraz do sformulowania problemu, w jezyku teotii graféw, z ktorego
bedzie mozna wywnioskowac pewne wlasnosei najkrotszego cyklu w G pokrywaja-
cego G.

Dla sieci G, budujemy sie¢ Fx = (X, W; c*>, gdzie F = (X, W jest grafem
pelnym rozpigtym na zbiorze wierzchotkéw X < X, ktére w G s3 nieparzystych
stopni, a c* jest funkcja rzeczywista, c¢*: W — R, , taka, ze ¢*(x y) jest dtugoscia
najkroétszego tancucha z x do y w G, (patrz [115], gdzie podany jest algorytm wy-
znaczania wartosci funkcji ¢*).

Skojarzeniem dowolnego grafu zwyklego E = (Y, Z) nazywaé bedziemy pod-
zbiér krawedzi Z < Z taki, ze kazdy wierzcholek z Y jest incydentny z dokladnie
jedna krawedzia z Z.

Zachodza nastgpujace twierdzenia:

TWIERDZENIE 1.5. Dilugo$é¢ najkrétszego cyklu w G, pokrywajgcego G jest réwna
c(V)+minc*(W), gdzie minimum wziete jest po wszystkich skojarzeniach W grafu
F = (X, W) sieci F.x = <X, W; ¢*> otrzymanej z G,. m

TWIERDZENIE 1.6. Najkrotsze fancuchy w G, odpowiadajqce minimalnemu sko-
Jarzeniu W, w sieci Fox sq w G, krawedziowo rozlgczne. m

Na podstawie tych twierdzen, rozwiazanie optymalne problemu listonosza dla
sieci G, mozna wyznaczy¢é w nastgpujacy sposob:

(a) wyznaczyé wartosci funkcji ¢*, tj. okresli¢ dtugosci najkrotszych taficuchow
w G, migdzy kazdg para weztow stopni nieparzystych;

(b) wyznaczyé minimalne skojarzenie Wy, w sieci F.x; wtedy dtugo$é naj-
krétszego cyklu w G, pokrywajacego G jest réwna c(V)+ c*(Wmin);

(c) zastapi¢ graf G multigrafem G’, utworzonym z G przez zdublowanie kra-
wedzi najkrotszych tancuchow miedzy tymi parami weztdéw, ktére w minimalnym
skojarzeniu Wi potaczone sa krawedziami;

(d) cykl Eulera w multigrafie G’ jest najkrotszym w G, cyklem pokrywajacym G.

W pracy [46] przedstawiono grafowa wersj¢ problemu chinskiego listonosza:
wyznaczy¢ najkrotszy w G cykl pokrywajdcy G, czyli wyznaczy¢ w G, najkrétszy
cykl pokrywajacy G, gdzie dla kazdej krawedzi v € V przyj¢to c¢(v) = 1. Udowodnio-
no m.in. twierdzenia 1.5 i 1.6 dla tego szczegdlnego przypadku, podano wartos¢
funkcji ¢*(Wmin) dla niektérych klas graféw oraz sformutowano pewne wiasnosci
rozwigzania optymalnego, ktore mogg postuzy¢ do jego wyznaczenia bez odwotly-
wania si¢ do algorytmu dla wyznaczania minimalnego skojarzenia.

W przeciwienstwie do przypadku grafu zwyklego problem listonosza dla grafu
zorientowanego lub mieszanego moze nie mie¢ rozwigzania.

W przypadku digrafu mozemy zagadnienie sprowadzi¢ do problemu wyznaczania
przeptywu o minimalnym koszcie w odpowiednio zbudowanej sieci, 4 nastgpnie
korzystajac z algorytmu Forda-Fulkersona wyznaczy¢ przeplyw minimalny lub
stwierdzi¢, Ze nie istnieje rozwigzanie dopuszczalne. Podobnie postgpujemy w przy-
padku grafu mieszanego. Szczegdtowe rozwazania znalezé mozna w pracy [34].
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2. Grafy Hamiltona -

2.1. Wprowadzenie. Problematyka graféw hamiltonowskich zapoczatkowana
zostala w roku 1859 przez matematyka irlandzkiego Williama Rowana Hamilto-
na, ktéry postawil pytanie, jak powinien poruszaé¢ si¢ podrozny po krawedziach
dwunastoscianu foremnego, by przejs¢ przez kazdy z 20 wierzchotkéw doktadnie
jeden raz i wréci¢ do punktu wyjsciowego. Rysunek 2.1 przedstawia graf tego dwu-
nastoscianu umieszczony na plaszczyznie.

Rys. 2.1. Graf dwunasto$cianu foremnego

Zadanie sprowadza si¢ do znalezienia tzw. cykiu Hamiltona w tym grafie, czyli
cyklu prostego zawierajacego wszystkie wierzchotki tego grafu.

Rozwiazanie tego problemu wskazane przez Hamiltona ma nastepujaca ele-
gancka posta¢ (por. Berge [5], str. 186). Poniewaz rozwazany graf jest kubiczny -
(czyli regularny stopnia 3), wiec podrézny dochodzacy po dowolnej krawedzi do
Jjej wierzchotka konicowego ma do wyboru kierunek w lewo (wybdr taki oznaczmy
przez L) lub w prawo (wybdr oznaczmy przez P).

Okazuje si¢, ze kazdy szukany cykl Hamiltona moze by¢ otrzymany za pomoca
ciagu wyboréw
Q2.1 LLLPPPLPLPLLLPPPLPLP

i 3

—_— ——

2 4

(znaczenie ponumerowanych strzalek podane jest nizej) lub ciggu otrzymanego przez
odwrdcenie tego ciagu lub za pomoca ciagu bedacego cykliczna permutacja do-
wolnego z tych dwoch ciggdw. W szczegdlnosci istnieja doktadnie cztery rozne cykle
hamiltonowskie w rozwazanym grafie zawierajace tancuch [a, b, ¢, d, €] (rys.,2.1).
ktére mozna wyznaczy¢ zaczynajac ruch od wierzchotka a po krawedzi ab i stosujac
si¢ do ciagu wybordw, ktérego poczatek jest zaznaczony w (2.1) za pomoca Jednej
z czterech strzatek.

W dalszym ciggu cykl prosty lub tafdcuch prosty, zawierajacy wszystkie wierz-
chotki danego grafu G nazywamy cyklem Hamiltona lub odpowiednio faricuchem
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Hamiltona grafu G. Analogicznie okreslamy kontur hamiltonowski i droge hamil-
tonowskq w digrafie. Graf (digraf) zawierajacy cykl (kontur) hamiltonowski nazy-
wamy grafem (digrafem) hamiltonowskim.

Inne znane od dawna zadania, polegajace na wyznaczaniu albo cykli Hamilto-
na, albo tancuchéw Hamiltona w specjalnych grafach, zwigzane sa z szachownica.
Wielu matematykow, m.in. de Moivre i Euler, zajmowalo si¢ pytaniem, jak obiec
cala szachownice¢ ruchem skoczka szachowego tak, aby kazde jej pole dotknigte
bylo dokladnie jeden raz. S. Jelenski [57] podaje, ze wedlug Jaenischa (lata piec¢-
dziesigte XIX w.) liczba réznych rozwiazan tego zadania przewyzsza 31 milionéw (!).

W badaniach operacyjnych rozwaza si¢ tez problemy, w ktérych chodzi o znaj-
dowanie specjalnych drég lub konturéw hamilonowskich w odpowiednich di-
grafach z obciazonymi tukami (tzn. z tukami, ktérym przyporzadkowane sg pewne
liczby rzeczywiste). Moga to by¢ zadania polegajace np. na utozeniu optymalnego
planu wykorzystania danej maszyny do produkcji pewnej ilosci r6znych wyrobdw
przy zalozeniu, ze dane sa rézne koszty przejscia od produkcji jednego wyrobu do
produkcji innego wyrobu. Szczegdlnym zadaniem analogicznego typu jest klasyczny
problem komiwojazera, o czym bedzie jeszcze mowa w nastgpnej czesci.

Istnieje pewne podobienstwo miedzy pojeciami np. cyklu Eulera i cyklu Hamil-
tona. Mianowicie cykl Eulera przechodzi przez kazda krawegdz grafu jeden i tylko
jeden raz, a cykl Hamiltona podobnie przechodzi przez kazdy wierzcholek grafu.
Analogia ta jest jednak dos¢ staba, gdyz cykl Eulera moze wielokrotnie przechodzié
przez wierzchotki grafu, gdy tymczasem cykl Hamiltona przechodzi przez dowolna
krawedz co najwyzej jeden raz. Ponadto charakteryzacja zaréwno graféw, jak i di-
grafow eulerowskich, jest bardzo prosta i uzyteczna (tzn. umozliwia tatwe sprawdze-
nie, czy dany graf jest albo nie jest eulerowski). Dotychczas za$ brak prostej i uzy-
tecznej charakteryzacji graféow hamiltonowskich (zreszta nie jest pewne, czy taka
w pelni zadowalajaca charakteryzacja w ogodle istnieje).

2.2. Grafy hamiltonowskie i hipoteza czterech kolorow. Niewatpliwie najstyn-
niejszym otwartym problemem w teorii grafow jest hipoteza czterech koloréw(?),
wedlug ktorej kazdy ptaski graf jest 4-chromatyczny, tzn. jego wierzcholki mozna
pomalowa¢ co najwyZej czterema kolorami, tak aby sasiednie wierzcholki byly
réznokolorowe. Drugim z kolei otwartym problemem jest zagadnienie znalezienia
eleganckiej oraz uzytecznej charakteryzacji graféow hamiltonowskich. Od wielu lat
problemy-te skupiaja uwage i inspiruja badania wielu matematykéw. Nie sg one
nawet catkowicie niezalezne. Wiadomo bowiem, Ze hipoteze czterech kolordow
wystarczy rozwaza¢ tylko w klasie maksymalnych graféw plaskich, tzn. grafow
maksymalnych ze wzgledu na relacje ,,jest faktorem grafu” w klasie grafow ptaskich.
Charakteryzacje tych za$ graféw za pomoca wilasnosci hamiltonowskich w klasie
wszystkich graféw n-wierzcholkowych, n > 4, podaje nastepujace twierdzenie:

() W pracy [1b] ogtoszono udowodnienie tej hipotezy przy uzyciu komputera.
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TwiIerRDZENIE 2.1 (Skupien [101] i [100]). n-wierzcholkowy graf jest maksymalnym
grafem plaskim dokladnie wtedy, gdy jest spdjnym grafem lokalnie hamiltonowskim
majqcym dokladnie 3n-6 krawedzi, przy czym spéjny n-wierzchotkowy graf lokalnie
hamiltonowski nie moze mie¢ mniej niz 3n-6 krawedzi (n = 4). m

Graf G nazywamy lokalnie -hamiltonowskim (lub S$cislej 1-sqsiedzko hamil-
tonowskim), gdy dla kazdego wierzchotka x grafu G podgraf indukowany przez sa-
siaddw wierzchotka x jest niepusty i hamiltonowski.

Z pewnego twierdzenia G. D. Birkhoffa (por. [93]) i z twierdzenia 2.1 wynika,
ze hipoteze czterech koloréw wystarczy rozpatrywac¢ w klasie 5-spojnych, plaskich
graféw lokalnie hamiltonowskich, ktore sa réwniez hamiltonowskie, co wynika
z twierdzenia Whitneya o hamiltonowskosci 4-spéjnych maksymalnych graféw
ptaskich. Uogdlnienie tego twierdzenia Whitneya ma nastgpujaca postac.

TwiIeRDZENIE 2.2 (Tutte [125]). Kazdy 4-spdjny graf plaski jest hamiltonowski.

W zwigzku z tym twierdzeniem odnotujmy, Ze Duke znalazt jego analogon dla
graféw wyzszych rodzajéw, przy czym na mocy definicji graf jest rodzaju co naj-
wyzej y, jesli da si¢ on umiesci¢ bez przecinania si¢ krawedzi na zamknigtej po-
wierzchni orientowalnej rodzaju y, czyli na sferze z y uchami.

TwierDZENIE 2.3 (Duke [33])). Dla kazdej liczby naturalnej y istnieje taka liczba
naturalna c(y), ze kazdy c(y)-spojny graf rodzaju co najwyzej y jest hamiltonowski,
przy czym c(y) speinia nastepujqcq nieréwnosé

B(5+(16y+1)"2)] < c(y) < [B+(6y+3)7]

dla naturalnych y = 1 (w szczegdlnosci 4 < ¢(1) < 6). m

Pierwotne sformutowanie hipotezy czterech koloréw dotyczyto kolorowania
map na sferze (lub na plaszczyzZnie, co jest rOwnowazne). Mozna wykazaé, ze aby
udowodnié lub obali¢ t¢ hipotezg, wystarczy rozpatrywa¢ mapy wyznaczone przez
3-spojne grafy kubiczne, a nawet przez grafy kubiezne cykliczne 5-krawgdziowo
spojne. Graf nazywamy cyklicznie (dokladnie) k-krawedziowo spdjnym, jesli usunigcie
mniej niz k dowolnych krawedzi nie dzieli grafu na 2 sktadowe, z ktérych kazda
zawieralaby cykl (przy czym graf nie jest cyklicznie (k+ 1)-krawedziowo spdiny).
Plaski graf kubiczny moze by¢ cyklicznie co najwyzej 5-krawedziowo spdjny.

Wiadomo, Ze mapa wyznaczona na sferze przez hamiltonowski graf kubiczny
jest 4-chromatyczna, tzn. jej panstwa mozna pomalowaé co najwyzej czterema ko-
lorami tak, ze sasiednie panstwa (tj. takie, ktérych wspdlna granica ma niezerowa
dlugo$é) pomalowane zostang réznymi kolorami (kolejne panstwa po jednej stro-
nie cyklu Hamiltona mozna malowaé na przemian tylko dwoma kolorami).
W zwiazku z tym jeszcze w 1880 (lub 1884) roku P. G. Tait postawil hipoteze, ze kaz-
dy cyklicznie 3-krawedziowo spojny ptaski graf kubiczny (czyli z klasy C3) jest
hamiltonowski. Z prawdziwosci tej hipotezy wynikatoby oczywiscie, Ze problem
czterech koloréw ma pozytywne rozwiazanie. Hipoteza Taita jest jednak falszywa.
Mimo to w latach trzydziestych F. Schoblik (1929, 1930) i J. Chuard (1930, 1932)
oglaszali znalezienie dowodu tej hipotezy (por. Griinbaum [50], str. 1143). Pierwszy
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kontrprzyktad bedacy grafem 46-wierzchotkowym podat W. T. Tutte [123] w 1946
roku. Graf ten jest cyklicznie dokladnie 3-krawedziowo spdjny. Obecnie znanych
jest kilka 38-wierzchotkowych kontrprzykladéw, bedacych plaskimi grafami ku-
bicznymi cyklicznie dokladnie 3-krawedziowo spojnymi, ktére znalezione zostaly
niezaleznie przez trzech matematykow: J. Bosaka [11], J. Lederberga i D. Bar-
nette’a (por. [74] oraz [50], str. 1144). Butler [12] udowodnita, Ze te 38-wierzchotko-
we grafy kubiczne sa minimalnymi niehamiltonowskimi, plaskimi grafami kubicz-
nymi, ktore sa cyklicznie dokladnie 3-krawedziowo spdjne.

Jeden z tych graféw przedstawiony jest na rysunku 2.2, zaczerpnigtym z ksigzki
Marshalla [83], str. 112. Jak podaje Bosdk (p. Butler [12], str. 69) istnieje przynaj-

A C

Rys. 2.2

mniej sze$¢ takich graféw. Istotnie, tych sze$¢ réznych graféw otrzymamy sklejajac
odpowiednio dwie kopie grafu N (rys. 2.3) z grafem pryzmy pigciokatnej (rysunek
2.4). Spos6b sklejania podany jest w cytowanych wyzej pracach Boséaka i Lederberga.

Graf N, wskazany przez Tutte’a [123] w roku 1946, jest — jak stwierdza Bosak
[11] — najmniejszym (a mianowicie 16-wierzchotkowym) 3-spéjnym, ptaskim grafem

a a

(T,

i3

a ¢

Rys. 2.3, Graf N Rys. 2.4. Graf pryzmy pigciokatnej
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kubicznym i hamiltonowskim, majacym krawedZz, przez ktéra przechodzi kazdy
cykl Hamiltona tego grafu. Ma on nawet 3 takie krawedzie. Sa one oznaczone litera
a na rysunku 2.3. Natomiast krawedzie p; 1 p, w grafie pryzmy (rys. 2.4) maja tg
wlasno$¢, ze obie réwnoczesnie nie naleza do zadnego cyklu Hamiltona tego grafu.

Wspomniane wyzej sklejanie polega na tym, Zze usuwamy jeden z koncow kra-
wedzi a grafu N oraz jeden koniec krawedzi p, grafu pryzmy, otrzymujac po trzy
krawedzie wiszace, ktore sklejamy parami po jednej krawedzi z kazdego grafu, przy
czym krawedz a sklejamy z krawedzia p;. (Odnotujmy, Ze usuwajac koniec krawedzi
a grafu N otrzymamy istotnie podgraf grafu z rysunku 2.2, zawarty wewnatrz 44BC
wraz z dodatkowymi krawedziami wiszacymi u wierzchotkow 4, B i C). Tak skon-
struowany nowy graf sklejamy analogicznie z druga kopia grafu N, sklejajac w szcze-
gblnosci krawedz p, z krawedzia a. T¢ podwdjna operacj¢ sklejania mozna zreali-
zowaé wlasnie na 6 istotnie réznych sposobow.

Pozostaje otwarty problem, jakie jest minimalne n, dla ktérego istnieje nieha-
miltonowski plaski graf kubiczny, cyklicznie 4-krawedziowo spdjny. Oczywiscie,
n musi by¢ parzyste (bo w kubicznym n-wierzchotkowym grafie ilos¢ krawedzi jest
réwna 3n/2). Jak podaje Butler [12], D. Barnette i G. Wegner udowodnili ostatnio,
7e n = 28. Wozesniej udowodniono, Zze n > 20 (Lederberg [74]) oraz n > 24 (Butler
[12] i P.R. Goodey, p. [12]). Autorzy tych dowodow korzystali w istotny sposob
z wynikéw uzyskanych za pomoca komputerow, ktére uzyto do generowania pla-
skich graféw kubicznych i do weryfikowania ich wtasnodci.

Rys. 2.5. Graf Grinberga

Najmniejszym ze znanych niehamiltonowskich .graféw w klasie CS, czyli w klasie
ptaskich graféw kubicznych, ktére sa cyklicznie 5-krawedziowo spojne, jest 44-
wierzchotkowy graf podany przez Grinberga [49] (rys. 2.5), znaleziony pdZniej
réwniez przez Tutte’a (por. Griinbaum [50], str. 1145 oraz Berge [5], str. 224). Jak
zauwazyli Faulkner i Younger [35], usuwajac z tego grafu jedna z trzech krawedzi,
ktore sa incydentne ze wspdlnym wierzchotkiem trzech szesciobokdéw, otrzyma-
my — wskazany réwniez przez Grinberga — 42-wierzchotkowy niehamiltonowski,
plaski graf kubiczny, cyklicznie dokladnie 4-krawedziowo spdjny, czyli z klasy
C4-C5. Inny 42-wierzcholkowy graf o tych samych wlasno$ciach, przypominajacy
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graf z rysunku 2.2, znalezli Faulkner i Younger [35]. Postugujac si¢ komputerem
stwierdzili oni réwniez, ze graf Grinberga (rys. 2.5) jest minimalny w klasie C5.

Tak wigc wspomniany wyZej problem otwarty sprowadza si¢ do pytania, czy
w klasie C4-C5 istnieje niehamiltonowski graf majacy n wierzchotkow, gdzie kolejno
n = 28, 30, ..., 40.

Odnotujmy tez, ze istnienie plaskich i 3-spdjnych graféw, ktore nie sa hamil-
tonowskie, dowodzi, iz twierdzenie Tutte’a 2.2 jest w pewnym sensie ostre, tzn. jego
zaloZenie nie moze by¢ oslabione bez zmiany struktury logicznej tego zaloZenia.

Znany jest rOwniez, skonstruowany przez T. Zamfirescu (p. Griinbaum [50],
str. 1147 lub Berge [5], str. 224), 88-wierzcholkowy ptlaski, 3-spdjny graf kubiczny
bez tancucha Hamiltona.

Barnette i Jucovi¢ [2] udowodnili, ze 11, 18 1 9 (11, 27 i 18) — to minimalne
ilo$ci n, m i f odpowiednio wierzchotkow, krawedzi i $cian w wieloscianie wypuklym
(w wielo$cianie symplicjalnym), ktorego graf jest niehamiltonowski. Odnotujmy,
ze —zgodnie z twierdzeniem Steinitza (1922, por. [50]) — graf jest izomorficzny
z grafem wielo$cianu dokladnie wtedy, gdy jest ptaski i 3-spdjny. Graf wieloscianu
symplicjalnego jest za§ maksymalnym grafem plaskim. Minimalny niehamilto-

]

Rys. 2.6. Minimalny niehamiltonowski graf wielo$cianu

nowski graf wieloscianu przedstawia rysunek 2.6. Jest to graf niehamiltonowski
jako graf dwudzielny B(5,6). Dzielgc sciany tego grafu na trdjkaty za pomoca prze-
katnych 1aczacych wierzcholki bedace kétkami, otrzymamy minimalny niehamil-
tonowski graf wieloécianu symplicjalnego (por. Skupien [100]).

Dla wieloscianow, ktérych grafy nie zawieraja lancucha Hamiltona analogiczne
minimalne ilo$ci wynosza 14,24 i 12 (14,36 i 24), co udowodnil Goodey [45], potwier-
dzajac hipoteze¢ Barnette’a i Jucovita [2].

2.3. Warunki konieczne. Poniewaz problem charakteryzacji graféw hamiltonow-
skich (lub niehamiltonowskich) nie zostal rozwiazany w sposéb zadowalajacy, wigc
szczegblnego znaczenia nabieraja proby znalezienia mozliwie najmocniejszych wa-
runkéw koniecznych lub mozliwie najstabszych warunkéw wystarczajacych na to,
by graf byt hamiltonowski. Aby sformulowa¢ kilka znanych warunkow koniecznych,
przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:
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k(G) jest liczba sktadowych grafu G;

m(G) jest liczba krawedzi grafu G-

mg(R, T) jest liczba krawedzi grafu G takich, ze jeden koniec nalezy do R, drugi
za$ do T przy zatozeniu, ze R i T sa rozlacznymi podzbiorami zbloru wierzchotkow

X (lub roztacznymi podgrafami) grafu G.
Kazdy graf hamiltonowski G = (X, V) spelnia nastgpujace warunki konieczne:

2.2) Graf G jest 2-spdjny, czyli »(G) = 2

23) k(G-Xy) < max {1, {X;]} (VX; = X, |X]| = 3), tzn. graf G jest 1-trwaly
(1-tough, por. Chvatal [25] i [26]); :

(2.4) G ma 2-faktor, czyli graf czgsciowy regularny stopnia 2;
(2.5) Nie istnieje podziat X = R U S U T zbioru wierzchotkéw X na roztaczne
(niekoniecznie ni¢puste) zbiory R, S, T takie, Ze
. 1 1 ,
|Sl+7mG(Rs - *Z*Q(R, T) < |T|—m(Gyp),
gdzie g(R, T) oznacza liczbg sktadowych H podgrafu Gr (indukowanego
przez R) takich, ze liczba krawedzi mg(H, T) jest nieparzysta;
(2.6) Nie istnicje podzial X = Ru S u T taki, Ze

T#X oraz [S|+%mG(R, T) < k(Gy).

Konieczno$¢ warunkéw (2.2), (2.3) i (2.4) jest oczywista, przy czym warunek
(2.2) wynika z warunku (2.3), co oznacza, ze warunek (2.3) jest mocniejszy od wa-
runku (2.2). Warunek (2.5) za$ jest rOwnowazny warunkowi (2.4) i jest szczegdlnym

Rys. 2.7. Przykiad Chvatala

przypadkiem pewnego ogélnego warunku podanego przez Tutte’a [124]). Warunek
(2.6) podany zostal przez Chvatala [26], ktory udowodnit takze, ze warunek ten
jest mocniejszy od (2.5), a wiec i od (2.4).

Kazdy z tych pigciu warunkéw wystarcza na to, aby istniat cykl Hamiltona
w grafie G majacym 3, 4 lub 5 wierzchotkéw. Minimalny (7-wierzchotkowy) nieha-
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miltonowski graf, spetniajacy warunek (2.3) a znaleziony przez Chvatala, przedsta-
wiony jest na rysunku 2.7.

Warto odnotowaé, ze zaprzeczenie dowolnego spos$rdd powyzszych pigciu wa-
runkow jest warunkiem wystarczajacym na to, by graf G' nie byl hamiltonowski.
Jako taki warunek wystarczajacy szczegdlnie ¢zgsto wykorzystywane jest zaprzecze-
nie warunku (2.3).

Odnotujmy tez, ze bezposrednie wzmocnienie warunku (2.2), czyli warunek
postaci ‘

%#(G) = %, = const,

dla zadnej stalej x, nie'gwarantuje istnienia cyklu Hamiltona w dowolnym grafie G.
Istotnie, pelny graf dwudzielny K(#, t+1) o spéjnosci » = ¢ jest nichamiltonowski
dla kazdego ¢, bo nie spelnia warunku (2.3) dla podzbioru X, ztozonego z ¢ wierz-
chotkéw pierwszej grupy w K(t, t+1). Chvatal przypuszcza ([25], hipoteza 2.3),
ze mozliwe jest bezposrednie wzmocnienie warunku (2.3) dajace warunek wystar-
czajacy istnienia cyklu Hamiltona.

HiroTEZA CHVATALA[25]. Jesli
2
2.7) K(G-X) < 51X

dla kazdego podzbioru wierzcholkoéw X, takiego, Ze G—X, jest grafem niespojnym
(tzn. G jest grafem t-trwalym dla pewnego t > 3/2) i G ma przynajmniej 3 wierzcholki,
to G jest grafem hamiltonowskim.

Korzystajac z twierdzenia Tutte’a 2.2, Chvatal udowodnit, ze hipoteza ta jest
prawdziwa dla grafow plaskich. ‘ '

Statej 2/3 w warunku (2.7) nie mozna zwigkszy¢, bo Chvatal podat 30-wierz-
chotkowy graf kubiczny nichamiltonowski, dla ktérego zachodzi réwno$é w warunku
(2.7). Jest to graf otrzymany ze znanego grafu Petersena (rys. 2.9) przez zastapienie
kazdego wierzchotka trojkatem wedlug schematu z rysunku 2.8.

_<h__,

Rys. 2.8

Interesujacy warunek konieczny na to, by graf plaski byt hamiltonowski, zna-
leziony zostal niezaleznie przez Grinberga [49] 1 W. P. Kozyriewa (por. Sachs [96]).
Niehamiltonowsko$¢ grafu Grinberga (rys. 2.5) wynika wiasnie z faktu, ze nie spetnia
on tego warunku koniecznego.

2.4. Grafy hipohamiltonowskie. W roku 1891 Petersen [94] udowodnil, ze kazdy
graf kubiczny bez mostéw ma 1-faktor i w konsekwencji jest krawedziowo rozlaczng
sumg 1-faktora i 2-faktora. Wynik ten nie moze by¢ wzmocniony, gdyz graf z ry-
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sunku 2.9 wskazany przez Petersena i nazywany obecnie grafem Petersena, jest
kubiczny, bez mostéw i nie jest suma trzech parami krawedziowo rozlgcznych
1-faktorow. Graf Petersena jest réwniez przykladem 3-spdjnego grafu kubicznego
(nieptaskiego), ktory nie jest hamiltonowski.

R. Sousselier zauwazyt (por. Berge [5], str. 223), ze graf Petersena jest minimal-
nym grafem hipohamiltonowskim, czyli grafem niehamiltonowskim o tej wlasnosci,
ze odrzucenie z niego dowolnego wierzchotka wraz z incydentnymi krawedziami
daje graf hamiltonowski. Sousselier skonstruowat rowniez grafy hipohamiltonowskie
rzedu 6p+4 (przy czym graf Petersena odpowiada wartosci p = 1) oraz rzedu 18
(por. [55]). Oprocz Sousseliera nieskonczone rodziny graféw hipohamiltonowskich

.

Rys. 2.9. Graf Petersena

skonstruowali réwniez Lindgren [80], Bondy [9], Chvatal [27], J. Doyen (por.
[122]), Thomassen [120] oraz Collier i Schmeichel [28a]. Herz, Duby i Vigué w pracy
[55] skonstruowali grafy hipohamiltonowskie rzedéw 13 i 15 oraz udowodnili, ze
graf Petersena jest jedynym grafem hipohamiltonowskim wérdd graféw rzedu < 12.

Jak podaje Thomassen [122], dla kazdego r = 13 z wyjatkiem ewentualnie
n = 141in = 17 istnieje graf hipohamiltonowski rzedu s. Collier i Schmeichel [28b]
sprawdzili przy uzyciu komputera, Ze nie ma graféw hipohamiltonowskich rzedu 14.
Nie wiadomo wigc tylko, czy istnieja grafy hipohamiltonowskie wsréd grafow
17-wierzchotkowych.

W pracy [27] Chvatal udowodnil, ze liczba nieizomorficznych graféw hipohamil-
tonowskich rzgdu n zmierza do nieskorficzonoéci wraz z n. Collier i Schmeichel
udowodnili w [28a], Ze liczba ta wzrasta przynajmniej wykladniczo.

W pracy [63] postawiony zostal problem, czy istnieja grafy bez taficucha Hamil-
tona, z ktorych odrzucenie dowolnego wierzchotka daje podgraf majacy takcuch
Hamiltona. Konstrukcyjny dowdd istnienia takich n-wierzchotkowych graféw
podal Thomassen w pracy [120] dla n = 34, 37, 39, 40 i n > 42. Najmniejszy z tych
grafow (34-wierzchotkowy) podany jest na rysunku 2.10.

W.P. Kozyriew [68] udowodnit niedawno, ze nie istnieja grafy hipo-hamiltonow-
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sko-spdjne, czyli grafy, ktére same nie sa hamiltonowsko spdjne, lecz kazdy ich
podgrafl indukowany otrzymany przez odrzucenie dowolnego jednego wierzchotka
jest hamiltonowsko spéjny. (Definicja Orego graféw hamiltonowsko spdjnych
czyli silnie 1-krawedziowo hamiltonowskich podana jest w nastepnym paragrafie).

Rys. 2.10. Przyklad Thomassena

2.5. Wlasnosci wysoko hamiltonowskie i operacja zespolenia graféw. Wérod graféw
hamiltonowskich wyrézniane sa grafy wysoko hamiltonowskie, a w szczegélnosci
p-hamiltonowskie (Chartrand, Kapoor i Lick [17], g-krawedziowo hamiltonowskie
(Kronk [69]) oraz (p, g)-hamiltonowskie i silnie (p, ¢)-hamiltonowskie (Skupient
i Wojda [108)).

W dalszym ciagu zakladamy, ze

0<p<n-3, 0<q<n-1, p+g<n-1, np,qeN,
przy czym n oznacza liczbe wierzchotkéw grafu G.

Graf G nazywamy p-hamiltonowskim, jesli odrzucenie z G co najwyzej p dowol-
nych wierzchotkéw (wraz z incydentnymi krawedziami) daje zawsze graf hamilto-
nowski.

G nazywamy grafem (silnie) g-krawedziowo hamiltonowskim, jesli dla dowolnego
uktadu rozlacznych laficuchow prostych S, zawierajacego co najwyzej g krawedzi
i zawartego w grafie G (przeciwfaktorze {G)), w grafie GuU.S istnieje cykl hamilto-
nowski zawierajacy S. Graf G nazywamy (silnie) (p, q)-hamiltonowskim, jesli dla
dowolnego podzbioru X; zbioru wierzchotkéw X grafu G takiego, ze |X,| < p, graf
G—X; jest (silnie) g-krawedziowo hamiltonowski.

Oczywiscie, graf (silnie) (p, 0)-hamiltonowski jest p-hamiltonowski, za$ (silnie)
(0, g)-hamiltonowski jest (silni¢) g-krawedziowo hamiltonowski. Grafy silnie 1-kra-
wedziowo hamiltonowskie nazywane sa hamiltonowsko spdjnymi (Ore [92]).

Pojecie grafu silnie (p, g)-hamiltonowskiego jest uogdlnieniem lub uszczegdlnie-
niem pewnych innych poje¢ rozwazanych w literaturze o grafach hamiltonowsko
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spojnych (Berge [5], str. 217 i Las Vergnas [71], Chartrand, Kapoor i Kronk [16]
oraz Lick [77]; por. [108], str. 464).

Kronk [69] wprowadzit réwniez pojecie grafu g-lancuchowo hamiltonowskiego.
G jest mianowicie grafem g-laricuchowo hamiltonowskim, jesli dowolny lafncuch
prosty tego grafu o dlugosei co najwyzej g jest zawarty w cyklu Hamiltona grafu G.
Naturalnym uszczegdlnieniem tego pojecia jest pojecie grafu dowolnie hamiltonow-
skiego (randomly Hamiltonian) wprowadzone przez Chartranda i Kronka [18].
Graf G nazywany jest dowolnie hamiltonowskim, jesli dowolny tancuch prosty grafu
G zawarty jest w cyklu Hamiltona tego grafu. m-wierzchotkowy graf G jest wigc
dowolnie hamiltonowski dokladnie wtedy, gdy jest (n— 1)-fancuchowo hamilto-
nowski. .

TWIERDZENIE 2.4 (Chartrand i Kronk [18]). Graf G jest dowolnie hamiltonowski
(tzn. (n— D)-laricuchowo hamiltonowski) wtedy i tylko wtedy, gdy G = K, (graf
peiny) lub G = C, (kolo) lub n jest parzyste i G = K(n/2, n/2) (regularny peiny
graf dwudzielny), gdzie n > 3. =

Uogdlnienia lub uszczegdlnienia pojecia grafu dowolnie hamiltonowskiego
mozna znalezé w nastepujacych pracach: Chartrand i Kronk [18] i [19], Jolivet
i Raynaud [62] oraz (z réwnoczesnym wigczeniem do rozwazan graféw nieskoficzo-
nych przeliczalnych) Thomassen [119] i [121], a takze Dirac i Thomassen [32].

Chvatal [26] wprowadzit nazwe grafy r-cyklowalne (r-cyclable) dla graféw roz-
wazanych w pracy Watkinsa i Mesnera [127]. Graf G jest mianowicie r-cyklowalny,
jesli dla kazdych r wierzcholkéw istnieje w G cykl prosty zawierajacy te wierzcholki.
Grafy r-cyklowalne sa uogdlnieniem zaréwno graféw hamiltonowskich, jak réw-
niez hipohamiltonowskich. Istotnie, n-wierzchotkowy graf hamiltonowski. jest
n-cyklowalny, niehamiltonowski co najwyzej (n— 1)-cyklowalny, hipohamiltonowski
za$ — to graf taki i tylko taki, ktorego cyklowalno$¢ £(G) = n— 1. Cyklowalnosciq
£(G) grafu G nazywa si¢ maksymalng liczbg r taka, ze graf G jest r-cyklowalny.

Z klasycznego twierdzenia Mengera o spdjnosci graféw wynika réwnowazno$¢

#(G) = 2 dokladnie wtedy, gdy &(G) = 2.

Dirac ([31], twierdzenie 9), udowodnit, Ze

#(G) = 2 implikuje  &(G) = »(G).

Natomiast Watkins i Mesner znalezli zadowalajaca charakteryzacje graféw,
ktore nie sa 3-cyklowalne. Udowodnili oni réwniez nastgpujace

TWIERDZENIE 2.5 (Wathins i Mesner [127]). Dila grafu G = (X, V) warunek
E(G) = #(G) = 3 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje »(G)-elementowy podzbior
wierzcholkow X, taki, Ze ilosé¢ skladowych k(G—X,) = x(G)+1. m

Chvatal uwaza, Ze nie powinno by¢ szczegdlnie trudne znalezienie dobrej charak-
teryzacji grafow, ktére nie sa 4-cyklowalne (wystarczy rozwazy¢ grafy, dla ktérych
» =21 &= 3). Nie wydaje si¢ jednak mozliwe zadowalajgce scharakteryzowanie
wszystkich grafow niehamiltonowskich przez kolejne charakteryzowanie graféw,
ktore nie sa r-cyklowalne, r = 4, 5, 6, ... Powazne klopoty wystapia bowiem przy
prébach znaleziénia dobrej charakteryzacji w przypadku duzych wartosci .
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Bondy [8], inspirowany przez wyniki dotyczace istnienia kontur6w o dowolnych
dlugosciach 3,4, ...,n w kazdym silnie spdjnym turnieju o n wierzchotkach (p.
twierdzenie Mosera udowodnione w pracy [53]), wprowadzit pojecie graféw pancy-
klicznych. Graf G o n wierzchotkach nazywamy pancyklicznym, jesli dla kazdego
k,3 < k < n, zawiera cykl prosty o diugosci k. Wynika stad, ze kazdy graf pancy-
kliczny jest specjalnym grafem hamiltonowskim.

Warto teraz podac kilka znanych wspolzaleznoéci migdzy powyzszymi pojeciami.
Koto n-wierzchotkowe C, dla n > 4 jest prostym przykladem grafu, ktéry jest
g-krawedziowo hamiltonowski dla 0 < g < n—1 i nie jest silnie g-krawedziowo
hamiltonowski dla ¢ > 0.

Ciekawym przykladem jest graf Z (rys. 2.11), znaleziony przez T. Zamfirescu
i wskazany autorom przez J.C. Bermonda z Francji). Jest to graf 1-hamiltonowski
i nie-2-hamiltonowski, 1-krawg¢dziowo i 2-krawedziowo hamiltonowski oraz nie-
3-krawedziowo hamiltonowski i wreszcie Z nie jest grafem silnie 1-krawedziowo
hamiltonowskim (czyli hamiltonowsko spdjnym). W dowodzie powyzszych wiasnosci
warto korzystac z faktu, ze dowolne dwa wierzchotki w kazdym ze zbioréw {a, b, c}

"
/Q;\“

Rys. 2.11. Graf Zamfirescu Z

i{1,2,...,9} sa podobne, tzn. istnicje taki automorfizm grafu Z, ktdry jeden z tych
wierzchotkow przeprowadza w wierzcholek pozostaly. Analogicznie podobne sa
kazde dwie krawedzie cyklu [, 2, ..., 9, 1] i kazde dwie sposroéd pozostalych kra-
wedzi.

Graf Z nie jest 2-hamiltonowski, poniewaZz usunigcie z Z wierzchotkdéw a i b
daje niehamiltonowski podgraf indukowany, przedstawiony na rysunku 2.12. Zau-
wazmy, ze podgraf ten ma laficuchy Hamiltona, przy czym dla kazdego z nich albo
jednym z koricéw jest wierzcholek ¢, albo oba kofice sa sasiadami jednego tylko
sposréd wierzchotkéw a i b. Stad i z faktu, ze wierzchotek c nie jest sasiadem ani
dla a, ani dla b, wynika tez, Ze Z nie zawiera laficucha Hamiltona o koficach a i b,
czyli graf Z nie jest hamiltonowsko spéjny. Graf Z nie jest 3-krawedziowo hamil-
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tonowski, poniewaz zaden jego cykl Hamiltona nie przechodzi przez 3 krawedzie
[1,2] [4,5]1 [7, 8]

Zauwazmy nastgpnie, Zze wprowadzone przez Kronka pojecia n-wierzchotkowych
graféw g-krawedziowo hamiltonowskich i g-tancuchowo hamiltonowskich pokry-
waja sieg dla g = 0, 1, n—1, co jest oczywiste. Jest to prawda rowniez dla ¢ = n—2,
przy czym kazdy n-wierzchotkowy graf (n—2)-tancuchowo hamiltonowski jest
dowolnie hamiltonowski. Dwa rozwazane pojecia rdznia si¢ jednak dla g = 2

Rys. 2.12. Podgraf indukowany grafu Z

i dostatecznie duzych n. Wynika to z przykladu Kronka [69] (rys. 2.4), bedacego
grafem pryzmy 5-katnej, w ktdrym nie istnieje cykl Hamiltona przechodzacy przez
krawedzie p; i p,, chociaz graf ten jest 2-taiicuchowo hamiltonowski. Analogicznie
jest dla ¢ = 3, gdyz graf Z jest 3-taficuchowo hamiltonowski i nie jest 3-krawedzio-
wo hamiltonowski.

Zanim przejdziemy do dalszych przykladéw, przytoczymy za Zykowem [132]
uzytecznag w dalszym ciagu definicj¢ zespolenia (wg Zykowa — iloczynu) dwoch
roztagcznych graféw. Zespoleniem dwéch roztacznych graféw G, i G, nazywamy
graf Gy * G,, ktéry zawiera jedynie oba grafy G, i G, oraz wszystkie mozliwe kra-
wedzie, ktdrych jeden koniec jest wierzchotkiem w Gy, a drugi — w G,.

Jako pierwszy w hamiltonowskiej teorii graféw operacj¢ zespolenia * zastosowal
prawdopodobnie Ghouila-Houri [42], ktory analogicznie zdefiniowane symetryczne
zespolenie digrafu z grafem trywialnym K, zastosowatl dla otrzymania i udowodnie-
nia warunku wystarczajacego istnienia drogi Hamiltona w digrafie (p. § 2.9). W ana-
logicznym, lecz ogdlniejszym celu zastosowano zespolenie grafu z grafem pelnym
K, w pracach [104], [105], [106], [61], przy czym w pracy [61] Jolivet rozwaza réw-
niez symetryczne zespolenie digrafu z pelnym digrafem symetrycznym K. Réwniez
w kilku innych pracach [16], [24], [107], [129] i [108] operacja zespolenia zastosowa-
na zostala dla otrzymania lub zapisu graféw o specjalnych wlasnosciach hamilto-
nowskich.
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Operacje zespolenia uogdlnit Wagner [126] wprowadzajac zespolenie p-elemen-
towej rodziny grafow rozlacznych wg schematu zespolenia, ktorym moze by¢ do-
wolny graf p-wierzcholkowy F, ktérego wierzchotkom przyporzadkowane sa wza-
jemnie jednoznacznie grafy rodziny (F = K, w przypadku definicji Zykowa). Uogdl-
nienie to odkryl na nowo i badatl jego wlasnosci (réwniez hamiltonowskie) Jolivet
[58] oraz takze [59], gdzie w szczegoélnodci F = K.

A.P. Wojda zauwazyl, Zze zespolenie grafu Petersena (rys. 2.9) z grafem K, jest
grafem silnie 1-krawedziowo hamiltonowskim (czyli hamiltonowsko spdjnym).
Uogélnieniem tego spostrzezenia jest nastgpujacy wynik:

TWIERDZENIE 2.6. Zespolenie (n-wierzcholkowego) grafu hamiltonowskiego Iub
hipohamiltonowskiego G z grafem K, jest grafem silnie 1-krawedziowo pancyklicz-
nym, tzn. dowolne dwa rdzne wierzcholki tego zespolenia sq koricami lavicucha pro--
stego o dowolnej dlugosci I, gdzie2 < 1 < n.

Wrynika to w prosty sposob z faktu, ze dowolny wierzcholek grafu G jest koncem

fanicucha Hamiltona w G (por. [106a]). =

TWIERDZENIE 2.7. Jesli graf G jest silnie q-krawedziowo hamiltonowski, to graf
G « K jest silnie (q+r)-krawedziowo hamiltonowski. m

Twierdzenie to jako pierwszy udowodnit A.P. Wojda. Z dwoch ostatnich twier-
dzen wynika

WNIOSEK 2.8. Jesli graf G jest hipohamiltonowski, to G x K, jest grafem silnie
r-krawedziowo hamiltonowskim (r =z 1). m

TWIERDZENIE 2.9 (Wojda [129a)]). Jesli t, r, s sq liczbami calkowitymi nieujem-
nymi, t+r < n—3, t+r+s < n—2, to kazdy n-wierzcholkowy graf silnie (t, r+s+1)-
hamiltonowski jest silnie (t+r, s)-hamiltonowski. m

WnNIOSEK 2.10 (Wojda [129a]). Kazdy graf silnie (p+ 1)-krawedziowo hamilto-
nowski jest p-hamiltonowski. m

Ostros¢ wniosku wynika z faktu, Zze jesSli G jest grafem hipohamiltonowskim,
to na mocy wniosku 2.8 graf G = K}, ; jest silnie (p+ 1)-krawedziowo hamiltonowski,
a nie jest oczywiscie (p+ 1)-hamiltonowski.

2.6. Wlasnosci quasi-hamiltonowskie. Obok wlasnosci czysto hamiltonowskich
(polegajacych na istnieniu cykli lub tafdcuchéw hamiltonowskich) rozwazane sa
rowniez wlasnosci ogélniejsze i zwigzane z nimi niezmienniki, ktére stanowia ,,miare”
niehamiltonowskosci danego grafu.

Niedoborem hamiltonowskim, oznaczanym przez sy(G) (Skupien [105], [106]),
w grafie G o n > 3 wierzchotkach nazywamy minimalna ilo$¢ nowych krawedzi,
ktdérych dotaczenie do G daje graf hamiltonowski. Ogolnie;j,

sp(G): = min {p: graf G * K, jest hamiltonowski}.

Zatem sy(K,) = 2 = sy(K;), su(K;) = 1, przy czym graf G jest hamiltonowski
doktadnie wtedy, gdy sy(G) = 0.

Analogiczny niezmiennik, hc(G), wprowadzili Goodman i Hedetniemi [47a],
przy czym he(G) = sy(G) dla G # K, oraz he(K,) = 1 = sg(K)—1.
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Je$li m4(G) jest minimalna liczba roztacznych tancuchéw prostych w G (ewen-
tualnie. trywialnych K;), zawierajacych wszystkie wierzcholki tego grafu, to

7o(G)—1 = 0  dla hamiltonowskiego G,
sp(G) = 7e(G)+1 =2 dla G = K|, ~
70(G) dla pozostatych G.

Oczywiscie graf G ma lancuch Hamiltona doktadnie wtedy, gdy 7o(G) = 1.

Majoranty dla sg i 7ty oraz tylko dla =, sa wskazane w pracach Skupienia [104],
[105], [106] oraz Joliveta [61] i Bondy’ego i Chvatala [10].

Niezmiennik sy 1 W pewnym stopniu rownieZz m, — to miary nichamiltonow-
skosci dowolnych (ewentualnie niespojnych) graféw. W przypadku graféw spdj-
nych takimi miarami sa: rzad hamiltonowski 0y4(G) zdefiniowany przez Joliveta
[60] za pomocg pseudocykli hamiltonowskich, minimalna ilos¢ wierzchotkéw wisza-
cych (czyli stopnia 1) w drzewach czesciowych danego grafu (por. Las Vergnas
[72] i Bermond [7]) oraz minimalne wykladniki iteracji pewnych operacji na grafie
(przejscie do grafu krawedziowego G — L(G), do grafu totalnego G — T(G) oraz
potegowanie grafu; por. Skupien [106]).

Pseudocyklem hamiltonowskim C grafu G o n = 3 wierzcholkach nazywamy
tancuch zamknigty (na ogot nieelementarny) zawierajacy kazdy wierzcholek grafu.
Dtugoscia I(C) pseudocyklu C nazywamy liczbg wyrazéw w ciagu C bedacych kra-
wedziami. Rzqd hamiltonowski oy jest okreslony nastgpujaco: k

0x(G): = min {I(C)—n: C jest pseudocyklem Hamiltona w G} > 0.
TwierDZENIE 2.11 (Jolivet [60), [61]). Jesli G jest spdjnym grafem o n = 3 wierz-
cholkach, to :

1°.0 < 0x(G) < n—=2, przy czym jesli G jest drzewem, to og(G) = n—2 (patrz
tez Goodman i Hedetniemi [46a)); ’ ‘

2° jesli G jest niehamiltonowski, to no(G) < oy(G), przy czym jeSli G ma wierz-
cholek stopnia n—1, to 7,(G) = og(G). m

Grafem krawedziowym L(G) danego grafu G (czyli grafem Ly(G) w sensie [82])
nazywa si¢ graf, ktérego wierzchotkami s krawedzie grafu G, przy czym dwa wierz-
chotki w L(G) sg sasiednie, gdy sa one sasiednie jako krawedzie grafu G. W roku
1965 Chartrand wprowadzil indeks hamiltonowski h(G) grafu G jako minimalng
liczbe nieujemna m taka, ze m-ta iteracja operacji L na grafie G daje graf hamiltonow-
ski L™(G). Udowodnit on rowniez, ze A(G) istnieje i 2(G) < n—3 dla kazdego spdj-
nego n-wierzchotkowego grafu G roznego od P,. W pracy [21] okreslono A(G) dla
drzew G # P, oraz podano oszacowania indeksu A(G) dla innych graféw spojnych.

Zgodnie z definicja Behzada (por. Harary [51]), wierzchotkami grafu totalnego
T(G) sa wierzchotki i krawedzie danego grafu G, przy czym dwa wierzchotki w T(G)
sa sasiednie, gdy sa one sasiednie lub incydentne jako elementy grafu G. Behzad
i Chartrand [3] udowodnili, Ze jesli G # K, jest grafem sp6jnym, to T%(G) jest grafem
hamiltonowskim. Charakteryzacje graféw G, dla ktérych graf totalny T(G) jest
hamiltonowski, podali Fleischner i Hobbs [38].
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Wiasnos$ci hamiltonowskie poteg graféw oméwione sa w nastepnym paragrafie.
Na zakonczenie niniejszego paragrafu odnotujmy nastgpujaca obserwacje wiazaca
grafy eulerowskie z hamiltonowskimi:

TWIERDZENIE 2.12. Jesli graf G jest eulerowski, to graf L(G) jest hamiltonowski. m

2.7. Wlasno$ci hamiltonowskie poteg grafow. Graf F nazywamy k-tq potegq
grafu G, k > 1, i piszemy F = G*, jesli zbiory wierzchotkéw tych graféw sg iden-
tyczne i macierz sasiedztwa wierzchotkéw grafu F jest k-ta potgga Boole’a macierzy
sasiedztwa wierzcholkéw grafu G. Przyjmujemy, ze G jest podgrafem grafu G¥,
przy czym G* = G. Oznacza to, ze graf G* otrzymujemy dotaczajac do G wszystkie
krawedzie taczace pary niesgsiednich wierzchotkéw, ktérych odlegloé¢ w G nie
przekracza k. Pierwszym wynikiem dotyczacym hamiltonowskich wlasnosci poteg
grafow bylo nastegpujace twierdzenie udowodnione w roku 1960.

TwIERDZENIE 2.13 (Sekanina [99]). Szescian dowolnego grafu spdjnego majgcego
przynajmniej 3 wierzcholki jest hamiltonowsko spojny (w szczegdlnosci hamiltonow-
ski). m

Twierdzenie to jest ostre w tym sensie, Ze istnieja spojne grafy, ktorych kwadraty
nie s3 hamiltonowskie. Hobbs [56] przypuszcza, ze najmniejszym grafem eulerow-
skim, ktérego kwadrat nie jest hamiltonowski, jest 17-wierzchotkowy graf przedsta-
wiony na rysunku 2.13.

Rys. 2.13. Przykltad Hobbsa

Na konferencji z teorii graféw w Pradze w roku 1963 Sekanina postawil pytanie,
jaka jest struktura grafu spdjnego, ktorego kwadrat jest hamiltonowski. Znane s3
czeSciowe odpowiedzi na to pytanie. W szczegdélnosci Neuman [90] scharaktery-
zowal drzewa, ktorych kwadrat jest hamiltonowski lub hamiltonowsko spojny.
Nadto Fleischner [36] scharaktervzowal grafy kubiczne i pseudokubiczne (czyli
o wierzchotkach ze stopniami 3 lub 1), ktorych kwadraty sa hamiltonowskie.

W roku 1966 na konferencji z teorii graféw w Tihany na Wegrzech Nash-Williams
[85] postawit hipoteze (sformutowana niezaleznie réwniez przez M.D. Plummera
1 przez L.W. Beinekego), ze kwadrat dowolnego grafu 2-spdjnego jest hamiltonowski.
Hipoteza ta zostala udowodniona przez Fleischnera [37] w roku 1971. Silniejsze
rezultaty, uzyskane przez zespot pigciu autoréw w pracy [14], mozna sformutowad
nastepujaco:



32 M.M. Systo i Z. Skupich

TWIERDZENIE 2.14 ([14]). Kwadrat G? dowolnego 2-spdjnego grafu G rzedu > 4
Jjest zaréwno hamiltonowsko spdjny, jak rowniez 1-hamiltonowski. m

Interesujgca jest historia powstania pracy [14]. Poczatkowo jej autorzy pracowali
w trzech oddzielnych grupach, a mianowicie Hobbs i Nash-Williams w Waterloo
w Kanadzie, Jung w Berlinie Zachodnim, a Chartrand i Kapoor w Kalamazoo
(Michigan) w USA. Gdy si¢ okazato, ze mniej wigcej w tym samym czasie znalezli
te samg metode dowodu, zdecydowali si¢ na opublikowanie jednej wspdlnej pracy.
W tejze pracy uzyskali réwniez nastgpujacy wynik czg¢éciowo ogolniejszy:

TWIERDZENIE 2.15 ([14]). Jesli graf G jest rzedu = »(G)+2 = 4, gdzie x(G)
Jest spdjnosciq G, to graf G* jest (%(G)— 1)-hamiltonowski. m

Teza ostatniego twierdzenia nie moze by¢ bezposrednio wznrocniona w przypadku,
gdy #(G) = 2, poniewaz Zaks [131] podal dwie nieskoniczone rodziny 2-sp6jnych
grafow, ktorych kwadraty nie sa 2-hamiltonowskie. Graf G, jednej z tych rodzin
zawiera 3n+2 wierzchotkéw i skiada si¢ z n tancuchéw dlugosci 4 taczacych dwa
ustalone wierzchotki u i v. Najmniejszy z tych graféw, Gsy, przedstawiony jest na
rysunku 2.14. Odnotujmy, ze G&,— {u, v} nie jest grafem hamiltonowskim.

Rys. 2.14. Graf G, (przykltad Zaksa)

Twierdzenie 2.15 tacznie z pewnym wynikiem Hobbsa ([56], wniosek 4B) mozna
ogolniej sformutowaé nastgpujaco:

TWIERDZENIE 2.16. Jesli G jest spéjnym grafem rzedu = k+x(G) = 4, to dla
kazdego k > 2 graf G* jest (k+ x%(G)— 3)-hamiltonowski. m

Stad jako wnioski otrzymujemy opublikowane wczesniej wyniki, a mianowicie
twierdzenie G. Chartranda i S.F. Kapoora (1969) o tym, Ze szescian G* dowolnego
spojnego grafu G rzedu > 4 jest l-hamiltonowski, oraz ogélniejsze twierdzenie
uzyskane przez V.N. Bhata i Kapoora (1971), a takze przez P. Heinricha (1972),
ktére mowi, ze potega G*, k > 3, dowolnego spojnego grafu G rzedu > k+1 jest
(k—2)-hamiltonowska. Wnioskiem jest réwniez twierdzenie Kapoora i D.R. Licka
(1972), ze potgga G*, k > 2, dowolnego grafu 2-spéjnego G rzedu > k+2 jest
(k— I)-hamiltonowska.

Nastepujace twierdzenie stanowi uzupelnienie wspomnianego twierdzenia Char-
tranda i Kapoora o szeScianie G>:

TWIERDZENIE 2.17 (Schaar [97]). Szescian G* dowolnego spdjnego grafu G
rzedu n = 5 bez nietrywialnych mostéw (czyli mostéw réznych od krawedzi wiszqcych)
Jest 2-hamiltonowski. m

Hobbs uzyskatl tez inny interesujacy wynik, ktéry mozna wyrazié¢ nastgpujaco.
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TWIERDZENIE 2.18 ([56], wniosek 3B). Jesli k = 31 G jest spdjnym grafem rze-
du > k+x(G)—1, to jego potega G* jest silnie (k+%(G)—4, 1)-hamiltonowska. w

Warto réwniez zwrdcié uwage na nastepujacy wynik dotyczacy wilasnosci ha-
miltonowskich poteg graféw wysoko hamiltonowskich.

TWIERDZENIE 2.19 (Chartrand i Kapoor [15]). Jesli G jest grafem p-hamilto-
nowskim rzedu n > p+3 = 3, to jego potega G* jest (p+2k—2)-hamiltonowska dla
kazdego k > 1 oraz p+2k < n—1. m

Na zakoniczenie niniejszego paragrafu warto podkresli¢, ze mozna oczekiwac
wielu dalszych wynikéw dotyczacych wiasnosci hamiltonowskich poteg grafow
np. o danej spdjnosci lub danych wlasnosciach hamiltonowskich (p. np. [129b]).
Kilka zwigzanych z tym hipotez sformutowal Hobbs w pracy [56]. MozZna réwniez
oczekiwaé dalszych wynikéw charakteryzujacych grafy, ktorych potegi maja okre-
§lone wlasnosci hamiltonowskie. W zwiazku z tym warto wspomnieé, Ze Schaar
[97c] skorygowal wynik Lindy Lesniak [75] i scharakteryzowal grafy spdjne, kto-
rych szeéciany sa silnie (1,1)-hamiltonowskie oraz 3-hamiltonowskie, za$ chara-
kteryzacje graféw, ktorych p-ta potega jest (p—1)-hamiltonowska (p = 3), podali
Schaar [97b} dla p = 3 i Heinrich ([53a], por. [97a)) dla p > 4.

2.8. Warunki wystarczajace istnienia cykli i lancuchéw. W dalszym ciagu zakla-
damy, Ze n jest liczba wierzchotkéw grafu G (G = G,). Pierwszy warunek wystarcza-
jacy na to, by graf G miat cykl Hamiltona, podany zostat przez Diraca w roku 1952,
Jest to warunek D,, otrzymany z nast¢pujacego warunku przez przyjecie s = 0.

D,(G) (dla —n < s < n—2): Kazdy wierzcholek n-wierzcholkowego grafu G
ma stopier
n+s

5

Analogicznymi uogodlnieniami warunkéw Orego z lat 1961 i 1960 sa warunki
nastgpujace:

Ol(G) (dla —1 < s € n—=2): Graf G ma przynajmniej ("3')+2+s krawedzi;

02%(G) (dla —n < s< n—1): Dla kaidych dwéch niesqsiednich wierzcholkéw
xiygrafu G

d(x, G) 2

d(x, G)+d(y, G) = n+s.

Jednym z najciekawszych warunkow jest nastgpujacy warunek typu Chvatala
(por. [104], [108], [5]), w ktorym (d))}-, jest ciqgiem stopni grafu G, czyli niemaleja-
cym ciagiem utworzonym ze stopni wszystkich wierzchotkéow w G:

Ch,s(G) (dla —n < s < n—3): Dla kaidego wskaznika i, jesli max{l, —s} <
<i< n—;__s_, to

di > i+s lub d,,_s_i>n—i.

Latwo widaé, ze kazdy graf nie spelniajacy warunku Ch,, ma cigg stopni majo-
ryzowany przez ciag stopni jednego z nastgpujacych grafow:
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(2.8) G(1) = G(t;n, 8) = KvKyy 4 Kn_s- 20y

gdzie max{l, —s} <t < (n—s)/2, —n < s < n—3, a schematem zespolenia jest
P;.

Warunek typu Chvatala Ch,, jest lepszy (czyli stabszy) nie tylko od powyzszych
warunkéw typu Diraca D, oraz Orego O}, i OZ, lecz réwniez od pominietych
tutaj warunkéw typu Pdsy, Erdosa, Bondy’ego oraz Skupienia~Wojdy (por. [104]
i [108]).

Stabszym zaréwno od tych wszystkich warunkow jak i od warunkow Las Verg-
nasa [71]1 [72] jest najnowszy warunek Bondy’ego-Chvatala [10] dotyczacy (n+ s)-
domknigcia grafu G.

k-domknieciem Ci(G) grafu G nazywamy najmniejszy przeciwfaktor grafu G,
w ktérym kazde dwa rdézne wierzchotki o sumie stopni > k sa sgsiednie. Wlasnoéé P
graféw n-wierzchotkowych nazywamy k-stabiing, jesli z faktu, ze dla dowolnych
niesgsiednich wierzchotkéw u, v dowolnego grafu G o sumie stopni > k graf G
z dotaczong krawedzia uv ma wilasnosé P, wynika, ze wyjsciowy graf G tez ma
wlasno$¢ P. Stad i z definicji k-domknigcia C(G) wynika

LEMAT. Jesli wiasnos¢ P jest k-stabilna i Ci(G) ma wlasno$¢ P, to graf G tez ma
wiasnos¢ P. m

ZaléZmy,;ie

nz30<p<n-30<gq ptgq<n-1, —n<s<n.
Mozna udowodni¢, ze zaréwno (p, g)-hamiltonowskosé, jak i silna (p, ¢)-hamil-
tonowskos¢ — to wlasnosci (n+p+g)-stabilne. Stad jako wnioski otrzymujemy
rezultaty Bondy’ego i Chvatala, ze p-hamiltonowsko$¢ jest (n+p)-stabilna, a g-
krawedziowa hamiltonowsko$¢ jest (n+g)-stabilna. Nadto, na mocy powyzszego
lematu na to, by graf G byt silnie (p, ¢)-hamiltonowski, wystarcza nastepujacy
warunek Bondy’ego—Chvataladla s = p+4¢ > 0:

BCh,(G) (dla —n < s < n—1): C,,(G) = K,.
Bondy i Chvatal udowodnili tez, ze wlasnosé
m(@)<s (=1

jest (n—s)-stabilna. Zatem na mocy powyzszego lematu dla —n < s < 0 warunek
BCh,s(G) wystarcza na to, by 7,(G) < (—s), a dla s < 0 — na to, by s5(G) < (—s).
Mozna tatwo udowodnié, ze warunki (zalezne od s) zacytowane lub tylko wspomnia-
ne na poczatku tego paragrafu sa mocniejsze od BCh,,, a wigc implikuja te same
wlasnosci grafu G.

Wszystkie wyzej wymienione warunki sa mozliwie najstabsze w tym sensie,
Ze istotne ostabienie oszacowari liczbowych wystepujacych w dowolnym z tych wa-
runkéw daje warunek, ktory juz nie jest wystarczajacy. Przyklady graféw, ktére
potwierdzaja to dla s < n—3 mozna znalezé wérdd graféw G(¢) (2.8). Zauwazmy,
ze istotnie G(#) = G(¢; n,s) nie jest grafem (p, g)-hamiltonowskim dla p+g =
= s> 0,adlas < 0mamy

7o(G(t; n, ) = —s+1;
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nadto :

Cors(G(1)) = G(2).
W szczegblnosci poniewaz C,,—,(G(1)) = K,, wigc (n+s5)-domkniccie w BCh,,
nie moze by¢ zastapione przez (n+ s— 1)-domknigcie.

W pracy Skupienia [103] podane zostalo ostabienie pierwszego warunku Las
Vergnasa [71] dla s = 0, ktére zapewnia hamiltonowsko$¢ kota Cs, co oznacza,
7e dla s = 0 oslabienie to nie jest mocniejsze ani od drugiego warunku Las Vergnasa
[72], ani od warunku Bondy’ego-Chvatala BCh,, (W obu przypadkach dla s = 0).
Sformutowania uogdlnienia tego ostabienia dla s > 0 wskazat Wojda [129].

Aby podaé inny interesujacy warunek wystarczajacy, przyjmijmy, ze o(G)
oznacza maksymalna liczbe wierzcholkdw niezaleznych w G, czyli wierzchotkéw,
z ktérych zadne dwa nie sa sasiednie. Przypomnijmy, ze »(G) jest spdjnoscia grafu
G, przy czym G ma n wierzchotkéw, n > 3. Nastgpujacy warunek jest uogélnieniem
warunkow Chvatala i Erdosa [28].

ChE,(G) (dla —n <5< 2): o(G)—»(G) < —s.

n-wierzchotkowy graf G spelniajacy ten warunek dla s = —1, 0, 1 odpowiednio
ma tancuch Hamiltona, jest hamiltonowski, wzglednie jest hamiltonowsko spdjny
(Chvatal-Erdos [28]), dla s = 2 — jest 2-krawgdziowo hamiltonowski (Berge [5],
str. 213),dla s < 0 —ma s4(G) < (—s) idla s < 0 —ma 7,(G) < (—s) (Skupiett
f105]). Ostatni z tych wynikéw, réwnowazny z nieréwnoscia

7o(G) € max{l, «(G)—x»(G)},
udowodniong réwniez przez Joliveta [61], jest wzmocnieniem naste¢pujacego wniosku. -
z twierdzenia Gallaiego i Milgrama [41]:
2.9) 70(G) < «(G).

Innego typu warunek wystarczajgcy na to, by graf byt hamiltonowski, wyste-
puje w nastepujacym twierdzeniu:

TwIERDZENIE 2.20 (Goodman i Hedetniemi [47}). Jesli graf G jest 2-spdjny i nie
zawiera jako podgrafu indukowanego ani gwiazdy K(1, 3), ani K(1, 3) z dolgczong
nowq krawedzig (czyli trojkqta Cy z dodatkowq krawedziq wiszqcq), to graf G jest
hamiltonowski. =

Nie-silnie-(p, g)-hamiltonowskie n-wierzchotkowe grafy ekstremaine (czyli o ma-
ksymalnej liczbie krawedzi) znajduja si¢ wérdd grafow (2.8) G(z; n, s).

TwieRDZENIE 2.21 (Skupien i Wojda [109] i [108])). Jezeli G jest ekstremalnym
n-wierzcholkowym grafem, ktory nie jest silnie (p, q)-hamiltonowski, przy czym
P+qg< n-3,to

G = Kl*Kl+p+q*Kn—p—q-2 (n = 3)
lub dodatkowo
G= KKy py dla n=5+p+q. m

Podstawiajac tu p = q = 0, otrzymujemy twierdzenie Bondy’ego [9], ktdre
potwierdza kompletnos¢ listy ekstremalnych niehamiltonowskich graféw, podanej
wcezedniej przez Orego [91].
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Nadmienmy jeszcze, ze Schmeichel i Hakimi udowodnili niedawno w pracy [98],
ze warunek Chvatala Ch,(G) (dla s = 0) implikuje, ze G jest albo pancykliczny,
albo G = K(n/2, n/2). Wczesniej Bondy [8] udowodnit, ze warunek Orego 02, (G)
(dla s = 0) implikuje t¢ sama tezg.

Jako uogoélnienie probleméw hamiltonowskich mozna uwaza¢ zagadnienia
istnienia s-wierzchotkowych kot C; lub taficuchéw Py w grafie G. Nowe warunki
wystarczajace dla ich istnienia podali Bondy i Chvéatal [10].

Kilka warunkéw wystarczajacych na to, by graf byl lokalnie hamiltonowski
(§ 2.2), opublikowanych zostalo w pracy Skupienia [102], uogdlnienia za§ —
w [106b].

Warunki wystarczajace na to, by nieskonczony graf o przeliczalnej ilo$ci wierz-
cholkéw zawieral jednostronnie lub dwustronnie nieskoficzony taficuch Hamiltona,
znalezione zostaly przez Nash-Williamsa [88].

2.9. Warunki wystarczajace istnienia konturéw i drég. W dalszym ciagu D ozna-
cza digraf, n za$ ilo$¢ jego wierzcholkéw. Najstabszym z obecnie znanych warunkéw
wystarczajacych dla istnienia konturu hamiltonowskiego w digrafie n-wierzchotko-
wym (niekoniecznie pelnym) D jest nastepujacy warunek Meyniela [84]:

M,o(D): D jest digrafem silnie spdjnym, w ktorym dla kazdych dwéch niesqsied-
nich wierzcholkéw x, y

od(x)+id(x)+od(»)+id(y) > 2n—1.

Mocniejszy jest warunek Ghouila-Houriego GH,o, od ktérego z kolei mocniej-
szym jest warunek Nash-Wiliamsa NW,, (dla s = 0), przy czym sformulowania
tych warunkow sg nastepujace (p. [42], [86]):

GH,o(D): D jest digrafem silnie spdjnym, przy czym dla kazdego jego wierzchol-
ka x

od(x)+id(x) = n
(ostabienie tego warunku podane jest w [44]);
NW,(D) (dla —n < s < n—2): Dla kazdego wierzcholka x digrafu D

0d) > ", > s

Dla s < 0 warunek NW, (D) implikuje
(2.10) 7o(D) < (—5),
tzn. minimalna ilos¢ 7io(D) rozigcznych drég prostych w D zawierajacych wszystkie
wierzcholki jest nie wigksza od (—s) (—n < s < 0). Wynika to z implikacji
NW, (D) = NW,, (_5),o( DxK*_5) = (D+K*_;, ma kontur Hamiltona),
gdzie s < 0, K ;) jest (—s)-wierzchotkowym pelnym digrafem symetrycznym.
Nierownos$é (2.10) jest implikowana analogicznie przez nastgpujace warunki:
M, (D) (dla —n < s < 0): Dla kazdych dwdch wierzcholkéw niesqsiednich w D

od(x) +id(x)+od(») +id(y) > 2n—1+2s;
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GH,;(D) (dla —n < s < 0): Dla kazdego wierzcholka x digrafu D
od(x)+id(x) = n+s.

Inny warunek wystarczajacy istnienia konturu Hamiltona, niezalezny od po-
wyzszych warunkow, zawarty jest w nastgpujacym twierdzeniu:

TwiIERDZENIE 2.22 (Camion [13])). W silnie spdjnym digrafie pelnym istnieje
kontur Hamiltona. u

W naturalny spos6b mozna zatozy¢, ze kazdy graf G jest réwnowazny symetrycz-
nemu digrafowi D = G* o tym samym zbiorze wierzchotkow, przy czym dwa
wierzcholki s sasiednie w G* dokladnie wtedy, gdy sa sasiednie w G. Dzigki tej
umowie powyZsze warunki typu Meyniela M,;; oraz Ghouila-Houriego GH,; i Nash—
Williamsa NW,; mozna uwaza¢ za oslabienia warunkéw odpowiednio typu
Orego O2 oraz typu Diraca D,, (§ 2.8) dla s < 0. Istotnie, wtedy bowiem

d(x, G*) = od(x, G)*+id(x, G*) = 2d(x, G).

Uogolnieniem wzoru (2.9) jest oczywiScie nastgpujacy wzor Gallaiego i Mil-
grama [41]:

7o(D) < a(D).

Bermond [6] udowodnil, ze warunek NW, (D) dla s > 0 implikuje, ze digraf D
jest s-drogowo hamiltonowski, tzn. kazda jego droga prosta o ditugosci < s jest za-
warta w pewnym konturze Hamiltona w D.

Dowolnie hamiltonowskie digrafy, czyli n-wierzchotkowe digrafy (n— 1)-drogo-

wo hamiltonowskie, scharakteryzowane zostaly przez Chartranda, Kronka i Licka,
ktérzy otrzymali nastgpujace uogdlnienie twierdzenia 2.4.

TwIERDZENIE 2.23 ([20]). Digraf D o n > 2 wierzcholkach jest dowolnie hamil-
tonowski dokladnie wiedy, gdy D = Cf (kolo symetryczne) lubn = rk i D = D(r, k)
= (X, U), gdzie

X = 1=U1 Xi, | Xl =k oraz (x,y)e U < xeX;,yeX; oraz j—i = 1(modr)

(w szczegdlnosci D(1, n) = K¥, D(2, k) = K*(k, k), D(n, 1) jest konturem). m
2.10. Liczba cykli i konturéw, lancuchéw i drég Hamiltona.
TWIERDZENIE 2.24 (Berge [5), str. 189). Liczby drég hamiltonowskich w digrafie

D = (X,U) i w digrafie dopetniajacym D = (X, XxX—U) przystajq modulo 2
(tzn. sq réwnoczesnie albo parzyste, albo nieparzyste). m

Przypomnijmy, ze turniejem jest digraf pelny' antysymetryczny.

TWIERDZENIE 2.25 (Rédei [95]). Liczba drdg hamiltonowskich w turnieju jest
hieparzysta. m

TwierDZENIE 2.26 (C. A. B. Smith, por. Tutte [123]). Liczba cykli Hamiltona
zawierajqcych danq krawedz w grafie kubicznym jest parzysta. m

WNIOSEK 2.26. Hamiltonowski graf kubiczny ma co najmniej 3 cykle Hamil-
tona. m
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Liczba tych cykli jest nie mniejsza od 4, gdy graf kubiczny jest dwudzielny. Za-
chodzi bowiem nastepujace twierdzenie:

TwierDZENIE 2.27 (A. Kotzig, p. Bosak [11]). Kubiczny graf dwudzielny ma
parzystq liczbe cykli Hamiltona. w

Uogolniajac twierdzenie Diraca o tym, Ze warunek D,q(G):
2.11)  Vx: d(x, G) = n/2 (n = 3 jest liczbq wierzcholkéw w G)
implikuje, Ze G ma cykl Hamiltona, Nash—Williams otrzymal nastgpujacy wynik:

TwIerRDZENIE 2.28 ([87]). Graf G spelniajqcy warunek (2.11) ma przynajmniej
max {1, |5(n+e&,+10)/224]} krawedziowo rozlqcznych cykli hamiltonowskich, gdzie
e, = 1 dla n nieparzystych oraz ¢, = 0 dla n parzystych. w

TwIERDZENIE 2.29 (N. J. A. Sloane, por. Berge [5], str. 190). Jesli graf ma dwa
cykle Hamiltona bez wspdinej krawedzi, to ma on co najmniej 3 cykle Hamiltona.
Okazuje sig, Ze ostatnie twierdzenie wynika z wniosku 2.26. =
Lichtenbaum [76] podat wzdér wyrazajacy liczbe k6! Hamiltona dowolnego
n-wierzchotkowego grafu G za pomoca macierzy sasiedztwa wierzchotkow A4 = A,
grafu G.
Jedli wiec A = (ay), to dla wierzchotkow j, k (j, k = 1,2, .., n) mamy
1, gdy wierzchotki j i k sa sasiednie,
ik = {O W przeciw rzypadku.
, W przeciwnym przypa
Jedli 6, 6, ... d; oznacza s-elementowa kombinacje liczb 1,2, ...,n (0 < s < n),
to Asgs ...s, 0znacza albo macierz 4;, dla s = 0, albo podmacierz macierzy As,
otrzymang przez usunigcie s wierszy i s kolumn o jednakowych numerach §,, 4, ...
e, 0 dlas> 1. ‘
Symbol spA4j,s,..s, 0znacza Slad n-tej potegi macierzy A, s,..s,, czyli sume
elementow na przekatnej gldwnej macierzy A} s, ..5,. Liczba ko6t Hamiltona w n-
wierzchotkowym grafie G, n = 3, jest réwna

TN .
(2.12) S }_' -1 Z SP As45,...855
s=0 0105...05

gdzie drugie (wewnegtrzne) sumowanie rozciaga si¢ na (%) wszystkich kombinacji
po s liczb sposrdd n liczb 1, 2, ..., n. Oczywiscie liczba cykli Hamiltona (rozumia-
nych jako ciagi) jest 2n razy wigksza od liczby két Hamiltona w grafie G.

Zadajac, by wyrazZenie (2.12) bylo réine od zera, otrzymujemy nastepujacy
warunek konieczny i wystarczajacy na to, by graf G o n > 3 wierzchotkach, ktorego
macierzg sasiedztwa jest 4;, byt hamiltonowski

n—2
2
D=1 D s #0.

=0 , 6165...05 .
Poniewaz jednak lewa strona ma zbyt skomplikowang posta¢, wynik ten ma male
znaczenie praktyczne.

Analogiczny wzor, wyrazajacy liczbe kot Hamiltona grafu G za pomoca mino-
row gléwnych macierzy 4 sasiedztwa wierzchotkéw, podany zostat przez Vrbe [125a].
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3. Zagadnienie komiwojazera

-

3.1. Sformulowania, podstawowe wyniki, zastosowania

3.1.1. Teoria zagadnienia. Dana jest rzeczywista macierz kwadratowa C = (c;;)
stopnia n. Drogq komiwojazera bedziemy nazywaé dowolny ciag p+1 liczb catko-
witych sposréd liczb 1,2, ...,n, w ktorym kazda z liczb calkowitych wystepuje
co najmniej jeden raz oraz pierwsza i ostatnia sa sobie réowne. Innymi stowy, dana
jest sie¢ D, = (X, U;¢), gdzie D = (X, U) jest digrafem pelnym, a ¢ funkcja
rzeczywista, ¢: U — R. Drogq komiwojaiera nazywaé bedziemy dowolna droge
zamknieta digrafu D przechodzaca przez kazdy wierzcholek co najmniej jeden raz.
Droge komiwojazera zapisywaé bedziemy albo w postaci ciggu wierzchotkow

§= iy, lay cevsbp_v,ip, I1],
albo w postaci uporzadkowanego zbioru tukéw tej drogi
"= (s 12)s (25 83) woos Upmrs Ip)s (s 1))
Przez problem komiwojazera (w skrdcie oznaczaé¢ go bedziemy czesto literami
TSP od angielskiej nazwy zagadnienia travelling salesman problem) rozumie¢ be-
dziemy minimalizacj¢ dtugosci drogi komiwojazera, tj.

minimalizacjg f-= 2 ¢ij

(i,))es’

Aby zagadnienie miato rozwiazanie (tj. rozwiazanie skonczone), bedziemy za-
ktada¢, ze w sieci D nie istnieje kontur ujemnej dtugosci (patrz rozdziat 3 w [115]).
Zauwazmy, ze TSP dla sieci D, opartej na dowolnym, niekoniecznie petnym, di-
grafie D moze by¢ w prosty sposdb sprowadzony do pojwyzszego przypadku. Nalezy
jedynie rozpatrywany digraf uzupei¢ do digrafu pelnego, a dotaczone tuki obcig-
zy¢ tak duzg waga, by gwarantowatla ona, ze zaden z tukéw dotaczonych nie znajdzie
si¢ w rozwigzaniu optymalnym.

Problem komiwojazera doczekat si¢ bardzo wielu prac, ale znajomos$¢ teorii
tego zagadnienia jest nadal niepetna. Nalezy to rozumie¢ w tym sensie, ze w ogol-
nym przypadku rozwiazanie optymalne nie moZe by¢ wyznaczone tak efektywnie,
jak na przyklad rozwiazanie problemu najkrotszej drogi [115]. Ostatnie prace (np.
[64]) sklaniaja nawet do glebokiego pesymizmu, wydaje si¢ bowiem, Ze efektywna
metoda rozwigzywania TSP nie istnieje. Okreslenie metoda efektywna (algorytm
efektywny), w tej pracy jak 1 w innych pracach tego cyklu oznacza, ze zaréwno
czas obliczen (lub liczba operacji podstawowych), jak i wymagana pamig¢ maszyny
cyfrowej sa wielomianami zmiennej N, gdzie N jest parametrem lub wektorem pa-
rametrow zagadnienia (jest to efektywnosé w sensie FEdmondsa). W przypadku
TSP za N mozna przyja¢ liczbe n.

Podamy teraz kilka wazniejszych twierdzeri upraszczajacych problem lub umo-
zliwiajacych konstrukcje metody rozwigzywania (patrz praca przegladowa [4]).

TWIERDZENIE 3.1. JeSli macierz C = (c;;) spelnia warunek tréjkqta, tj, Vi, j, k:
Cw+ej = ¢, to istnieje najkrétsza droga komiwojazera przechodzqca przez kazdy
wierzcholek dokiadnie jeden raz. m
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Tak wigc, jesli macierz C spelnia warunek tréjkata, to jednym z rozwiazan opty-
malnych dla TSP jest najkrotszy kontur Hamiltona w D,. Jedli natomiast macierz
C nie spelnia warunku tréjkata, to zagadnienie mozZna takZe uproscié:

(a) Wyznaczy¢ macierz C* = (cf) bedaca macierza najkrétszych drog w sieci
D, miedzy kazda para wierzchotkow. Oczywiscie macierz C* spelnia warunek
trojkata (patrz [115]).

(b) Wyznaczy¢ najkrotszy kontur Hamiltona w sieci D .+ = <X, U; ¢*), oznacz-
my go przez s* = [i;, iz, ..., Iy, i1]-

(¢) Kazdy tuk konturu s* zastapi¢ najkrotsza droga, tj. dla kazdegoj =1, 2, ...
..., n, gdzie przyjmujemy n+1 = 1, zamiast (j;, i;,,) wstawi¢ wierzchotki naj-
krotszej drogi z i; do i, ,, oznaczmy tak utworzong drog¢ przez s.

Latwo wykazaé, Ze § jest najkrotsza droga komiwojazera w sieci D,.

Dzigki twierdzeniu 3.1, w dalszych rozwazaniach mozemy ograniczy¢ si¢ do roz-
patrywania najkroétszych konturéw Hamiltona w D,.

Jesli miara odleglosci reprezentowana przez macierz C jest odlegloscia w sensie
Euklidesa, to twierdzenie 3.1 mozna wzmocnié.

TWIERDZENIE 3.2. Jesli C jest macierzq odleglasci w sensie Euklidesa, to istnieje
nieprzecinajqca sie na plaszczyznie najkrotsza droga komiwojazera w sieci D,. m

Za Millerem i wspolautorami (patrz np. [111] 1 [67]) przedstawimy teraz problem
komiwojazera jako zagadnienie programowania calkowitoliczbowego.

Niech x;; bedzie zmienng decyzyjna przyjmujaca warto$¢ 1, jesli komiwojazer
z punktu i przyjezdza bezposrednio do punktu j, a 0—w przeciwnym razie (i, j =

=1,2,...,n).
Wtedy problem komiwojazZera polega na minimalizacji
3.D z(C) = Z Z Cij Xijs
i=1j=1
przy ograniczeniach
n
(.2) MNrxg=1 (=1,2,..,m),
i=1
(3.3) Xij = 1 (l= 1,2,...,"),
j=1
3.4 Yi—yit+nx; <n—1 (#ji,j#1;i,j=2,..,n),
(3.5) xj=0lub 1 (,j=1,2,..,n),

gdzie y; ({ = 1,2, ..., n) moga przyjmowaé dowolne wartosci rzeczywiste.
Ograniczenia (3.2), (3.3), (3.5) zapewniaja, ze kazdy punkt bedzie odwiedzany
przez komiwojazera dokladnie jeden raz, natomiast ograniczenie (3.4) zostalo do-
laczone, aby wyeliminowa¢ rozwiazania zawierajgce kontury o dlugosci mniejszej
Iub réwnej n— 1. Zagadnienie (3.1)-(3.3), (3.5) jest problemem przydzialu (w skrécie
AP — assignment problem).
Stad otrzymujemy
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TWIERDZENIE 3.3. Dla ustalonej macierzy C mamy
topi(AP) < 10, (TSP),

gdzie to, (AP) i t,i(TSP) oznaczajq odpowiednio wartosci rozwiqzar optymalnych
zagadnienia przydzialu i zagadnienia komiwojazera z macierzq C. m

Istnieje pewna grupa algorytméw rozwigzywania TSP bazujacych na spostrzeze-
niu, ze rozwiazanie dopuszczalne dla TSP jest takze rozwiazaniem dopuszczalnym
dla AP. Algorytmy te stosuja metode podzialu i ograniczenr do eliminowania w roz-
wigzaniu dopuszczalnym dla AP konturéw o diugosci mniejszej niz n (patrz 3.2,
a takze przeglad [4]). Ograniczenia postaci (3.4), ktérych w sformufowaniu (3.1)~
(3.5) dla ustalonego problemu TSP o n punktach jest (*3') = (n*—3n+2)/2, mozna
zastapi¢ inng grupa ograniczen majaca na celu to samo, tj. eliminacj¢ rozwigzan
z konturami krétszymi niz n:

(3.6) Z Z x;; = 1 dla kazdego niepustego S< {1, 2, ..., n},
ieS jeS

gdzie S = {1,2, ...,n}—S.

Jak wida¢é, dla ustalonego n liczba ograniczenn postaci (3.6) jest rdwna 2"—2,
a wigc jest niewspolmiernie wigksza niz liczba ograniczen postaci (3.4). Okazalo si¢
jednak, 7e metoda rozwiazywania TSP bazujaca na sformutowaniu (3.1)-(3.3),
(3.6) i (3.5) jest o wiele szybsza od metody wykorzystujacej (3.1)-(3.5) (patrz [4],
a takze [30] i [29]).

Nastgpne twierdzenie pozwala na pewne przeksztalcenie macierzy C bez zmiany
zbioru rozwiazan optymalnych:

TwierDZENIE 3.4. Niech a = (ay,...,a,) i b= (by, ..., b,) beda wektorami
liczb rzeczywistych. Wtedy

2(C) = z(C)+ Zai+ ij, gdzie C’' = (cj—a;—b;). m
=1 =1

Jako jedna z ciekawszych zalezno$ci mozna podaé réwnowazne sformutowanie
TSP jako problemu wyznaczania najdluzszej drogi prostej w sieci zawierajacej kontur
dodatniej diugosci (patrz [115], § 4.8). Poniewaz dla tego drugiego zagadnienia
nie ma efektywnego algorytmu rozwiazywania, wiec fakt ten ma znaczenie jedynie
teoretyczne.

3.1.2. Zastosowania. W samym sformutowaniu problemu tkwi problem o zna-
czeniu praktycznym: wyznaczy¢é najkrotsza droge dla komiwojazera (dostawcy,
pracownika serwisu, inkasenta, listonosza, itp.), ktory musi obstuzy¢ n miejsc(-owos-
ci) i powrdcié do miejsca wyjazdu. .

Bardzo szeroka grupe probleméw sprowadzalnych do TSP stanowia problemy
Wwyznaczania optymalnej kolejnosci wykonywania operacji (obrobki) na maszynach
(job and machine sequencing problems). Niech danych bedzi¢ n prac (czynnosci),
ktére musza byé wykonane na ustalonej (jednej) maszynie w sposb cykliczny.
tj. po ostatniej pracy znowu ma nastapié pierwsza. Oznaczmy przez T;; czas potrzebny
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do przestrojenia maszyny z i-tej czynnosci na j-ta. Nalezy wyznaczy¢ kolejnosé wy-
konywania prac minimalizujgcg sumaryczny czas zuZzyty na zmiany oprzyrzadowa-
nia maszyny. Jest to jak wida¢ zagadnienie komiwojazera dla sieci D,.

W.pracy [43] podany zostat specjalny, efektywny algorytm rozwiazywania tego

zagadnienia dla specjalnej postaci wyrazen t;; .
Aj
vy =\ fwdx dla 4;> B,
By
lub
By
w = g@dx da B> 4,
Ay

gdzie A;, B; sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi (i = 1,2, ...,n), a f(x) i g(x)
sa funkcjami calkowalnymi spelniajacymi warunek f(x)+g(x) = 0.

Natomiast w pracach [48] i [113] rozpatrzono specjalny przypadek ogolnego
problemu optymalnego wykonania # prac na m maszynach. Wykazano tam, Ze dla
tzw. procesu obrobki cieplnej (lub bez sktadowisk miedzymaszynowych), tj. dla
takiego procesu, w ktorym ustalona praca (element) musi by¢ wykonana na kolej-
nych m maszynach bez przerw, optymalna (tj. o minimalnym czasie) kolejno$¢ wy-
konania » prac na m maszynach moZe by¢é wyznaczona przez rozwiazanie TSP
dla specjalnej macierzy, utworzonej z czasOw przerw miedzy pracami na ostatniej
maszynie.

3.2. Algorytymy rozwiazywania TSP

3.2.0. Uwagi ogdlne. W tym paragrafie oprzemy si¢ na pracy [4].

W metodach rozwigzywania TSP wyrdzni¢ mozna zwykle trzy podstawo-
we etapy: generowanie wielkosci poczatkowych, schemat generowania rozwig-
zania i kryterium zakoficzenia obliczen. Metod¢ nazywaé bedziemy dokladng,
jeSli kryterium zakoniczenia obliczen powoduje przerwanie obliczen wtedy i tylko
wtedy, gdy otrzymane rozwigzanie jest rozwiazaniem optymalnym. Jedli natomiast
obliczenia moga si¢ zakonczyé takze w przypadku, gdy nie zostalo otrzymane roz-
wigzanie optymalne, to metode nazywaé bedziemy przyblizonq. W wigkszosci algo-
rytméw metoda generowania wielkosci poczatkowych i kryterium zakorczenia
obliczen zaleza od schematu generowania rozwiazania. Wiasciwa wigc bedzie kla-
syfikacja metod rozwigzywania TSP wlaénie ze wzgledu na ten drugi etap.

Mozna wyrdznié trzy zasadnicze i réznigce si¢ miedzy soba sposoby generowania
rozwiazan polegajace na

(a) polepszeniu aktualnego rozwiazania;

(b) konstrukeji rozwigzania;

(c) eliminacji konturéw krotszych w aktualnym rozwiazaniu.

W przypadku (a) punktem startowym metody jest dowolny kontur Hamiltona,
a schemat generowania rozwigzania pozwala otrzymaé rozwigzanie lepsze, bedace
w okreslonym sensie sasiadem rozwigzania aktualnego. Zakonczenie obliczen na-
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stepuje wtedy, gdy nie jest mozliwe otrzymanie lepszego rozwiazania sasiedniego.
Metoda tego typu przedstawiona jest w 3.2.2.

W przypadku (b) punktem startowym jest jeden z wierzchotkow, powiedzmy
iy, a rozwiazanie jest generowane przez odpowiedni wybor réznych wierzchotkow
tak, aby ostatecznie otrzymaé¢ kontur Hamiltona [i, i,, ..., i,, {;], i to jest kryte-
rium zakonczenia obliczen. Metoda o tym schemacie generowania rozwiazania
przedstawiona jest w 3.2.3.

I wreszcie przypadek (c), o ktérym wspominaliSmy juz przy okazji sformutowa-
nia TSP jako zagadnienia programowania catkowitoliczbowego. Za punkt starto-
wy przyjmujemy rozwigzanie optymalne dla zagadnienia przydziatu. Jedli istnieje
rozwiazanie optymalne dla AP, bedace konturem Hamiltona, to jest ono takze
rozwiazaniem optymalnym dla TSP, natomiast w przeciwnym przypadku stosujemy
metod¢ eliminacji konturéw krotszych, ktéra moze byé metoda programowania
liniowego lub typu podziatu i ograniczefi (patrz dla przyktadu [30] i [29], a takze
4).

[ ])Krytyczny przeglad algorytmdéw rozwiazywania TSP znaleZé mozna w pracy [4].

Jak juz wspomnielisSmy w 3.1, dla ogdlnej postaci macierzy C zadna ze znanych
metod rozwigzywania TSP nie jest efektywna w sensie Edmondsa, tj. dla Zadnego
algorytmu nie istnieje stata p taka, ze czas obliczen lub/i wymagana pamig¢é maszyny
cyfrowej sg rzedu O(nF), gdzie n jest liczbg wierzchotkéw sieci D, lub innym para-
metrem zagadnienia. Jedynie w szczegdlnych przypadkach udato si¢ podaé efektyw-
na metod¢ rozwiazywania (patrz [112], [43]1 [73] lub uprosci¢ algorytm ogdlny [22)).

3.2.1. Wyznaczanie oszacowan i rozwiqzah poczqtkowych. Dla ustalonej macierzy
C oznaczmy przez f; i t, liczby spelniajace nierownosci #; < top < t,, gdzie .,
jest dtugoscia najkrotszego konturu Hamiltona w sieci D.. Jedno z okreslen wartosci
t, podaliSmy juz w twierdzeniu 3.3. Polepszenie tego oszacowania przedstawione
zostalo w pracy [23]. Przedstawiona tam metoda sktada si¢ z (a) algorytmu War-
shalla (patrz [115]) dla sprowadzania macierzy do postaci spelniajacej warunek
trojkata, (b) algorytmu rozwigzywania zagadnienia przydziatu, (c) konstrukcji
nowej macierzy dla (a) i (b) o wymiarach bedacych liczba konturéw w rozwigza-
niu AP otrzymanym w (b). Obliczenia wykazaly, 7e t; otrzymane ta metoda rézni
si¢ od t,,, przecigtnie o 5%.

Dla zagadnienia komiwojaZera z symetryczna macierza C za f, mozna przyjaé:

(i) dtugo$¢ najkrétszego drzewa czesciowego w sieci D, opartej na wierzchol-
kach {2, ..., n} plus dtugos¢ dwoch najkrétszych krawedzi wychodzacych z wierz-
chotka 1.

W szczegdlnym przypadku najkrétsze drzewo czg$ciowe w D, plus te dwie kra-
wedzie moga tworzy¢ cykl Hamiltona (szczegdly podane sg w [54]);

(i1) dtugos¢ najkrotszego drzewa czgSciowego w sieci D, plus maxcjs, gdzie s
jest drugim najblizszym wierzchotkiem j (patrz [23]). ’

Oczywistg wada oszacowan z dotu dla 1,,, jest fakt, Zze nie odpowiada im na ogét
zadne rozwigzanie dopuszczalne dla TSP. Inaczej jest dla 7,, gdyz zwykle kazdemu
oszacowaniu z géry odpowiada cykl Hamiltona o tej dtugosci, ale niestety nie mozna
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wskaza¢ szybkiej metody dla otrzymania 7, bardzo bliskiego #,,,. Oczywiscie kazdy
przyblizony i dokladny algorytm rozwigzania TSP daje oszacowanie #,, nas jednak
interesuja w tym miejscu tylko te uproszczone metody, ktére niewielkim nakladem
pracy pozwalaja otrzymywaé kontur Hamiltona o mozliwie malej dtugosci; kazde
inne postgpowanie nazywac bgdziemy algorytmem przyblizonym lub dokladnym.

Przykiadem takiej metody uproszczonej jest metoda najblizszego sqsiada: star-
tujemy w dowolnym wierzchotku 7, i je$li utworzona zostata juz droga [i,, i,,...
..., i, to dla k < n droge t¢ przedtuzamy do wierzchotka i, roéznego od i,
iz, ..., iy oraz najblizszego iy, a dla k = n do drogi dotaczamy i, i koniczymy poste-
powanie. Jak widaé, mamy w tej metodzie pewna swobod¢ w wyborze ;. Czesto
za i; przyjmuje si¢ numer wierzcholka, dla ktérego roznica miedzy dwiema naj-
mniejszymi dlugosciami tukéw wychodzacych jest maksymalna.

3.2.2. Przyblizona metoda rozwiqzywania TSP. Najbardziej znana i efektywna,
przyblizona metoda rozwigzywania zagadnienia TSP z symetryczng macierza C
jest metoda zaproponowana przez Lina w pracy [78], a nast¢pnie rozwinigta w [79].
W tym paragrafie podamy jedynie ogélny schemat tej metody. Szczegdtowy algo-
rytm, modyfikacje i wyniki obliczefi znalezé mozna w pracy [79), oraz [1] i [la],
gdzie zamieszczono takZe realizacje tego algorytmu w jezyku ALGOL-1204 oraz
wyniki obliczen dla zamieszczanych w literaturze przyktadéw o wymiarach n < 50.

Zagadnienie komiwojazera zaliczy¢é mozna do grupy problemow
kombinatorycznych, ktére najogdélniej mozna sformutowaé nastgpujaco:
wyznaczy¢ podzbiér W zbioru U spelniajacy warunek H i minimalizujacy funkcje
celu f. W przypadku TSP zbiorem U jest zbidr tukéw rozpatrywanej sieci, warunek
H oznacza, ze tuki z W tworza kontur Hamiltona, a f(W) jest dtugosciag konturu
Hamiltona.

Metoda zaproponowana przez Lina jest realizacja nastgpujacej idei metod
przyblizonych dla rozwigzywania zagadnien kombinatorycznych scharakteryzo-
wanych wyzej: .

1. Wyznaczy¢ losowo rozwiazanie dopuszczalne, tj. pewien podzbior W spet-
niajacy warunek H.

2. Wyznaczyé lepsze rozwiazanie dopuszczalne W' przez przeksztalcenie W.

3. Jesli znaleziono rozwigzanie W' takie, ze f(W’) < f(W), to zastapi¢ W przez
W’ 1 wroécié do 2.

4. Jedli zadna transformacja W nie prowadzi do rozwigzania lepszego, to zna-
czy, ze wyznaczone zostalo minimum lokalne. Powtérzyé cale postepowanie dla
innego, poczatkowego rozwiazania dopuszczalnego lub zakonczy¢ obliczenia.

Zasadnicza czg¢scig metody jest oczywiscie krok 2, czyli polepszanie aktualnego
rozwiazania dopuszczalnego. W algorytmie Lina metoda polepszania aktualnego
rozwigzania dopuszczalnego polega na zamianie & elementéw zbioru W na k ele-
mentow zbioru U— W, tak aby otrzymane rozwiazanie dopuszczalne W’ bylo lepsze
od W. Transformacje te wykonywane sa tak diugo, jak dlugo mozna znalezé roz-
wigzanie lepsze od aktualnego. Caly problem sprowadza si¢ teraz do podania spo-
sobu wyboru wlasciwych elementoéw dla zamiany. W metodzie Lina liczba k elemen-
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tow zamienianych nie jest ustalona, a same elementy u, ..., %, ze zbioru Wi v,, ...
..., U ze zbioru U— W wyznaczane s3 sukcesywnie tak, aby po zamianie otrzymaé
podzbidr bedacy rozwiazaniem dopuszczalnym i mozliwie najlepszym w poréwnaniu
z aktualnym. Kroki metody 1-4 mozna teraz zapisa¢ bardziej szczegdtowo:

K rok 1. Wygenerowaé dopuszczalne rozwiazanie poczatkowe W.

Krok 2. (a) i:= 1. ;

(b) Wybraé u; i v; tak, aby otrzymaé jak najwigksze polepszenie rozwigzania,
gdy zastapimy u,, u,, ..., U; pr2ez v,,v,, ..., v;, gdzie ;€ W—{u;, uy, ..., ti_1},
av; e U-W—{v;,v5, ..., %i_1}.

(c) Jesli zadne polepszenie nie moze by¢ juz dokonane, to przej$¢ do kroku 3;
w przeciwnym razie i: = i+1 i wroci¢ do kroku 2 (b).

Krok 3. Jesli najwigksze polepszenie rozwiazania otrzymano dla i = k, to
podstawi¢ W: = W—{u;, uy, ..., s} U {0y, 0,5, ..., 0} 1 wrécié do kroku 2;
jesli natomiast nie zostalo znalezione Zadne polepszenie, to przej$¢ do kroku 4.

Kok 4. Powtorzyé postgpowanie od kroku 1 Iub zakoniczy¢ obliczenia.

Bardzo szczegétowy opis algorytmu realizujacego t¢ metode znalezé mozna w pra-
cy [1]. Realizacja tej metody w jezyku ALGOL-60, wyniki badan jej efektywnosci,
a takze szczegdtowy opis algorytmu zamieszczone zostang takze w przygotowanym
do druku drugim tomie ksigzki [70].

3.2.3. Dokladna metoda rozwigzania TSP. Jako przyktad metody doktadnej
wybraliSmy tzw. metode bisekcji (potowienia przedzialu) dla zagadnienia komiwo-
jazera (patrz [116]).

Niech, jak w 3.2.1, #; i ¢, oznaczaja odpowiednio dolne i gbrne oszacowania
dlugosci najkrétszego konturu Hamiltona w sieci D.. Bedziemy zaktadaé, ze c
jest funkcja o warto$ciach catkowitych oraz ze liczby ¢4 i £, sa calkowite.

Algorytm.

Krok 1. t« [4+0.5(t,—1)].

Krok 2. #,«¢t, jesli t,, <t

Lt W przeciwnym razie,
gdzie ¢'(¢’ < 1) jest dlugoscia konturu Hamiltona otrzymanego w wyniku sprawdza-
nia nieréwnosci o, < ¢, jesli nieréwno$¢ ta jest spetniona.

Powtarzaé kroki 1 i 2 az do otrzymania wymaganej doktadnosci, tj. az f,—#; < ¢,
gdzie ¢ jest ustalona liczbg nieujemna. m

Zauwazmy, Ze liczba iteracji krokéw 1 i 2 nie przekracza log,(t,—1t), gdzie
t, 1 4 s3 poczatkowymi oszacowaniami wartosci Zep;.

Efektywnos$¢ przedstawionego algorytmu zalezy od (a) efektywnosci metod
wyznaczania poczatkowych wartosci ¢, i ¢, oraz od (b) efektywnosci metody spraw-
dzania nieréwnosci ., < . Metodom wyznaczania t, i #, po$wigcilismy juz 3.2.1
i przyja¢ mozemy, ze w powyzszym algorytmie zastosowano do obliczenia #, i ¢,
Jjedng z istniejacych metod efektywnych. Inaczej jest jednak w przypadku (b). Nie-
r0wnos$¢ fo, < ¢ moze byé sprawdzana metoda zaproponowana w pracy [89].
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Zdefiniujemy dla ustalonego t sie¢ D, , = (X, V;c,v), ktéorg mozna otrzymac

z sieci D, przez dodatkowe okreSlenie funkeji v: X — Zu {0} takiej, ze Z v; = —1.
i=1

k
rr . . . . . . - . Al

Za dtugo$é konturu [iy, iy, ..., ik, i1] W sieci D, przyjmujemy Z Cijig, Tt Z Vi)s
j=1 =

gdzie przyjeliSmy i,,, = i;. Mozna tatwo wykazaé, ze dla sieci D, spelniona jest
nier6wnos¢ £, < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w D, , niedodatni kontur Ha-
miltona. Dla zbadania istnienia takiego konturu i ewentualnego jego wykrycia mozna
zastosowal bezposrednia metod¢ wyznaczana niedodatnich konturéw Hamiltona
w sieci D, , (patrz [89], a takze § 4.3 w [115]). Metoda ta pozwala stwierdzi¢, czy
istnieje kontur Hamiltona o dlugo$ci nie wigkszej niz ¢, a jesli tak, to jednoczeénie
wyznaczy¢ go (w algorytmie oznaczylismy dtugo$é tego konturu przez ¢'). Niestety,
zadna z metod wykrywania niedodatniego konturu Hamiltona nie jest efektywna
W przyjetym sensie.

Algorytm bisekcji dla TSP przetestowano na maszynie cyfrowej. Okazalo sie,
7e czas obliczen zalezy w znacznej mierze od sposobu podzialu (—t) na niedodatnie
sktadniki catkowite v, v,, ..., v, 1 tylko niewiele od wartosci oszacowan poczat-
kowych ¢, i t,. Najlepszy podzial (—1t) tworzg liczby vy, v,, ..., v, takie, Ze o; jest

proporcjonalne do — Z cij/(n—1).
J2i :

Okazato sie takze, co latwo mozna bylo przewidzie¢, Ze czas badania nieréw-
nosci top, < ¢ jest odwrotnie proporcjonalny do |1—1t,,, tzn. byt tym wigkszy, im
t bylo blizsze t,. :

Z innymi, dokladniejszymi metodami rozwiazywania TSP zapozna¢ si¢ mozna
w cytowanym juz wielokrotnie przegladzie [4]. Jedna z najczgéciej wymienianych
doktadnych metod rozwiazywania TSP jest metoda Little’a i wspot-
autor ow. Szczegélowy jej opis znalezé mozna w ksiazce [67], a w [117] zamiesz-
czony zostat tekst procedury travsalprobl w jezyku ALGOL-1204 realizujacy tg
metode¢.

3.2.4. Efektywno$¢ algorytmow rozwiqzywania TSP. W tym paragrafie zamiescimy
kilka informacji o istniejacych w Polsce (oczywiscie, tylko o tych znanych autorom)
maszynowych realizacjach algorytméw rozwiazywania TSP (w chwili ukazania si¢
tej pracy bedzie to zapewne informacja malo aktualna).

Dla m.c. ODRA-1204: 1. W Instytucie Informatyki Uniwersytetu Wroctaw-
skiego opracowano: (i) Algorytm metody Little’a i wspotautoréw (znajduje si¢ on
w [117]). Ze wzgledu na mala pamieé operacyjna maszyny moZzna rozwiazywaé
zagadnienia dla n < 20. (ii) Algorytm metody przyblizonej Lina [I]. Wykonano
obliczenia testujace ten algorytm dla zagadniefi o wymiarach n < 50. W wigkszosci
przypadkéw (np. dla wszystkich zagadnier o n < 20) otrzymano rozwiazanie opty-
malne. (iii) Algorytmy metody bisekcji i metody Nettera (patrz 3.2.3 i [89]). 2. W In-
stytucie Automatyki PAN w Warszawie opracowano algorytm metody zapropono-
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wanej przez Walukiewicza. 3. W Centrum Obliczeniowym PAN opracowano pow-
tornie metode Little’a i wspdlautorow.

Dla m.c. ODRA serii 1300 istnieje program biblioteczny realizujacy metode
Lina, jednak w materialach dostarczonych przez firme brak wynikéw testowania.

3.2.5. Przyklad. W tym paragrafie przedstawimy wyniki obliczei wykonanych
metodami omawianymi w poprzednich paragrafach. Niech macierz C bedzie postaci

przez O.

2 3
3
1 4
5
6 S
=20
Rys. 3.1

ty=125 ' fopt = 22
Rys. 3.4 Rys. 3.5 Rys. 3.6

Na rysunku 3.1 przedstawione jest rozwigzanie zagadnienia przydziatu, warto$é
jego jest 20. Stosujac metodg z pracy [23] mozemy otrzymac #; = 22. Na rysunkach
3.2. i 3.3 przedstawiono oszacowanie z dotu otrzymane odpowiednio metodami
(@) i (i) z 3.2.1. Na rysunku 3.4 przedstawiono oszacowanie z gory otrzymane metoda
najblizszego sasiada z punktem startowym i, = 5 (i, = 6). Na rysunku 3.5 pokaza-
10 krok przyblizonej metody Lina, po wykonaniu ktérego otrzymujemy rozwiaza-
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nie optymalne przedstawione na rys. 3.6. Natomiast metoda bisekcji otrzymujemy
rozwiazanie optymalne po dwoch badaniach nieréwnosci £, < 2.

3.3. Zagadnienie m komiwojazeréw. W tym rozdziale zaanonsujemy jedynie,
7e zagadnienie komiwojazera doczekato sie juz wielu uogdlniefi, nazywanych wspél-
nie zagadnieniami m komiwojazeréw (m-TSP).

Na przyktad: Dla sieci D, rzedu n i ustalonej liczby m < n wyznaczyé kontury
zawierajace kazdy wierzcholek z wyjatkiem pierwszego doktadnie jeden raz i prze-
chodzace przez wierzcholek 1 oraz minimalizujgce sumaryczna dlugo$é tukow
tworzacych te kontury. W pracy [111] podano sformulowanie tego zagadnienia w
jezyku programowania calkowitoliczbowego oraz algorytm rozwiazania typu po-
dziatu i ograniczen. Natomiast w pracy [130] uogélniono TSP jeszcze bardzie;.

Niech danych bedzie n miast i m komiwojazeréw. Oznaczmy przez C* = (c;)
macierz kosztow (lub czaséw) przejazdéw s-tego komiwojazera (s = 1, 2, ..., m).
Nalezy wyznaczyé rozbicie zbioru miejscowosci N na podzbiory Ny, N, ..., Np

m
takie, ze N; = N i {U N; = N oraz w kazdym podzbiorze okresli¢ kontur Hamil-

i=1
tona tak, aby zminimalizowa¢ sume

G i > ¢ > min

s=1 (i,j)eNs
lub wyrazenie

(3.8) max Z ¢f; — min.
I<s<m (5,75eN,

Ograniczenia na podzbiory Ny, N,, ..., N,, moga mie¢ postaé
3.9 INi| > 1,
(3.10) NNy, =@, i,i,=1,2,..,m; i) # iy
(3.11) Ni "Ny, = {i*}, INNONL =1, @y, = 1,2, ..,m; iy # I
Roézne kombinacje funkcji celu (3.7)-(3.8) i ograniczen (3.9-(3.11) doprowadza-
ja nas do nast¢gpujacych problemdw:

PrROBLEMY 3.1 i 3.2. Dla liczby komiwojazeréw nie wigkszej niz m okresli¢ roz-
bicie dopuszczalne N;, N,,, ..., N,, i kontury Hamiltona w podzbiorach N; (i =
= 1,2, ..., m) spehiajace (3.7), (3.9), (3.10) lub odpowiednio (3.8)-(3.10).

PROBLEMY 3.3 i 3.4. Dla ustalonej liczby komiwojazeréw m okresli¢ wierzchotek
i* e N, dopuszczalne rozbicie Ny, N, ..., N, i kontury Hamiltona w N; (i =
= 1,2, ..., m) spetniajace (3.7), (3.9) i (3.11) lub odpowiednio (3.8), (3.9) i (3.11).

PROBLEMY 3.5 i 3.6. Szczegdlny przypadek probleméw 3.3 i 3.4. Zakladamy,
ze i* jest ustalonym wierzchotkiem z N.

W pracy [130] dla probleméw 3.1-3.6 wykazano najpierw pewne wlasnosci
rozwigzafi dopuszczalnych, a nastgpnie przedstawiono algorytm rozwiazywania,
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bedacy realizacja metody typu podziatu i ograniczen, podobnej do metody Little’a
i wspdtautorow dla 1-TSP.
Problemy 3.1-3.6 mozna uzupelni¢ nastepujacymi problemami.

ProBLEMY 3.7 i 3.8. Wyznaczy¢ liczbg komiwojazerow m, rozbicie Ny, N,, ..., Ny,
zbioru N i punkt startowy i* spelniajace (3.7), (3.9) i (3.11) lub odpowiednio (3.8),
(3.9) i (3.11).

PrOBLEMY 3.9. Jakie sa zaleznosci migdzy wartosciami rozwiazan optymalnych
dla probleméw 3.1-3.8?

Znane uogolnienia TSP zostaly zebrane w pracy przegladowej [116 a].
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