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Recenzje

S.N. Abdelhamid i D. Anbar ,,Okreslenie optymalnej funkcji obserwacji
w jednowymiarowych procedurach aproksymacji stochastycznej”*

W omawianych pracach zbadane zostaly asymptotyczne wiasnosci jednowymiarowych procedur
aproksymacji stochastycznej (AS), opisywanych podanym nizej — ogdlnym — rownaniem (1).
Rozwazania Abdelhamida obejmuja przy tym zaroéwno zadanie Robbinsa-Monro (RM), jak i Kie-
fera-Wolfowitza (KW)(*); rozwazania Anbara dotycza tylko zadania RM.

Podstawowy rezultat obydwdch prac polega na sformulowaniu i rozwigzaniu problemu opty-
malnego wyboru funkcji obserwacji (funkcji hw ().

Niech
(l) Xn+1 = Xn_anc;lh(Yn)9 n= 19 2, cey

gdzie a,, ¢, sa liczbami dodatnimi, X, jest dowolna zmienna losowa, / jest funkcja
borelowska: R — R, Y, za$ jest zmienng losowa zwigzana z obserwacjami wartosci
funkcji f, dokonywanymi na n-tym etapie procedury (Y, nazywana jest krétko
obserwacjq losowq, a h — konsekwentnie — funkcjq obserwacji).

W szczegdlnosci, (1) opisuje klasyczne procedury RM i KW, jezeli za & przyjaé
funkcje identycznos$ciowa, A = I (por. (7) i odpowiednio (16) lub poczatkowe za-
lozenia Tw. 4). W przypadku /4 = sign, (1) opisuje procedury Fabiana (F), [3}.

Pierwsze czeSci omawianych prac poswiecone sa ustaleniu klasy funkcji 4, dla
ktérych: (I) ciag {X,} jest zbiezny z prawdopodobiesstwem 1 do rozwiazania €@
oraz (IT) zmienne losowe n?/2(X,— @) maja rozklad asymptotycznie normalny (przy
stosownie obranym, ustalonym, 8). Z kolei, w takiej klasie okresla si¢ funkcje
obserwacji optymalng, tj. minimalizujaca drugi moment asymptotycznego rozktadu
zmiennych n?/%(X,—0).

Jest przy tym godne uwagi, ze pomimo prostoty schematu iteracyjnego (1),
X, okazuje si¢ asymptotycznie efektywnym estymatorem parametru @. Ostatnie
stwierdzenie obowiazuje w tym sensie, Ze — przy odpowiednich zatozeniach — wa-

*S.N. Abdelhamid, Transformation of observations in stochastic approximation, Ann.
Statist. 1.6 (1973); D. Anbar, On optimal estimation methods using stochastic approximation
procedures, ibidem.

(") Niech f: R — R bedzie funkcja borelowska zmiennej rzeczywistej. Zadanie RM polega
na iteracyjnym okresleniu pierwiastka rownania f(@) = 0 w sytuacji, gdy doktadnej postaci funkcji
f nie znamy, dla kazdego za$ x € R obserwowaé mozemy nieobciazona oceng wartosci f(x). Od-
powiednio, przez zadanie KW, rcalizowane w podobnej sytuacji, rozumie sig iteracyjne okreslenie
punktu @, w ktérym f osiaga swoje minimum (lub maksimum).
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riancja rozkladu asymptotycznego odpowiada dolnej granicy nieréwnoséci Craméra—
Rao dla estymatora nieobciazonego.

Dalej przyjmuje sig, Ze wszystkie zmienne losowe okre§lone sa na przestrzeni
probabilistycznej (2, #, P) i wprowadza nastepujace oznaczenia: &, = [X, ...
vees Xol, M (X)) = Eg,[Y,]- Relacje migdzy zmiennymi losowymi (w tym zbieZno$c¢)
rozumie si¢ jako zachodzace z prawdopodobiefstwem 1.

1. Zbieinosé procedur typu (1).

TWIERDZENIE 1 (Abdelhamid). Niech dana bedzie procedura (1). Niech O € R,
1, bedzie ciggiem liczb nieujemnych, M,(X,) = Eq [h(Y,)] i M, — funkcje borelow-
skie. Niech, dalej, speinione bedq warunki:

) Jjezeli ¢ > 0,|x—0| > ¢ i n > ny(e), to
(x—0)M,(x) > 0;

(3) Jezeli 0 < 6, < 6§, < o0, to

o -

Dllanest  inf MG = o

n=1 81<|x—0|<5;
(4) istniejg stale dodatnie H, i H, takie, ze

|A7I,,(x)| < Hy+H, 1,|x-0| dla wszystkich xe R in=1,2,...;

(5a) jezeli T, jest ciqgiem nieograniczonym, to

lima,c;lz, = 0,

n-»00
w przypadku przeciwnym
(5b) lima,c;! = 0;
n—-00
[c9)
© D@26 2Eg, (V) ~ M(X)P < co.

n=1

Wtedy X, - 6. u

Twierdzenie 1 jest naturalnym uogélnieniem znanego twierdzenia Burkholdera,
sformutowanego przy nieco mocniejszych zalozeniach i dla A = I.

W dalszym ciagu obowiazywac beda nastgpujace zaloZenia:

Zaltozenie 1. Dla procedury (1) przyjmuje sie
)] Y, = M,(X,))+Vs,
gdzie V, sq zmiennymi losowymi o rozkladzie warunkowym (wzgledem Z%,) danym
dystrybuantq G, symetryczng wzgledem zera i majgcq gestosé g. Funkcje M, sq bo-
relowskie.

Zatozenie 2. h: R— R jest nieparzystq funkcjq borelowskq, nieujemng na
[0, ). Ponadto calka ¥(t) = { h(t+v)g(v)dv = \h(@)g(v—1t)dv istnieje dla wszy-
stkich t € R.

Ze wzgledu na to, ze przedmiotem naczelnego zainteresowania jest znalezienie optymalnej
funkcji obserwacji (chcialoby si¢ dodaé — poroéwnywalnej z funkcja h = I, przyjeta w oryginal-
nych procedurach RM i KW), w pracy Abdelhamida wyprowadzone zostaly warunki gwa-
rantujace zbiezno$¢ (1) z k # I, jezeli zalozenia twierdzenia 1 sa spelnione dla h = I. (Z tego sa-
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mego powodu warunek ([2) w twierdzeniu 2 sformutowano dla funkcji M,, a nie bezposrednio
dla M,).

2. Asymptotyczne rozklady procedur typu (1).

TWIERDZENIE 2 (Abdelhamid). Niech oy, a, ¢, f bedq liczbami dodatnimi, y —
liczbq nieujemng, &, € R. W (1) przyjmijmy

®) a,=ant, c,=cn?, 0<y<45, n=1,2,..
Zalézmy X, —» @ (w tym celu wystarcza, Zeby M, spetniata (2)-(5), poniewaz
(11) = (6)).

Niech

(9)  h bedzie ciggla prawie wszedzie (wzgledem G);
V' istnieje w zerze i ¥'(0) = H(h) > 0.

(10) p=1-2y oraz a> ia(j{w.

funkcja S?, gdzie
(1) 52t = | (e +o)-P()Pg@)dv, teR,
Jjest ograniczona i ponadto ciggla w zerze.
Niech, dalej, a,, &, beda % ,-mierzalnymi zmiennymi losowymi, przy czym dla
s = BQy)7, jezeli y #0, i s =0, jezeli y = 0:
(12) M (X,) = a,(X,—O)+&,ch,
(13) oty > g oraz &, — & (7).
Wtedy asymptotyczny rozklad nPl*(X,—©) jest rozkladem normalnym o para-
metrach
(14)  warto§é oczekiwana = —2ac’H(h)&,[2a0o H(h)— 171,
(15)  wariancja = a*c=2S3(h) [2aae H(h)—p171,
gdzie Si(h) = S?(0).m
Twierdzenie 2 jest konsekwencja ogdlnego twierdzenia Fabiana [4], stusznego
dla wielowymiarowych procedur AS.
Nastepne dwa twierdzenia odnosza si¢ explicite do zadan KW lub RM.
Zatozenie 3 (Procedura KW). f: R — R jest funkcjq borelowska,

sup Df(x) <0, inf Df(x)>0,
—k<x—0<—(1/k) (/k)<x—06<k
dla pewnego O i kazdego naturalnego k, przy czym Df(x) i Df(x) oznaczajq pochod-
ne — gorng i dolng — funkcji f w x. Istniejq takie stale A, B, ze dla wszystkich x € R
LfGe+1)—f(x)| < Ajx—6|+B. W (1) przyjmuje sig ¢, » 0, 3. a, = ®, ), a2¢;? <
< o0, oraz dla Y,
(16) My(X,) = f(Xot ) —f (X, = ),

a7n Ey [V2 < 0* < 0 dla wszystkich n.

(®) W przypadku s = 0 nalezy przyja¢ dodatkowo &, = 0.
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Uwaga 1. Zalozenie 3 implikuje spelienie warunkéw (2)-(6) dla 4 = I.

TwieRDZENIE 3 (Zadanie KW; Abdelhamid). Niech f i Y, spelniajq zalozenie 3
z wyjqtkiem (by¢ moze) (17). Niech ' istnieje i bedzie ciggla w otoczeniu @, nato-
miast f'(0) = M > 0. Zalézmy, ze spelnione sq warunki (2)-(5), (8) z y = 1/6,
), (11) oraz a > [6MH(h)]™1. '

Wéwczas X, - O i prawdziwa jest teza twierdzenia 2, przy czym 8 = 2/3, s = 2,
Eo =11"(0), ap = 2M.m

Twierdzenie analogiczne do powyzszego obowiazuje, jezeli zatozenia czynione dla
" zastapi¢ identycznymi, ale dla 1", nadto za$ przyja¢ y = 1/dia > [SMHW]™;
wowezas f = 1/2, s=1, & =0, oy = 2M.

TwierDZENIE 4 (Uogélnione zadanie RM; Abdethamid). Niech f, bedzie cig-

giem funkcji borelowskich: R — R, takich, ze dla M, = f, spelnione sq warunki
@QD-@ zv,=1,¢=1if(0)=0. Niechd >0 i ciqg

x=O)fu(x), x#0,
(18) D,.(X)={d, x=0,n=1,2,..,

bedzie zbiezny w sposob ciagly do d w punkcie @ (tzn. dla dowolnego ciagu x, € R,
n=1,2,.., zbiezno§¢ x, —» @ implikuje D,(x,) — d). Dla procedury (1) zalézmy
2)—(5), (9), (11) oraz a, = an~* i a > [2dH(h)]™*. Wtedy X, — O i prawdziwa jest
teza twierdzenia 2, przy czym B=1,5=0, &, =0, 0y =d. m

Uwaga 2. Jezeli f, = f, n = 1, 2, ... (klasyczne zadanie RM), to d = f'(0),
por. (18)(®); w przypadku ogdlnym wypada przyja¢ f,(0) — d.

3. Minimalizacja drugiego momentu rozkladu asymptotycznego. Niech & oznacza
zmienng losowa o rozkladzie normalnym i parametrach danych przez (14), (15).
Stad

4a’H> (W) &3 5, a*S§(h) -2
= QauHW—FY) ¢ " QanoH)—P) °

Przy zatozeniu &, # O (por. np. Tw. 3) mozna dokonaé minimalizacji E&*> wzgle-
dem (a, ¢), by w konsekwencji otrzymaé optymalne wartosci tych stalych (ap =
= ao(h), co = co(h)). Jezeli £, = 0 (E£ = 0), optymalne ¢ nie istnieje, mozna na-
tomiast okresli¢ optymalng warto$¢ a, = ao(h); w przypadku &, = O nalezy roz-
rézni¢ dwie sytuacje: s # 0 (szczegblne zadanie KW — por. np. komentarz do
Tw. 3) i s = 0 (zadanie RM, por. Tw. 4).

Majac dla podanych trzech przypadkéw EE&2(aq, o, h) lub, odpowiednio,
Varé(ag, ) (por. np. $rodkowy czlon réwnosci (20)), dokonuje sig ich minimali-
zacji wzgledem 4.

Eg?

(®) Warunek d > 0 (d = ao > 0, por. Tw. 2) nie pozwala bra¢ pod uwage np. funkcji f(x) =
= [x—0)|- (x—0). Z drugiej strony wiadomo, ze przy parzystej g i danej f, procedura F (h = sign,
¢y, = 1) daje X, — © (mimo Ze oryginalna procedura RM jest wowczas rozbiczna, por. [3], str. 128,

i [2]).
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Niech & oznacza rodzine wszystkich borelowskich funkcji A, spetniajacych za-
Yozenie 2, S2(h) = 1 i takich, ze dla ¢ = 0 dopuszczalne jest rézniczkowanie funkcji
Y pod znakiem catki:

0 < H(h) = P'(0) = | h()(—£' @) do.

W # poszukiwanie optymalnej funkcji 4, réwnoznaczne jest z maksymalizacja
H(h) (por. np. (20)). Jesliby z zalozenia S3(h) = 1 zrezygnowac, optymalna ho
okre$lona bylaby z dokladnosécia do stalej multiplikatywnej,\ ulegajacej redukcji
zardwno w wyrazeniach na E&? jak i w (1).

TWIERDZENIE 5 (Abdelhamid i Anbar). Niech gesto§¢ g ma pochodng prawie
wszedzie (wzgledem G),

(19) 0 < I = {(¢'@)/g@))?d6(@) < .

r
w H#, h* maksymalizuje H(h) wtedy i tylko wtedy, gdy h* = h, prawie wszedzie
(wzgledem G). g

Niech, dalej, hy = ——!— (g?) prawie wszedzie (wzgledem G) i hy € #. Wowczas

Przyktadowo, dla zadania z twierdzenia 4 (§, = 0, s = 0),

1 1
ao(ho) = THG | g ~ T
(20) Varé&(ay, ho) = S5(1) l = (dl")~2.

PH(h) =,

Uwaga 3. hy zalezy tylko od zalozonej ggstoici g, bez wzgledu na naturg
zadania AS (RM czy KW).

Optymalna funkcja obserwacji prowadzi do uzyskania wariancji minimalnej nie
tylko wiréd procedur AS typu (1), ale w klasie wszystkich regularnych nieobciazo-
nych estymatoréw parametru €.

W przypadku zadania RM fakt ten rozumie si¢ nastgpujaco: niech
@1 Yo = F(@)+V,, [filx) = F(O)=Fux), n=1,2,..,

gdzie F, sa znane (ale nieznane jest @), funkcje f, speliaja warunki twierdzenia 4,
(@) - d > 0, V, sa niezalezne i maja rozklad G, spelniajacy zalozenie 1 oraz (19).
Woéweczas, jezeli t, = tn(ffl, et f’,,) jest regularnym asymptotycznie normalnym
estymatorem zgodnym @ (opartym na n pierwszych obserwacjach), to dolna gra-
nica wariancji asymptotycznego rozkladu n'/?(t,—6) — odpowiadajaca asympto-
tycznej efektywnosci ¢, — dana jest przez (20). Zwraca si¢ uwage, ze w (21) przy-
jeto, iz obserwacji podlegaja nieobciazone oceny wartosci F,(60).

Optymalng procedure (1) mozna oczywiscie zastosowaé do sytuacji opisanej wa-
runkiem (21) (przy zatozeniu Y, = }A’,,—F,,(X,,)) i tym sposobem uzyskaé rekuren-
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cyjna asymptotycznie efektywna procedur¢ estymacji parametru @ (rozwiazanie

szczegdlnego zadania estymacji parametru rozktadu prawdopodobiefistwa) (%).
W [1] wykazano asymptotyczng efektywno$¢ procedury optymalnej takze w przy-

padku zadania KW, przy zatozeniu f(x) = d(x—0©)?; ostatnie ograniczenie wynikaé

musi stad, ze dla zadania KW, § =1 wtedy tylko, gdy f-— parzysta (por. [5],

str. 444).

4. Uwagi. Na podstawie twierdzenia 5 otrzymuje sie, ze procedury RM i KW
sa optymalne wtedy, i tylko wtedy, gdy G jest rozkladem normalnym; procedury F
optymalne sa natomiast wtedy i tylko vxgdy, gdy G jest dwustronnym rozkladem
wyktadniczym. ' .

W omawianych pracach podane sa jeszcze optymalne funkcje obserwacji dla
rozkladéw Studenta, logistycznego i Hubera (g(v) — normalna dla || < T i dwu-
stronnie wyktadnicza dla |o| > T). Ponadto Anbar przedstawil rozwiazanie opty-
malne dla zadania RM i G-normalnego e-znieksztalconego (G(v) = (1—&)P(v)+
+eH(v), gdzie @ — rozktad normalny, N(0, 1), H — nieznany rozklad symetryczny
i € — znana stala dodatnia).

W rozpatrywanych zadaniach, g, i ¢; (lub tylko a,) zaleza od nieznanych (!)
wartosci f'(@), f"(0) albo f"'(0). Dla zadania RM procedura estymacji optymal-
nego a, opracowana zostala w [4]; dla zadania KW procedura estymacji a, lub
jednoczesnie a, i ¢, podana jest w [3].

Konstrukcja procedury optymalnej wymaga natomiast znajomosci ggstosci g.
(Ostatnio wszakze w [6] zaproponowano procedure, ktdra nie wymaga — w przy-
padku zadania RM — znajomosci g i estymuje jednoczes$nie h, oraz ap).

Wymienione procedury estymacji nie zmieniaja asymptotycznych wlasnosci pro-
cedury optymalnej (1).

(*) W [7] znalezé mozna rekurencyjne asymptotycznie efektywne procedury rozwiazujace
ogélne zadanie estymacji parametréw rozkiadu; w przypadku zadania (21) rozwiazania przed-
stawione tutaj i w [7] pokrywaja sie.
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