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Streszczenie. Praca sklada si¢ z czterech czesci. W czesci pierwszej sformulowano
i podano rozwiazanie zagadnienia sterowania optymalnego w lintowym ukladzie stocha-
stycznym z kwadratowym funkcjonatem kosztéw na skonczonym i nieskoriczonym prze-
dziale czasowym. Twierdzenie 1, podajace postaé sterowania optymalnego na skonczonym
przedziale czasowym, jest dobrze znane ([1], [5]), natomiast twierdzenie 2 jest uogdlnie-
niem znanych rezultatéw. Zwykle formuluje si¢ je przy zalozeniach gwarantujacych ist-
nienie i jedynoéé¢ rozwiazania algebraicznego réwnania Riccatiego ([5], [4]). W tym sfor-
mulowaniu w jakim znajduje si¢ w pracy mozna je znalezé w [16] ale dla ukladu deter-
ministycznego.

W czeéci drugiej zbadano wlasnoéct algebraicznego réwnania Riccatiego. Algebraiczne
réwnanie Riccatiego odgrywa pierwszoplanowa role w konstrukcji sterowania optymalnego
i podwiecono mu wiele uwagi w pracach [2], [4], [13], {15]. Twierdzenie 5 pokazuje na jakie
trudnoséci mozemy natrafi¢ w procedurze adaptacyjnego sterowania, gdy nieznane wspdl-
czynniki réwnania Riccatiego bedziemy zastepowac ich ocenami. Problem ten obszerniej
oméwiono w [4] 1 [8]. Gléwnym wynikiem tej czesci pracy jest twierdzenie 6, ktére odgrywa
zasadnicza role w konstrukcji 1 dowodzie optymalnoéci sterowania adaptacyjnego.

W czeécl trzecie) skonstruowano ocene najwiekszego prawdopodobieristwa dla macie-
rzy liniowej transformacj stanu. Estymator ten pojawil sie po raz pierwszy w zagadunienin
sterowania optymalnego w pracy [12].

Wreszcie w czwartej, gléwnej czescl pracy podano algorytm sterowania adaptacyjnego
oraz dowdd jego optymalnosci (twierdzenie 10). Podany algorytm i dowdd jego optymal-
noéci sa modyfikacja wynikéw podanych w [6] 1 [7]. Obejmuja one ogélniejsze przypadki
niz w tych pracach, gdzie zaklada si¢ znajomos$¢ domknietego, spéjnego i ograniczonego
zbioru, do ktdrego nalezy oceniany parametr, niemniej uzyskane rezultaty sa jeszcze da-
lekie od analogicznych wynikéw uzyskanych w pracy [3] dla czasu dyskretnego.

1. Stochastyczny regulator linlowo kwadratowy. Niech na prze-
strzeni probabilistycznej (£2, X, P) zadany bedzie n wymiarowy proces Wie-
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nera Wi, t > 0, Oznaczmy przez M(k,[) zbiér wszystkich macierzy rzeczy-
wistych wymiaru & na [. Rozwazmy stochastyczne réwnanie rézniczkowe
liniowe

(1) dr; = (Azs + Buy)dt + CdWy, z9o=x € R",

gdzie 2z, € R" uy € R™ AC € M(nn),B € M(m,n). Funkcje
u:[0,00) = R™ bedziemy nazywali sterowaniem. W [10], twierdzenie 4.10,
udowodniono, ze jezeli

t
(2) §|u(3i)|(15 < 00

0

dla t > 0, gdzie u; = (ugi), cees u(tm)), to rownanie (1) ma dokladnie jedno

rozwiazanie dane wzorem
¢ t
(3) x; = exp( At) [l + Sexp(——As)Busds + Sexp('—A.s)C'dVVs .
0 0
Kazda funkcje u : [0,00) — R™ spelniajaca warunek (2) bedziemy nazywaé
sterowaniem dopuszczalnym. Wraz z réwnaniem (1) bedziemy rozpatrywaé
tak zwany funkcjonal kosztow
T
(4) Jr(u) = B[ {((Qas2.) + (Rus,us))ds + (Far,or) |,
0
gdzie F,Q € M(n,n),R € M(m,m), a (-,-) oznacza iloczyn skalarny.
Ponadto F,Q, R sa symetryczne, () jest nieujemnie okres§lona, a R i F do-
datnio okreslone.

Problem regulatora liniowo kwadratowego na skonczonym przedziale
[0,7] polega na znalezieniu takiego sterowania dopuszczalnego
u:[0,00) = R™, dla ktorego warto$¢ funkcjonalu kosztéw Jr(u) jest mi-
nimalna. Sterowanie u, dla ktérego to minimum jest osiagane bedziemy
nazywaé optymalnym. W [5] udowodniono nastepujace twierdzenie rozwia-
zujace problem regulatora liniowo kwadratowego na skonczonym przedziale
czasowym.

TwWIERDZENIE 1. Dla kazdej macierzy symetrycznej nieujemnie okreélo-
nej F' istnieje rozwigzanie réziniczkowego rownania Riccatiego
—P(t)=Q + P()A + A'P(t) - P(t)BR™'B'P(t)

z warunkiem P(T) = F, ponadto macier: P(t) jest symetryczna i nieujem-

nie okreslona dla t € [0,T]. Sterowanie optymalne istnieje oraz ma postaé

liniowego sprzezenia zwrotnego

s = —R™YB'P(t)zy,
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gdzie B’ oznacza macierz transponowang, a minimalna wartosé funkcjonalu
kos:ztow wynosi
T
Jr(u) = 5 tr(C'P(t)C)dt + (P(0)zg, To) .
0
Zmieniajac zmienna niezalezna t na T — t mozemy sformulowaé naste-
pujacy wniosek:

WNIOSEK. Sterowanie optymalne ma postaé

(5) uw, = —R'B'P(T - t)ay,
gdzie P(t) jest rozwiqzaniem rownania
(6) P(t)=Q + P(t)A+ A'P(t) — P(t)BR™'B'P(t)

z warunkiem poczqtkowym P(0) = F i minimalna wartosé funkejonalu kosz-
tow wynost
T
(7) Jr(u) = | tx(C"P(1)C)dt + (P(T)xo, 20) .
0
Problem regulatora liniowo kwadratowego na nieskoniczonym przedziale
czasowym [0,00) polega na znalezieniu takiego sterowania u, dla ktérego

wartosé
1.7 |
(8) J(u)= lim —FE S((Q:L's,:cs) + (Rus, us))ds
T—oco T 0

jest minimalna. Podobnie jak poprzednio, sterowanie takie nazywac be-
dziemy optymalnym. Rozwiazanie tego problemu zwiazane jest z tak zwa-
nym algebraicznym réwnaniem Riccatiego

(9) Q+PA+A'P-PBR™'B'P =0,

w ktérym niewiadoma jest symetryczna, nieujemnie okre§lona macierz P.
Jezeli P jest rozwiazaniem réwnania (9) takim, ze P < P, nieréwnoéc ta
rozumiana jest w sensie uporzadkowania macierzy symetrycznych, dla kaz-
dego rozwiazania P tego réwnania, to rozwiazanie P bedziemy nazywad
rozwiazaniem minimalnym.

TWIERDZENIE 2. Jeieli istnieje rozwigzanie rownania (9), to istnieje
rozwigzanie minimalne P i sterowanie u dane w postaci liniowego sprzezenia
zwrotnego
(10) ;= —R™'B'Pa,

Jest optymalne oraz minimalna wartosé J(u) wynosi

J(@) = tr(C'PC).
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Dowéd. Dla dowodu istnienia rozwiazania minimalnego rozwazmy row-
nanie (1) z macierza C' = 0. Zauwazmu dalej, ze jezeli Py((), P>({) sa dwoma
rozwiazaniami réwnania (6) i P{0) < P3(0), to dla dowolnego ¢t > 0 jest
Pi(t) < Pa(l). Jest tak dlatego, ze minimalna warto$¢ funkcjonalu

!
1 ;
Ji(z,u) = S((st,,rs) + (Rus, us))ds + (Pr(0)xe, zy)
0
gdzie  ozmacza zaleznos¢ wartosci funkcjonalu od warunku poczatkowego
w rownaniu (1), jest nie wieksza od minimalnej wartosci funkcjonalu

t .
Ji(z,u) = S('(Qa:s,a:s) + (Rug, us))ds + (P2(0)zy, 2¢)

0
a na podstawie wniosku z twierdzenia 1 te minimalne wartosci sa réwne
odpowiednio (Py(t)x,z) i (Pa(t)z,x). Niech w szczegdlnosci Pi(0) = 0 i
Py(0) = P. Wtedy I»(t) = P i dlatego P(t) < P. Z wuiosku z twierdzenia
1 wynika tez, Zze funkcja Pi(f) jest niemalejaca w sensie uporzadkowania
macierzy symetrycznych. Wynika stad istnienie granicy limy o Pi(1) = P.
Przechodzac w réwnaniu (6) do granicy i uwzgledniajac, 7e limy—.. Py(t) = 0
stwierdzamy, ze P istotnie spelnia rownanie (9) i jest to rozwiazanie mi-
nimalne. Dla dowodu drugie] cze$ci twierdzenia zauwazmy, Ze z wniosku
z twierdzenia 1 wynika réwnosé

( D { P~ ~ = P 5
étr(C’ PC)dt + <1 1,1> = E[(‘\)(<thlt> + (Rug, ug))dt + <P.7,T,‘LT>]

dla dowolnych T > 0,2 € R", gdzie Z; jest rozwiazaniem réwnania (1)
odpowiadajacym sterowaniu i, czyli

T T
S tr(vclp(j)dt + <f’.r,;1;> > F S((Q:xt,mt) + (Ruy, ug) )dt.
0 0

Dzielac ta nieréwnoéé przez T i przechodzac do granicy otrzymujemz nie-
réwnosé
(@) < tr(C'PCY,

Poniewaz jednak dla dowolnych T > 0,2 € R" jest

T T

V(" PUO)CYE+ (PUT e, 2) < B \((QF, Fr) + (R, W)t

0 0
czyli tr(C'PCY < J() i ostatecznie tr(C"f’C’) = J{(u). Dowdd twicrdzenia
jest tym samym zakoiiczony.
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2. Algebraiczne réwnanie Riccatiego. Pare macierzy (4, B), A €
M(n,n), B € M(m,n) nazywamy stabilizowalna, jezeli istnieje taka ma-
cierz K € M(m,n), ze A+ BR jest macierza stabilna, co znaczy, ze czeéci
rzeczywiste jej wartoSci wlasnych sa ujemne. Pare (A, B) bedziemy nazy-
waé obserwowalna, jezeli istnieje taka macierz A € M(n,m), e A+ A'B
jest macierza stabilna. Wreszcie pare (A, B) bedziemy nazywaé sterowalna,
jezeli dla kazdego xo € R" istnieje T' > 0 i funkcja u : [0,00) — R™ taka, Ze
rozwiazanie z(t) réwnania

z(t) = Az(t) + Bu(t),z(0) =0,

spelnia warunek z{T) = zy.
Réwnaniem Lapunowa nazywamy réwnanie

(11) SA+A'S+Q =0,

gdzie A,Q € M(n,n),Q jest symetryczna i dodatnio okreslona, a S jest
poszukiwanym rozwiazaniem, W [13] udowodniono nastepujace twierdzenie.

TwiIERDZENIE 3 (Kryterium Lapunowa). 1. JeZeli A jest macierzq sta-
bilng, to rozwiqzanie S rownania (11) istnieje i jest macierzq symetryczng
dodatnio okreslona dla kazdej dodatnio okreslonej macierzy Q).

2. Jezeli istnieje dodatnio okreslone rozwigzanie rownania (11) dla pew-
nej dodatnio okreslonej macierzy @, to macierz A jest stabilna.

Oznaczmy przez o( A) spektrum macierzy A, oraz a(A) = — max{Re(A):
A€ a(A)}. W nastepujacym twierdzeniu || 4[| oznacza norme operatorowa
macierzy A.

TwIERDZENIE 4. Jezeli macierz A jest stabilna, macierze S 1 Q sq sy-
metryczne (Q > 0 oraz A, 5, Q spelniajq rownanie (11), to

(12) a(4) > SIS Q.

Dowéd. Z punktu 1 twierdzenia 3 wynika, ze S > 0. Réwnanie (11)
zapiszemy w postaci

S(A+ B+ (A+61)S +Q - 205 =0,.

gdzie b jest dowolna liczba dodatnia. Macierz @ — 2b5 jest dodatnio okre-
$lona, jezeli

< minfo(@)] _ [max(a(Q@ )] max{a($)] 7! = |Q 7|7

max[a(9)]

Z punktu 2 twierdzenia 3 wynika, ze wéwczas macierz A + bl jest stabilna,
stad

L —tn e
At SlQTHITHISIT <o,
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gdzie A € o( A). Ostatnia nier6wno$¢ réwnowazna jest jednak z nieréwnoscia
(12}, dowdd twierdzenia jest wigc zakonczony.

WNIOSEK. Niech (A;)s>o bedzie rodzing macierzy stabilnych takq, ze
limg_oo As = A i A jest macierzq niestabilng. Wowczas rozwigzanie S
rownania

SsAs + A;Ss + Q = 07
gdzie Q@ > 0, spetnia warunek lim;_,, ||55|| = oc.

Dowé6d. Wynika to natychmiast z nieréwnosci (12) i faktu
lims_ oo a(As) = 0. .

W [16] udowodniono, ze warunkiem wystarczajacym dla istnienia roz-
wiazania algebraicznego réwnania Riccatiego (9) jest stabilizowalno$é pary
(A, B). Nie jest to jednak warunek konieczny, a co za tym idzie warunek
konieczny istnienia sterowania optymalnego w ukladzie (1) z funkcjonalem
kosztéw (2). Rzeczywiécie, jezeli para (A, B) jest stabilizowalna i P jest
rozwiazaniem réwnania (9}, to

gdzie
~ A O 5 | B 0 ~ 1@ 0 5 |R O
S B R R
i para (A\,E’) nie jest stabilizowalna.
Nastepne dwa twierdzenia dotycza asymptotycznego zachowania rozwia-

zania algebraicznego réwnania Riccatiego w zaleznosci od graunicznych war-
toéci wspdlczynnikéw.

TWIERDZENIE 5. Jezeli rodzina par stabilizowalnych (As, Bg)s>o spel-
nia warunek lim,_ . A, = A i lim;_ o Bs = B oraz para (A, B) nie jest
stabilizowalna, to rozwiqzanie Ps rownania

(13) Q+ P,A, + AP, — P,B,R™'B.P, = 0,
gdzie Q > 0, spetnia warunek lim_.o || Ps|| = 0.

Dowéd. Oznaczmy
-1 !
Fs=-Q " B,Ps,
Rdéwnanie (13) mozemy wéwczas zapisaC w postaci

Py(As + BoFs) 4+ (As + B F5) Ps + Q + F,RF, = 0.
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Na mocy punktu 2 twierdzenia 3 macierz A; + B F jest stabilna i z twier-
dzenia 4 wynika, ze

1
o(As + B:F,) 2 §HPSH‘1H(Q + FyRF,) 77,

skad

(14) a(As + B, Fy) > min[o(R)]|| P|| .

Przypusémy, ze istnieje ciag (sn)nen liczb rzeczywistych dodatnich roz-
biezny do nieskonczonosci taki, ze ciag s, jest ograniczony. Istnieje wow-
czas podciag (Sn, Jken clagu (sp)nen taki, Ze ciag (Ps,.k Jken jest zbiezny
oznaczmy jego granice przez P. Wéwczas prawa strona nieréwnosci (14)
dazy do pewnej liczby dodatniej, a lewa do zera (na mocy niestabilizowal-
nosci pary (A, B)). Uzyskana sprzecznos¢ koticzy dowéd.

W dalszych rozwazaniach rozpatrujemy rodziny macierzy (As, Bs)s>o0
takie, ze granice lim,_, o A5lim;_ B; istnieja. Istnieja zatem takie s >0
i M > 0, takie, ze ||A4|] < M i||Bs|| < M dla s > s¢. Bez straty ogélnosci w
dalszych rozwazaniach mozemy zalozy¢, ze nieréwnosci [|As|| < M i || Bl <
M zachodza dla wszystkich s > 0.

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze minimalne rozwiazanie réwnania (9)
jest ciagla funkcja wspolezynnikow.

TWIERDZENIE 6. JeZeli rodzina par (As, Bs)s>o spelnia warunek
limg_oo A, = A @ limsoo Bs = B i macierz A — BR™!B'P jest sta-
bilna, to istnieje so > 0 takie, Ze dla s > so rownanie (13) ma rozwig-
zanie i lim,_.co P, gdzie P, iP sq odpowiednio minimalnymi rozwigzantami
rownan (13) i (9).

Dowdd tego twierdzenia poprzedzimy kilkoma lematami.
LEMAT 1. JezZeli rodzina macierzy (As)s>0, spetnia warunek lim, .o, As

= A, to

At At

lim e —e

S§—0Q
¢ zbieznoséé jest niemal jednostajna.
Dowéd. Ustalmy T > 0 i niech ¢t € [0,T]. Z definicji funkcji eksponent
mamy
i At At ¢ Tl { l
(15) et — el < 3 Ak~ Al
=0

Latwo zauwazyd, ze

1A =AY = AL A = AL+ ALA- AT < APl A - AT+ AN A - A
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wiec
!
(16) 1AL = AU < (1A, = A S IAGN AN < 114 = Al + 1),
=0

gdzie M = max{sup,yoll4sll,lI4[l}. Z (15) i (16) otrzymujemy
[ledt — eAt|| < ||As — A||TeM, co koticzy dowéd.

LEMAT 2. JeZeli rodzina par (A, Bs)s>o spetnia warunek lim, . Ay =
A dlimgo Bs = B, wowcezas limg_ o, Ps(t) = P(t) i zbieznosé jest niemal
jednostajna, gdzie Py(t) i P(1) sq rozwigzaniami rownai

(l

17
(17) lt

i (6) z warunkiem poczqthkowym P(0) = 0, 0([1)()([’26(11120

= Q + Py(1)As + ALP,(t) — P(t)B,R™'B' Py(t), P,(0) = 0

Dowod. Ustalmy T i niech t € [0,’1] Na podstawie lematu 1 istnieje
M(T) > 0 takie, ze sup,eio,00), tefo,7] lled<t]] < My(T). Z (17) wynika, ze
funkcja P;(t) spelnia zaleznogé

t
(18) Py(t) = [ e U=(Q — Py(2) B, R B Py(2)]e ™ da,
0

Z (18) otrzymujemy

T
(19) P01 < (e 2P 1Qlde < MF(THIQIT.
0
Odejmujac stronami (17) 1 (6) mamy kolejno
t t
125(t) = PO < VI|ALPy(x) = A'Pla)|lda + || As Po(z) = AP(2)||dz
0 0

t
+ {1Ps(2)BsR™! B{Py(2) — P(x)BR™' B' P(x)||dx
0

t

z&n;sts(. ~ AP(x ||(h+§||1) )BsR™' B! P,(x)

I

P(2)BR™' B'P(2)||dx
t
=2\ | A.Pi(2) + A, P(2) = A, P(x) = A, P(x) = AP(z)||da

0
t

+ V1) By RV BLP(x) + P(x) B R™' Py( )
0

— P(2)B,R™'B! Py(x)— P(x)BR™' B'P(2)||dx
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t
< 204N {II1Py(2) - P(a)lldz + 2]|A,
4]

t t
— A|I\1P(2)l|dz + { | BsR™ BLPy(2)||| Po(z) — Plz)l|dz
0 0

t
+\1IP(2)|ll| BsR™ B, Pi(z) — BR™' B'P(x)||dz
0

t t
< 24| {I1Py(2) = P(2)lldz + 21| A, — Al ||| P(2)||dz
0 0]
t

+|IR7Y| sup | 1P {1 Polz) = Pe)lda

s€(0,00 0
y€(0,7]

t
+ sup [P | I1Ps(2) - P(a)llde

s€l0,0) 0
yE[O,t]
t
+ sup |[Py(y)lI || BsR™'BiPy(x) + B.R7 B, P(x)
s€[0,00)
veld. °
—~ B,R7'B.P(x) — BR™'B'P(2)||d=
t
<2 sup [|A[[}[IPy(2) - P(2)lldz + 2T ||As — Al sup [Py
$€[0,00) 0 s€[0,00)
ye[{)vt]

1
FIRTY sup (B sup [Pl IPs(2) = Pla)de

s€[0,00) s€[0,00) 0
y€[0,T]
+T( sup ([P’ BsR™" B, = BR™'B'l|,
s€[0,00)
yE[()vT]
a zatem
t
(20) IPy(t) = P(ON| < (T, 8) + g(T) || Po(@) = P(a)]|da,
0
gdzie

f(TaS) = ‘ZTVHAS - A” sup “Ps(y)“+
s€[0,00)
yG[O,T]
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+T( sup [|B(n))?|B.R™ B, — BR™B|

$€[0,00)
yelo,T]
9(T)=2 sup [[Al+ IR sup [IB[I> sup [[P{w)ll-
s€[0,00) s€[0,00) s€[0,)

y€[0,¢]
Stosujac lemat Gronwalla do (20) otrzymujemy supg¢ <, <7 || Ps(t) — P(?)]| <
f(T, 5)eT9T) Poniewaz lim;_, o, f(T, s) = 0, wiec dowdd lematu jest zakon-
czony.
LEMAT 3. Niech P bedzie minimalnym rozwigzaniem (9), a P(t) roz-
wigzaniem (6) z warunkiem poczqthowym P(0) > P. Wowczas dla kazdego
t>0,

(21) 1P(t) = PI| < [(P(0) = P2 |[2jel A=BRT BRI 2,

Dowé6d. Funkcja S(t) = P(t) — P spelnia rownanie
d

dt
Zatem
S(t) = (e(A—BR'lB’P)t)IY(O)(e(A——BR'lB’P)t)

S(t)= (A~ BR™'B'PYS(t)+ S(t)(A- BR™'B'P) - S(t)BR™'B'5(¢).

t
_ S(e(A—BR-lB’P)(t-z))s(mBRqB;S(w)(6(,4—BR-IB'P)(z—z))dl_

0
wiec, dla 2 € R™
(22) (S(t)l,.lf) < <S(0)6(A—BR“1BIP)tz’e(A——BR‘lB’P)t:L.> .

Nieujemnos¢ S(0) pociaga za soba nieujemnosé¢ S(t) wiec (22) implikuje
(21).

LEMMA 4. Dia kaidej macierzy A € M(n,n) i dla kaidego zbioru otwar-
tego oo zawierajgcego o(A) istnieje ¢ > 0 takie, ze jezeli ||A — A|| < ¢ to
o(A) C gg.

Dowdd tego twierdzenia, w ogolniejszym przypadku operatoréw linio-
wych w przestrzeni Hilberta, znajduje sie w [9].

LEMAT 5. Jezeli rodzina par (A, Bs)s>o spelnia warunek lim, o A; =
A ilim;_o Bs = B, maciers A — BR™'B'P jest stabilna, gdzie P jest
minimalnym rozwigzaniem (9), to istniejg liczby so > 0, M i é > 0 takie, ze
dla kazdego t > 0 i s > s,

(23) “e(A,—BaR'lB;P)t“ < Me—0t.

Dowdd. Ten lemat wynika z lematdw 1 i 4 oraz z faktu, ze dla dowolnej
macierzy A nastepujace warunki sa rownowazne;
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1. Macierz A jest stabilna

2. Dla kazdego A € 6(A) jest Re(A) < 0

3. Istnieja M i 6 > 0 takie, ze dla t > 0 ||e4!]] < Me™%".

Dowéd twierdzenia 6. Istnieje sg > 0 takie, ze dla s > sy para
(As, Bs) jest stabilizowalna, zatem dla s > s réwnanie (13) ma rozwiazanie.
Niech P, bedzie jego rozwigzaniem minimalnym. Z lematéw 3 i 5 wynika
istnienie liczb M 1 6 > 0 takich, ze

| P5(t) — Py|| < Me™®
dla s > sg it > 0. Ustalmy ¢ > 0 na mocy (16) istnieje wéwczas T'(¢) > 0
takie, ze
~ s . €
IPATEN = Pl <5 1 IP(T(e)) = Pl < 5

) —
dla s > sp. Na mocy lematu 2 lim,_, ||P T(e)) = P(T(e)]| = 0. Istnieje
zatem s(e,T(g), s9) > 0 takie, ze dla s > s(e,T(¢), s0)

IPAT()) = PTEII < 5.
Ostatecznie
|12y = Pl| < ||Py — PAT(EN+ IIPAT () ~ P(T(e))]| + | P(T()) - Pl < e,

co koiiczy dowdd.

3. Estymator najwickszego prawdopodobienstwa. Oznaczmy dla
zadanego T > 0 przez (Cr, Br) przestrzei funkeji ciaglych 2 : [0,00) —
R™ 2 o-cialem zbioréw borelowskich w topologii jednostajnej zbieznosci.
Niech na przestrzeni (Q, ¥, P) zadany bedzie n wymiarowy proces Wienera
W, t > 01 niech z,,t > 0 bedzie rozwiazaniem stochastycznego réwnania
rézniczkowego
(25) de; = ay(z)dt + dW;, 2x29=2 € R",

gdzie o procesie a;,t > 0 zadanym na Cp zakladamy, ze jest Br mierzalny
i

T

P(“m@Wﬁ<w>:L

0
Warunek ten gwarantuje istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania réwnania
(25). Oznaczmy dalej przez p, i puw miary na (Cp, Br), odpowiadajace
procesom x; 1 Wy

po(B)=P{w:x € B}, puw(B)=P{w:We DB}

dla B € Br. Niech pt; ¢, ftz,w beda ograniczeniami miar gz i pw na By =
cr{:L t 25,8 < t}. Przez dis (¢ o) oraz d:l‘” (t, @) oznacza¢ bedziemy gesto-

d 11
$ci, o ile one istnieja, miar fi; o wzngdem feew oraz fiw wzgledem g ;.
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W przypadku, gdy ¢ = T indeks T bedziemy pomijaé. Fakt, ze miara u,
jest bezwzglednie ciagla wzgledem miary pw bedziemy oznaczaé pu, < pw.
W [10], twierdzenie 7.7, udowodniono nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 7. Niech z;,t > 0 bedzie rozwigzaniem réwnania (25).
Wowezas

T
P( | las(@)lPdt < ) =1

0

: T
P( [ llae(W 2t < oo) =1

0

wtedy i tylko wtedy, gdy p, € pw @ pw < fy 1 wWoWCzAs

dpty
duw

(t2) = exp ( § (as(e) ds) - %S||as(w)||2ds),
0 0

t

duw : )
(’ZZ (t,xz) = exp ( - é {as(z),dzs) + ;;—(S)Has(:c)n'ds).

W dalszych rozwazaniach bedziemy rozpatrywaé réwnanie (1) z macierza
C = I. Stosujac twierdzenie 7 do réwnania (1) otrzymujemy

TWIERDZENIE 8. JeZeli ¢y, t > 0, jest rozwigzaniem rownania (1) odpo-
wiadajgcym sterowaniu s, t € [0,T], w postaci liniowego sprzezenia zwrot-
nego

ur = kay
oraz jezeli funkcja ky jest ograniczona, to
t K
—(t,z) = exp <§(Axs + Bus,dzs) — 5 S |Azs + Bus]|2(18)-
0 0

Dalej bedziemy zakladaé, ze sterowanie u; ma postac u; = k24, a funkcja
k; jest ograniczona.

W dalszym ciagu bedziemy chcieli ocenia¢ macierze A na podstawie ob-
serwacji procesu z;. Bedziemy to robi¢ metoda najwiekszego prawdopodo-
biefistwa. Dla macierzy A€ M (n,n) okreslmy funkcje wiarygodnosci

. ljty
(26) -
diw

t t
Lt(;f) = exp (§<:l\xs + Bus,dxs> - % SH/’{xs + Bu5||2ds).
0

Za ocene 11( t) macierzy A w chwili ¢t przyjmujemy ta macierz A, dla ktdrej
funkcja wiarygodnosci L,(A} Iub, co na jedno wychodzi In(L; (A‘)) przyj-
muje wartos¢ maksymalna. Uzyskana w ten sposéb ocene macierzy A nazy-
wal bedziemy estymatorem lub ocena najwiekszej wiarygodnos$ci. Macierz
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A(t) = [d@;(t)] spelnia zatem uklad réwnan

Oln(L,
(1) IiL Ay =0
]
Mamy
dn(L) | no
—— F1 59 F Ty B s l ,
dd;; §< it k,zl_—;lakl wts + Bu >(s

gdzie F;; € M(n,n) jest macierza zloZona z samych zer poza elementem
stojacym na przecieciu i-tej kolumny i j-tego wiersza, ktory jest réowny 1.
Uklad (27) ma zatem postac

t n i t
S (Fi]’(L‘s(l.Ts) - Z fim X (Fijil‘s, Fklfﬂs) ds — §<Fij$s, Bus) ds=10
0 k=1 0 0
lub réwnowaznie
t n t
(28) S(Fij.l's,(l.r Z L,,S (Fijas, Furg) ds — § (Fijxs, Bus)ds =0,
0 =1 0]

gdyz Iz jest wektorem zlozonym z zer za wyjatkiem i-tego miejsca gdzie

stoi j-ta wspolrzedna wektora z, a zatem (Fj;z;, Fiya,) = 0 dla k # 4.
Wprowadzajac oznaczenia

t

s W= | {(Fya,, Bu,) ds ,
[¢]

t,j=1,.

G(t) = [§<Fijfl:sy dl‘s)] .
0

5L,1=1,...,n
t

= ‘xsm's(l.s,

uklad réwnan (28) mozemy zapisaé w postaci macierzowej

(29) G(t) — A()X (1) — H(t) = 0.

Poniewaz macierz X (t) jest odwrafa‘lna. ([1]) wiec z réwnania (29) otrzymu-
jemy nastepujacy wzor na ocene A(t)

(30) A(t) = G)X (1) — H(t)X (1)

Uwzgledniajac w ukladzie (28) zaleznoéc¢

n
dzy = Z ap Frzedt + Bugdt + dWy,
k=1
stwierdzamy, Ze ocena ;l\(t) spelnia uklad réwnan
t n t

S(Fij:rs,(l‘v173> - Z(a“ —a;) S (Fijus, Fayag)ds =0

0 i=1 0
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lub réwnowazuie
r S (Fijas, Fyzs)ds S(t] (Fijas,dWs)

(31 {a; — d; )5 = .
) ZI: Fo S (Fijas, Fijas)ds S:)(Fi]-xs,FijJ:s)ds

7 definicji macierzy F;; wynikaja takze réwnosci

(Fijas, Fuxs) = (l)

i
t t ‘
V(Fijas, aw,) = {2aw (),
0 0

gdzie indeks (j) oznacza j-ta wspoélrzedna wektora. Uklad (31) mozemy
zatem zapisaC w postaci
n (J) (l) t, (5) (7)
\ ds & diVs
(32) (@ — @) o =8,
Z (J)\) ¢ ,(J))-zds

=1 S *ds SO('LS

€O po ozZnaczeniu

t 1 L) 0
_ Fiiws, dW, - 1
a0ty - 1o (Fijas, W) T So()(q
S (F Tsy Fljl >(l"q =1,...,n S (7“ ! ) ds =1,...,n
daje
(33) (A = ANX (1) = G(1).

4. Adaptacyjne sterowanie regulatorem liniowo kwadratowym.
Zalozmy, ze macierz A wystepujaca w réwnaniu {1) nie jest znana. Pro-
blem adaptacyjnego sterowania regulatorem liniowo kwadratowym polega,
jak poprzednio, na minimalizacji funkcjonalu (8). Minimalna wartosc tego
funkcjonalu podaje twierdzenie 2. Problem polega zatem na okresleniu ste-
rowania ;. jedynie na podstawie obserwacji procesu i znajomosci macierzy
B, dla ktérego zachodzi

J(uy) = tr{ P),
gdzie P jest minimalnym rozwiazaniem algebraicznego rozwiazania réwna-
nia Riccatiego (9).

Zalozmy, ze macierze A i B wystepujace w réwnaniu (1) sa takie, ze
istnicje rozwiazanie algebraicznego réwnania Riccatiego (9) i ze macierz A —
BR™!B'P jest stabilna.

Zdefiniujemy teraz optymalna strategie sterowania adaptacyjnego. Niech
Py jest minimalnm rozwiazaniem réwnania

(34) Q + P,A(t)+ A'(t)P, - P,BR™'B'P, = 0,
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a
(35) Ly=R'B'P,
o ile para (A( t), B) jest stabilizowalna. Okreslmy ciag momentéw Markowa
(Tm)m=0,1,...0
(36) =0

Tm = max{agm), oty
gdzie

t
crgm) = inf {t : S(m(sj))zds > m}, i=1,....n
0

(jezeli zbidr {t : S (J)) ds > m} jest pusty dla pewnego m to przyjmujemny

ol™ = o).

T
Sterowanie adaptacyjne okreSlmy w postaci liniowego sprzezenia zwrot-
nego

(37) up = kg,

gdzie '
(38) ki = My, jezeli t € [Tm»Tm+l)v
a

L, jezeli para ('X(Tm), B) jest stabilizowalna
M,,_1 w przeciwnym wypadku

(39) M, = {

i My jest dowolna macierza z M(n,n).

LEMAT 6. Jezeli sterowanie dane jest rownaniami (35)—(39), ¢
P( lim \(.r(s-'i))gd.s = oo) =1, dlaj=1,...,n
t—wb

Dowdéd. Ustalmy jo € {1,...,n}. Dla procesu Wienera I/Vt(j(’) zachodza
z prawdopodobienstwem 1 réwnosci
(40) hmlnfﬂ o) = 5o i lim sup I‘Vf(j‘)) = oC.
t—00 t—na
Oznaczmy I' = {w € 2 : lim inf L(tfi)w (w)= —o0} i Ny = A+ Bky. Przypu-
$¢my, ze istnieje pewien zbidr A C 2, P(A) > 0 taki, ze

lim S(:B(Sj")(w))g(l.s <oo dlawe A

t—00

Doprowadzimy to zalozenie do sprzecznosci. 7 definicji momentéw O’( ™) wy-

(m)

nika, ze dla dostatecznie duzych m mamy P(o;° = oo} > 01 wowezas,
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na mocy definicji P(r,, = o) > 0 i sprzeZenie zwrotne k; przyjmuje tylko
skoficzenie wiele wartosci w szczegdlnosci jest ograniczone. Ograniczona jest
zatem 1 funkcja N;. Zauwazmy dalej, ze dlaw € I
t
lim S(xgj")(w))zds = c.
t—o0

Zatem P(I' N A) = 0. Rozwazmy zbiér I = §2/I" i oznaczmy przez e;
wektor w przestrzeni R™ zlozony z zer za wyjatkiem j-tego miejsca gdzie
stoi jedynka. Z 6wnania (1) wynika, ze

¢

m&j") - wé’b) = S(ejo, Nsas)ds+ I/Vt(j")

0 ,
biorac z obu stron tej nieréwnosci lim inf otrzymujemy na podstawie (40)
i definicji zbioru I', ze dla w € I’

t
lim inf S (€jo, Nszs)ds = 00,

t—00

a zatem
¢
lim sup S (€jo> Nss)ds = o0,
t—00
0
a z ograniczonosci N, wynika, ze
t t
. . ; ; 2
lim S(ejo,:cs) ds = lim S(:c(s”)(w))'ds = 00,
t—o0 o t—roo0

azatem P(I'NA) = 0. Wczedniej pokazaliSmy, ze P(I'NA) = 0, a poniewaz
rurl" = 2 (z dokladno$cia do zbioru o prawdopodobieiistwie zero) wiec
P(A) = 0. Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdd.

7 definicji momentéw 7, i lematu 6 wynika nastepujacy wniosek.

WNIOSEK. Z prawdopodobienstwem jeden momenty Markowa T, sq
skonczone.

TWIERDZENIE 9. JeZeli sterowanie dane jest rownaniami (35)-(30), to
ocena A(t) parametru A jest silnie zgodna.

W dowodzie tego twierdzenia bedziemy korzysta¢ z nastepujacego le-
matu, ktdrego dowdd znajduje sie w [11].

LEMAT 7. Niech na przestrzeni probabilistycznej zadany bedzie n-wymia-
rowy proces Wienera W; oraz n-wymiarowy proces stochastyczny f, taki,

<
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ze
T
(41) P(§ (e fiydt <oc) =1
) 0
dla0<T <01
(42) P(§ (o fdt=o0) =1,
0

Wowczas proces stochastyczny zs = SS“‘ (fs, dWs), gdzie 7, = inf{t > 0 :
Sé (fy, fy)dy > s}, jest procesem Wienera i

¢
Yo Sys fy) AW,
lim =———— =
e Yo (o fy) dy
Dowdd twierdzenia 9. Trajektorie procesu z; sa z prawdopodo-
bieiistwem 1 ciagle zatem procesy 'Lm ,J=1,...,n spelniaja zaloZenie (41)
lematu 7. Z lematu 6 wynika, ze spelniajq one tez zalozenie (42). Mamy
zatem réwnosci

SO (])(“V(J)

(43) jm 27 _TF
t—co S(z(]) 2ds

Teza twierdzenia wynika teraz z réwnosci (33) oraz z faktu, ze det | X (t)] > ¢
dla pewnego ¢ > 0.

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze sterowanie optymalne, o ktérym mowa
w twierdzeniu 1, nie jest jedyne i dzieki temu mozliwe jest optymalne stero-
wanie adaptacyjne w ukladzie (1) z funkcjonalem kosztéw (8) i jednym z ta-
kich sterowan jest sterowanie okreSlone réwnoéciami (35)-(39). zauwazmy
jeszcze, ze z twierdzeit 9 1 6 oraz definicji macierzy sprzezenia zwrotnego A,
wynika réwnosé lim;_.. k; = ko, gdzie kg = —R™!'B'P, a P jest minimal-
nym rozwiazaniem algebraicznego réwnania Riccatiego (9).

TWIERDZENIE 10. Niech x; bedzie rozwiqzaniem rownania (1) odpowia-
dajqce sterowaniu w; = kyxy. Zaléimy, Ze limy_o k¢ = ko, gdzie ky =
~R7'B'P, a P 1e¢t minimalngm rozwigzaniem algebraicznego rownania
Riccatiego (9). Waowezas jeieli macierz A + Bkg jest stabilna, to

t

(44) hm1 \[(le, sy + (Rug, ug))ds = tr( P).

W dowodzie tego twwrdzema bedziemy korzysta¢ z pojecia lokalnego
martyngalu i nieréwnosci Dooba-Kolmogorowa dia lokalnych martyngalow.
Proces rzeczywisty My, t > 0, nazywamy lokalnym martyngalem wzgle-
dem rodziny o-cial Fj,t > 0, jezeli istnieje rosnacy ciag momentéw Markowa
Tn,n = 1,2, ... wzgledem rodziny o-cial Fy, t > 0 taki, ze P(r, < n)=1dla
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kazdego n, P(lim,_., 7, = o0) = 1 oraz proces M, ;ines -y, > 0 jest mar-
tyngalem i sup,so E(Mopin(t,r,)) < > dla kazdego n. W [10] udowodniono,
ze dla procesu n wymiarowego f;, 1 > 0, takiego ze

t
(45) P(gnfsn?(z.s < oo) ~1
0

dla kazdego t > 0, proces S(t) (fs,dWs) dla t > 0 jest lokalnym martynga-
lem. Dla lokalnych martyngaléw zachodzi nastepujaca nieréwnos¢ Dooba-
Kolmogorowa

1 1 ‘
P( sup —| M| > 8) < 5= F max(Mr,0)
0<t<T T e>T: )

ijezeli M; = S(t) (fs, dWs) dlat > 0,a f,t > 0, spelnia (25), to

T
1 1 X 3
(46) P( sup = |M| > 6) < —=5=F S 1 fs]|"ds.
0<t<T T e:T? 0

Przed dowodem twicrdzenia 10 udowodnimy jeszcze cztery lematy.

LEMAT 8. Istniejq dodatnio okreslona macier: S i liczba ty > 0 takie, ze
(47) (x,2)+2(S(A+ Bkya,z) <0
dlaz € R", 2 0 it > .

Dowdd. Poniewaz limi—~ k: = ko 1 macierz A + Bkg jesE stabilna to
istnieje fy > 0 takie, ze macierze A + Bk; sa stabilne dla t > {y (lemat 4).
Ustalmy dowolnie macierz dodatnio okreslona V' i rozwazmy réwnania
(48) S(A+ Bko)+(A+Bky)S+V +1=0,

(49) Sy A+ Bky)+ (A + Bk)'Si+V+1=0.
Na mocy twierdzenia 3 punkt | réwnanie (48) ma rozwiazanie dodatnio
okreslone S i réwnanie (49) ma rozwiazanie dodatnio okreslone S; dla t > #.
7 réwnail (48) 1 (49) wynikaja nieréwnosci '
(50) (z,2) + 2(5(A + Bko)z,z) = ~(Ve,2) <0,
(51) (z,2) 4+ 2(Sy A+ Bky)r,x)y = —(Va,z) <0,
daze R, 2#0it> 1o. Ale poniewaz lim; ookt = ko i limy_pe Sy = 5,
wiec

(v, ) +2(5(A+ Bky)z,z) <0

poczawszy od pewnego ¢y > to.
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LEMAT 9. Jezeli imy_ o, ky = ko 1 macierz A + Bkg jest stabilna, a z,
jest rozwiqzaniem rownania (1) odpowiadajgcym sterowaniu uy = kx4, to

z prawdopodobieristwem 1, gdzie My = Sé(PZ‘t,(lI’VS>, a P jest macierzq do-
datnio okreslong.

Dowéd. Poniewaz proces M;, t > 0 jest lokalnym martyngalem wiec
zachodzi dla niego nieréwnoéé Dooba-Kolmogorowa

P( IIJU | >£) < 1 Ejsq(Pr zs)ds
su —|M S =5 Ts,T5)AS.
0$t£T7 t eT 0

Niech T, = 2" dla n = 1,2,... 7 réwnosci (50) i lematu Borela-Cantelliego
mamy

1
lim sup —|M;|=0.
=0 9<t<T, Ln

Wezmy ¢ > 01 niech A C Q oraz N naturalne takie, ze P(A) > 1 — ¢ i dila
n>N

1
sup —|Mi(w)| < ¢
0<t<T, In

dla w € A. Wybierzmy T > 2V, Istnieje wéwczas takie n, ze 2771 < t < 27,
Dla w € A mamy wtedy

| Me(w)] [ Myw)] .
T <€ 1 _Z-HT < 2¢.
Tak wiec dla t > 2V i w € A mamy
| My (w)] < 2.
t
Zatem
M
tim 21
t—oo

z prawdopodobienstwem 1.

LEMAT 10. Jezeli limy .oy bt = ko ¢ macierz A+ Bky jest stabilna, to

(52) lim sup

t—o00

t
1
i ‘(ws,:vs)ds < 00

0

z prawdopodobienstwem 1, gdzie x; jest rozwiqzaniem rownania (1) odpowia-
dajgcym sterowaniu u; = k4.
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Dowéd. Nich S bedzie macierza o jekiej mowa w lemacie 8. Stosujac
wzor [to do procesu {Sz;, ;) otrzymujemy
t
(53) (Say,xy) — (Szo,20) =2 E (x5, 5(A+ Bks)z,)ds
0
t

+ 2| (Sa,,dW,) — t12(S).
0
Oznaczmy
t
M; =2\ (Sz,,dW,) = (Swe,zi) — (S0, 20)
0
t

— 2\ (s, S(A + Bk,)z,)ds — 112(S)
0

t
N = S(<$S’$3) 2(S(A+ Bki)zs, xs))ds.
0
Réwnanie (53) mozemy zapisaé wowczas w postaci
t

(54) M;+ Ny + (Szo,zo) + ttr(5) = (Say, x4) + S(xs,:cs) ds.
0

Poniewaz funkcja podcalkowa definiujaca N; jest dla t > ¢, ujemna wiec

. N

limsup = < 0
t—oo t

z prawdopodobienstwem 1.

Oznaczmy
t

1
A= {w : lim sup — ﬁ (vs,25)ds = oo}
Pokazemy, ze P(A) = 0. Przypu$émy, ze jest przeciwnie. Mamy na mocy
lematow 61 7 dla prawie wszystkich w € A

My(w)

(55) lim ——— =0,
t=ee {o(as(w), 25(w))ds

ponadto

(56) lim (520(w), o(w)) =0,

t=o0 S(t) (($s(w)w 7«s(""’)» ds
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i
tr(.5)

lim sup,_o 1§ (2s(w), 5(w)) ds

(57) = 0.

Dzielac réwnosc¢ (54) przez t, a nastepuie przez % Sé (xs,25) ds 1 przechodzac
do granicy oraz uwzgledniajac (55), (56) i (57) otrzymamy, ze dla w € A
0 > 1. Dlatego P(A) =01

1
t

lim sup = \ (s, z5) ds < o0

t—o00

S e

z prawdopodobienstwem 1.

LEMAT 11. Przy zafoZeniach lematu 10 rownoéé
1
tlglgc i (zs5,25)=0
zachodzi z prawdopodobieristwem 1.
Dowdd. Niech ay,y:,t > 0 beda rozwiazaniami réwnai
da; = (A + Bhy)zydt + dW;y
dys = (A + Bko)ydt + dW,
Proces z; = z; — y; spelnia wowczas rownanie
(58) dzy = [(A + Bhko)z: + Blky — ko)a,]dt.
Poniewaz macierz A + Bkg jest stabilna wiec réwnanie
dzy = (A 4+ Bko)zdt
Jjest stabilne, a zatem macierz fundamentalna ¢ réwnania (48) mozna osza-

cowaé ||d(t)|| < be** dla pewnych «,b > 0. ponadto

t

2= Bt § ¢~ U B(ky — ko) sds,
0
zatem

t
(21,2 < sup ll¢(f)llﬂllk‘s — koll (x5, xs) ds,
0<s<t ;

co wobec lim;_ o k¢ = ko i lematu 10 daJe limy—eo 1 (z t,~f) = 0. Ze stabil-
nosci macierzy A + Bkg wynika takze réwnosé limy_e & : (ye, y¢) = 0, wiec
limg_ o 1 (24, 2¢) = 0.

Dowdd twierdzenia 10. Niech P bedzie minimalnym rozwiaza-
niem algebraicznego réwnania Riccatirgo (9). Stosujac wzdr Ito do procesu
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(Pzy, x¢) otrzymujemy

¢ t
(Pay,20) = (Pro,20) = 2\ (w0, P(A+ Bk, z,) ds + 2\ (Pa,, dWV,) — tt2( P).
0 0
Oznaczmy
t
(59) My =2 S (Pxs,dWs) = (Pry,2¢) — (Pag, 2o)

0
t

—28(@*3, P(A+ Bks)as)ds + ttr( P).
0

Poniewaz P jest rozwiazaniem réwnania (9) i na mocy definicji by mamy

2 (Pz, Az) + (x,Qz) — (koz, Rkoz) =0

(Pz, Bkz) = — (kox, Rkoz)
dla dowolnych ¢ € R™ i k € M(n,n). Réwnanie (59) mozemy zatem napisaé
w postaci

(60) M, = (Q:cs, syds + (P, zy) — (Pao,20) — ttr(P)

(=R

t t
+2 \ (kows, Rhsrs)ds — \ {(koxs, Rkoxs) ds.
0 0

Dodajac i odejmujac {, (ks,, Rksz,) ds otrzymujemy

t
0
My = tJ(u) — tte( P) 4 (Pay,24) — (Pao, o)

(
(
b4
— V(R(ky = ko)as, (ks — ko)z,) ds
0

gdzie

' () % S[(Qrt,xt) +(Rug, w)dt.
0

Zauwazmy, ze z lematéow 91 11 wynikaja rownosci

1
(61) tliIIlﬂ ?E(ﬂlg) =
1
(62) tlim ;E(Pl‘t,l‘t> = (.

Dzielac réwnosé (60) przez t, biorac warto$¢ oczekiwana i przechodzac do
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granicy otrzymamy po uwzglednieniu réwnosci (61), (62) i

t

lim %E V(R(E, — ko)as, (ks — ko)zs)ds = 0
0

teze twierdzenia, a ostatnia réwno$é wynika z réwnosci im,_ o k; = ko
i lematu 10.

(1]

[13]
[14]
[15]
[16]
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Adaptive control of continuous time linear stochastic system with
quadratic cost functional

An adaptive control problem for linear, continuous time stochastic system is described
and solved in this paper. The unknown parameters in the model appear affinely in the
drift term of the stochastic differential equation. The parameter estimates given by the
maximum likelihood method are used to define the feedback gain. It is proved that the
parameter estimates are strongly consistent and the cost functional reaches its minimum,
i.e. the adaptive control is optimal. In this paper the continuity of the solution of the
algebraic Riccati equation as a function of coeflicient is also verified. The continuity is
important for applications to problems in adaptive control.





