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Infinitezymalna odpornosé
w bayesowskich modelach statystycznych

(Praca wptyneta do Redakcji 20.03.1994)

Streszczenie. Praca przedstawia niektdre z probleméw dotyczacych odpornoéci (ba-
dania oscylacji wielkoéci a posteriori) procedur bayesowskich w wybranych klasach rozkta-
déw a priori. Gléwna uwaga po$wiecona jest odporno$ci infinitezymalnej (ciagloéé i réz-
niczkowalno$é wielkosci a posteriori), gdy w przestrzeni rozkladéw a priori wprowadzona
jest metryka Kolmogorowa. Omdwiony jest tez istotny problem wyznaczania procedur
optymalnych.

1. Wstep. Termin odpornos$¢ pojawia sie w liferaturze statystycznej po
raz pierwszy w latach pieédziesigtych w pracach Boxa (1953) oraz Boxai An-
dersena (1955). Od tego czasu powstalo szereg publikacji poswieconych ba-
daniu odpornosci procedur statystycznych. Nalezy tu wymienié przykltadowo
prace Hubera (1981), Hampla (1986), Bickela (1976), Zielinskiego (1983).

W pracy rozwazamy problem odpornoéci w bayesowskich modelach sta-
tystycznych, szczegélnie w terminach wrazliwosci pewnych wielkoéci a poste-
riori na zaburzenia rozkladu a priori. Filozofia i pewne techniczne aspekty
tego problemu zostaly przedstawione miedzy innymi w pracach Bergera
(1980, 1984, 1990) oraz Sivaganesana i Bergera (1989). Dokladne sformuto-
wanie problemu podajemy w rozdziale drugim. Méwiac najogdlniej zadanie
polega na:

1. modelowaniu zaburzei rozkladu a priori za pomoca pewnej rodziny
rozkladéw [

2. badaniu oscylacji interesujacych nas wielkoSci a posteriori, gdy rozklad
a priori przebiega klase I'.

Wybér rodziny rozktadéw I zalezy oczywiscie od rozwazanego problemu.
Nas interesowaé beda: rodziny otoczen typu ,e-zaburzenie”, rodziny roz-
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kladéw sprzezonych, rodziny rozkladéw z ograniczonymi gestosciami (tak
zwane ,density bounded classes”) i rodziny rozkladéw oparte na ilorazie
gestosci (tak zwane ,density ratio classes”). Zostang one zaprezentowane w
rozdziale trzecim. W rozdziale czwartym pokazemy pewien zwiazek laczacy
te cztery klasy z otoczeniami w metryce Kolmogorowa; umozliwi to zastoso-
wanie w ich badaniu wynikéw otrzymanych dla tej ostatniej klasy. Analize
odpornoéci dla pewnych innych rodzin I’ moina znalezZé, miedzy innymi,
w pracach: Berger (1990), Betro, Meczarski i Ruggeri (1992), O’Hagan i
Berger (1988), Ruggeri (1990, 1991) i in.

Wéréd interesujacych i najczesciej badanych wielkoéci a posteriori wy-
stepuja: warto$é oczekiwana i wariancja rozkladu a posteriori, ryzyko a po-
steriori oraz prawdopodobiefistwo a posteriori ustalonego zbioru. Bada sie
réwniez tak zwane globalne miary odpornosci w przestrzeniach rozkladéw
jakimi sa odleglosci miedzy rozkladami a posteriori odpowiadajacymi roz-
ktadom a priori z rodziny I', na przyklad metryka calkowitego wahania
zdefiniowana, dla rozkladéw prawdopodobiefistwa P i ¢}, wzorem

o(P,Q) = sup |P(A) = Q(A)],

metryka Kolmogorowa, metryka Levy’ego i inne.

W pracy bedziemy badac¢ infinitezymalng odpornosé réznych wielkosci a
posteriori (dokladne sformutowanie problemu przedstawione jest w rozdziale
drugim). W rozwazaniach dotyczacych odpornodci procedur statystycznych
czesto odporno$é utozsamia si¢ z ciagloécia danej procedury (por. np. Bed-
narski (1985)) i badanie odpornosci sprowadza sie do badania odpornosci
infinitezymalnej. Samo stwierdzenie czy procedura jest ciagla nie pozwala
jednak na poréwnywanie réznych procedur i na ocene, ktéra z nich jest
bardziej odporna. Dlatego oprécz stwierdzenia ciagloéci badanej wielkosci a
posteriori bedziemy starali sie wyznaczyé pochodne i rzad zbieznoéci funk-
cji odpornoéci w zerze”. [ tak, w rozdziale 3.1 pokazemy infinitezymalna
odpornoéé rozktadu a posteriori w metrykach o, Levy’ego, Kolmogorowa i
Prochorowa. W rozdziale 3.2 przedstawimy rzad infinitezymalnej odpornosci
pewnych estymatoréw $redniej w modelu normalnym. W rozdziale czwartym
udowodnimy, ze w pewnych modelach statystycznych operator przyporzad-
kowujacy rozktadowi a priori pewien funkcjonal a posteriori jest ciagly i
rozniczkowalny, gdy w przestrzeni rozkladéw wprowadzimy metryke Kol-
mogorowa, metryke Levy’ego lub metryke o.

Druga droga prowadzaca do ilosciowego okredlenia odpornoéci sg nieréw-
nosci okreslajace oscylacje badanej wielkoéci a posteriori. W rozdziale 3.2
przedstawimy przyktady procedur optymalnych w pewnych statystycznych
problemach decyzyjnych, to znaczy wskazemy reguly decyzyjne, dla ktérych
oscylacja ryzyka a posteriori jest najmniejsza. W rozdziale 4.3 przedstawimy
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gérne ograniczenie na oscylacje w terminach odlegtoéci Kolmogorowa roz-
ktadéw a priori.

2. Sformulowanie problemu i oznaczenia. Rozwazmy bayesowski
model statystyczny

(vaXagaf@a{P9:0 € @}’P)a

gdzie X’ jest przestrzenia obserwacji (,,przestrzenia préby”), Fx C 2% jest
o-ciatem zdarzehd obserwowalnych, {FPy : § € @} jest rodzinag rozktadéw na
przestrzeni mierzalnej (X', Fy), © jest przestrzenia parametréow, Fo C 20
jest o-cialem podzbiordéw tej przestrzeni oraz P jest rodzina rozkladéw na
przestrzeni mierzalnej (@, Fo). Przestrzei préb X bedziemy interpretowaé
jako przestrzef obserwacji pewnej zmiennej losowej X o wartosciach z € X'.
O rodzinie rozktadéw {Py : 8 € O} zakladamy, Ze jest to rodzina domino-
wana przez pewna o-skonczong miare 7.

Niech [ : X x @ — R! oznacza funkcje rzeczywista, mierzalng wzgle-
dem o-ciala produktowego Fy x Fp taka, Ze dla kaidego § € @ funkcja
l(-,8) jest gestoscia rozkladu Py wzgledem miary 7. Dla ustalonego z € A,
funkcje I, : @ — R!, okreflona wzorem [,(-) = [(z,-) nazywamy funkcja
wiarogodnosci lub wiarogodunoscia (parametru 6, gdy zaobserwowano ).

Rozklady z rodziny P nazywamy rozkladami a priori 1 oznaczamy li-
terami F,G,Q,.... Prawdopodobiefstwo (a priori) zbioru A € Fg przy
rozkladzie F oznaczamy przez F{A}, a tam, gdzie uzywamy dystrybuante
tego rozkladu, oznaczamy ja ta sama litera F, tak ze F(z) oznacza warto§é
dystrybuanty rozktadu F w punkcie z. O rodzinie P zakladamy, ze jest to
rodzina dominowana przez pewna o-skonczona miare u. Gestosci rozktadow
F,G,Q,...oznaczamy odpowiednimi malymi literami f, g, ¢, ..., utozsamia-
jac funkcje rézniace sie na zbiorze miary g réwnej 0.

Niech F' bedzie ustalonym rozkladem a priori. Rozktad prawdopodobies-
stwa na @ postaci

) HOE),

gdzie
mo(F) = [ 1o(6)F(d6),
[©]

nazywamy rozkladem a posteriori odpowiadajacym rozkladowi a priori F
przy ustalonej wartoéci z zmiennej losowej X. Rozklad a posteriori (przy
ustalonej wartosci z € A') dla rozkladu a priori F, G, @, ... oznaczamy przez
vaGrm Qm‘v o

WeZzmy ponadto pod uwage pewna ustalona przestrzedi mierzalng
(A, F ), pewien zbiér D funkcji mierzalnych 6 : ¥ — A oraz pewna usta-
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lona funkcje mierzalng L : @ x A — R!. Dla ustalonego a € A oznaczmy
przez Ly : © — R! funkcje okre$lona wzorem L,(6) = L(6,a).

Przy ustalonych @ € X', L oraz 6 € D, gtéwnym obiektem naszych zain-
teresowan bedzie funkcjonal R, (-, L&(I)), okreslony na przestrzeni rozkladdw
a priori P wzorem

mq(F) ’

Ro(F, Ls(z)) =

oraz odwzorowanie R, przestrzeni rozktadéw P w siebie, okreSlone wzorem
R (F)=F,.

(Jest to wiec odwzorowanie, ktére kazdemu rozkladowi a priori F° € P przy-
porzadkowuje odpowiadajacy mu rozktad a posteriori F,.) Tam, gdzie to
nie powinno budzi¢ niejasnoéci, symbol R (F, Ls(,)) bedziemy skracali do
symbolu Ro(F,L).

W tak ogélnym sformulowaniu obejmujemy, jako przypadki szczegdlne,
takie wielkoSci a posteriori najczesciej badane w bayesowskiej teorii odpor-
nosci, jak

1. momenty rozktadu a posteriori (por. np. Sivaganesan i Berger (1989)),
przyjmujac

L(8,6(x)) =6, k=1,2,...;

2. prawdopodobienstwo a posteriori danego zbioru C € Fg (por. np.
Berger i Berliner (1986)), przyjmujac

L(8,é(2)) = 1¢(9),

gdzie 1¢(0)=1,gdy 0 € C, 1c(0) = 0,gdy 6 & C;

3. ryzyko a posteriori, interpretujac A jako przestrzen akcji, D jako prze-
strzen regut decyzyjnych i L(8, @) jako wielko$¢ straty ponoszonej w sytuacii,
gdy (nieznana) warto§¢ parametru jest réwna 6 € @ i podejmujemy akcje
a € A (por. np. Betro i Ruggeri (1992)).

Ustalmy pewien tozklad a priori F° i rozwaimy rodzine rozkladéw a
priori I' = I'(F°), I' C P taka, 7e F° € I
Za miare oscylacji funkcjonatu R, (F, L), gdy rozklad a priori przebiega
rodzine I' = I'(F°), przyjmujemy nastepujace wielkosci:
pa(I, Ry) = sup Ry(F,L)— inf R (F,L)
Fer Fer

oraz

Py FO, Ry) = sup |Ry(F, L) — Ry(F°, L)].
Fel
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Za miare oscylacji odwzorowania, R, przyjmujemy

pu T, F°) = sup v(Fy, FY),
Ferl

gdzie v oznacza wybrana metryke w przestrzeni rozktadéw P.
Wyznaczenie oscylacji funkcjonatu R;(F, L) dla réznych procedur staty-
stycznych umozliwia ich poréwnywanie i wybér procedury optymalnej w tym
sensie, 7e jest to procedura o minimalnej oscylacji. Przy badaniu odpornosci
regul decyzyjnych wykorzystuje sie nastepujace definicje regul optymalnych.

DEFINICIA 1. Regula decyzyjna 5jest optymalna przy ustalonej wartosci
r zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zwigzek:

;g&[i}épp Ro(F,La) = inf Ro(F, Lo))

= ;}é}}‘Rl'(F’LS(J:)) = jnf Ro(F, Ly )-
DEFINICIA 2. Reguta decyzyjna § jest optymalna w zbiorze regul D
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego z € A zachodzi réwnos¢:

s BF L)~ ] BoAF, L)

W statystyce bayesowskiej wykorzystuje sie jeszcze jedno kryterium,
oparte na poréwnywaniu kresu gérnego ryzyka a posteriori dla réznych regut
decyzyjnych. W zastosowaniach na ogét chodzi nie tylko o to, aby oscyla-
cja byla mala, ale réwniez o to, aby ryzyko nie przyjmowato zbyt duzych
wartosci (por. rozdzial 3.2).

DEFINICIA 3. Regula decyzyjna § jest reguta warunkowo I-minimakso-
wa przy ustalonej wartodci z zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi zwiazek:

inf sup Ry(F, Lq) = sup Ry(F, L))
a€AFer Fer

Betro i Ruggeri (1992) dowodza istnienia reguly warunkowo I'-mini-
maksowej dla dowolnej rodziny rozktadéw a priori I' na przestrzeni @ C R1,
przy pewnych zalozeniach dotyczacych przestrzeni akcji A i funkeji straty
L. Tch gléwne wyniki przedstawiaja sie nastepujaco.

TwIERDZENIE 1 (Betro i Ruggeri (1992)). Niech I' bedzie dang rodzing
rozktadéw a priori na przestrzeni @ C R', I' C P. Niech przestrzen akcji
A bedzie przedziatem domknietym i ograniczonym w R' oraz niech funkcja
straty L : © x A — R! bedzie funkcjq wypuktq drugiej zmiennej.

Wtedy, dla kazdego ustalonego x € X, zachodzi:
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a) supper R (F,L,) ma przynajmniej jedno minimum w A i jest ono
jedyne, jezeli funkcja L jest $cisle wypuktq funkcjg zmiennej a oraz dla kaz-
dego a € A zbior

e ={F € :R(F L,)= sup R;(G,L,)}
Ger

jest niepusty.
b) Jezeli I jest $cisle wypuktq funkcjg zmiennej a i dla pewnego @ € A
istniejq rozktady Fy, F» takie, ze Fy, Fy € my5 oraz

Fy = Fp
Cpay <axg CBay>

gdzie agay oznacza akcje bayesowskq przy rozktadzie a priori F, to reguta
warunkowo I'-minimaksowa ma warto$é 6(z) = @.
¢) Punkt @ jest jedynym punktem w zbiorze A takim, ze

YVa<a 3dFem, agagay

oraz
Va>a 3Fem, aZagay =

Pewne warunki, przy ktérych regula warunkowo I'-minimaksowa po-
krywa si¢ z regula optymalna podaje Meczarski (1993).

Przejdzmy teraz do pojecia odpornosci infinitezymalnej.

Zatéimy, 7e na przestizeni (€, Fg) mamy okreélona rodzing {I.(F°) :
¢ > 0} klas I',(F°) rozktadéw a priori, spelniajaca dwa nastepujace warunki:

1) (V1,69 >0) &1 <&y = [, (F°) C I, (FY;

2) N, Le(F°) = {F°}.

Rodzina {I.(F°) : ¢ > 0} reprezentuje lokalne (w punkcie FO € P)
zaburzenia modelu bayesowskiego, znikajace, gdy ¢ — 0.

DEFINICIA 4. Wielko$¢ a posteriori Ry(-, ) jest infinitezymalnie p,-od-
porna (p%-odporna) w rodzinie zaburzen {I.(F°) : ¢ > 0} wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim po(Le(F°), Re) = 0 (lim pp(Fe(F®), F°, Ra) = 0).
& £—
DEFINITION 5. Rozklad a posteriori jest infinitezymalnie p¥%-odporny
(infinitezymalnie odporny w metryce v) wtedy i tylko wtedy, gdy
lim p(I(F°), %) = 0.
Zachodzi nastepujacy lemat.
LEMAT 1.
lin}) po(T(F°),R) =0 & liH(I) P°(I.(F°),F°, R,) = 0.
— £~
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Dowéd. (=) Dla kazdego F € I.(F°) zachodzi:
. . _ 0
~palley Ra) € inf. RolF, L) = Rol(F°, 1)
< Ry (F,L) = R(F°, L) < sup R,(F,L)— R.(F°,L)

Fel.
S p$(11€7 R.’E),
stad implikacja ,,w prawo”.
(<) Mamy:

(F,L)— inf Ry (F,L
Fsg%R( )~ jnf Ro(F, 1)

= sup R(F,L)— R.(F°, L)+ R(F°, L) — inf R,(F, L)
Fel, Ferl,

< 2 sup |Ro(F,L)— R (F°, L),
Fer.

stad implikacja ,w lewo”. m

W pracy bedziemy rozwazaé infinitezymalna odpornoéé¢ funkcjonatu
R.(-, L) i rozktadu a posteriori dla rodzin I'.( F°) postaci

I[(F°)={F e P:p(F,F°) < ¢},
gdzie
p(F, F%) = sup |[F(0) — F°(6)].
8€@

Rodzina I'.(F°) jest wiec e-otoczeniem rozkladu F® w metryce Kolmogo-
rowa.

Rodzina I'.(F°) jest najmocniejsza z rodzin wymienionych we wstepie, a
mianowicie rodziny typu ,¢-zaburzenie”, rodziny rozkladéw sprzezonych, ro-
dziny rozkladéw z ograniczonymi gestoiciami oraz rodziny rozkladéw opar-
tej na ilorazie gestosci, w tym sensie, ze jezeli pewna wielko§¢ a posteriori
jest infinitezymalnie odporna w rodzinie I'.( F°), to jest infinitezymalnie od-
porna w wymienionych rodzinach. Powiemy o tym dokladniej na poczatku
rozdziatu czwartego, gdy wszystkie te rodziny beda juz dokiadnie zdefinio- .
wane (por. str. 28). PrzejdZmy teraz do dokladniejszego oméwienia wymie-
nionych rodzin.

3. Analiza odpornosci funkcjonalu R.(-,L) oraz operatora R,
w wybranych rodzinach rozkladéw a priori. Przy omawianiu po-
szczeglnych rodzin I' podamy wyniki dotyczace oscylacji p (T, B;) lub
p2(T, F°, R,) funkcjonatu R,(F, ). Przedstawimy pewne wlasnoéci infinite-
zymalne oraz wskazemy przyklady procedur optymalnych. W wyznaczaniu
oscylacji funkcjonatu R,(F, L) wykorzystuje sie nastepujace lematy.
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LEMAT 2 (Sivaganesan i Berger (1989)). Dany jest zbior
G ={pu,:7€l}

miar probabilistycznych p. na prostej rzeczywistej RY, gdzie I C RF* jest
pewnym zbiorem indekséw. Niech ¥ bedzie powtokq wypuktq 2bioru ®1. Przy-
pudémy, ie h, g sq funkcjami rzeczywistymi na R* takimi, ze [, |h(y)|dF(y)
< oo dla kaidego F € ®; oraz isinieje stata B taka, ze B 4 g(y) > 0 dla
- kazdego y € RY.

Wtedy dla kazdego A € R}

sup A+ [o h(y)dF(y) w0 A+ [ h(y)p-(dy)
rer B [ 0)AF(y) ~ et B+ frs 9(9)nr(dy)

Teza jest prawdziwa rowniez przy zastgpieniu ,,sup” przez ,inf”.

Dowéd. Zauwaimy, ze jezeli F € ¥, to dF(y) = [, u,(dy)y(dr) dla
pewnej miary probabilistycznej 4 na zbiorze [ indekséw 7. Zatem

A+ f WAF(y) = [ (A+h(y)) f ur(dy)y(dr).
Tsl
Wykorzystujac twierdzenie Fubiniego otrzymujemy:

A+ [ awafw) = [ [ (A+by)ur(dy)riar)

Rl I Rl

Jra(A+ h(y)p-(dy) o 7 ]
[fn:(B + g(y)p-(dy) 75{ (B + g(y))uf(dJ)Jv(d )

o [ Jr (AT A@)u-(dy) " NdF(
<ow (2 aonem) (o Jstwirw)

Zatem
A dF( A g (d
sup + Jz My)dE(y) < sup + i M(y)u-(dy)
rev B+ [r: 9(W)dF(y) = zer B+ [ 9(y)n.(dy)’
Poniewaz ¥ D @, wiec w powyZszej nieréwnosdci mamy réwnosé. Dowdd dla
»nf” jest analogiczny. m

LEMAT 3. Niech P bedzie rodzing wszystkich miar probabilistycznych na
(O, Fo) oraz niech h, g bedq funkcjami rzeczywistymi na @ takimi, ze g(6) >
0 dla kazdego 6 € @. Wiedy

h(8)F(df h(#
sup —————f@ (O)F(db) sup——-( )
Fep [o 9(0)F(d0)  seco g(f)

»

Teza jest prawdziwa rownie? przy zastgpieniu ,,sup” przez ,inf”,
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Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze

Jo MOF(8) _ Jo St9O)F (@) ho)
Jo 9(6)F(d8) — [59(0)F(d8)- ~ seo 9(8)
Rozwazmy problem wyznaczenia suppep Ro(F, L), gdzie I' C P i za-
162my, 7e supper ma(F) < co. Wtedy dla kazdego ustalonego ¢ € R! za-
chodzi

sup Ro(F,L) < g & sup f ,6(z)) — q)l(8)F(d8) < 0.
Fer Fer
Oznaczmy

7(q) = sup [ (L(8,8(x))— q)l=(6)F(db).
Ferl P

LEMAT 4 (Lemat o linearyzacji. Lavine (1991a,b), Lavine, Wasserman,
Wolpert (1991)). Jezeli [, 1-(8)F(d8) > 0 dla kazdego F € I, to funkcja g
jest nierosngea i wypukta oraz

sup Rq(F, L) = inf{g: g(q) < 0}.
Fer
Dowdéd. Funkcja g jest nierosnaca i wypukia jako supremum funkcji
nierosnacej 1 liniowe]. Pokazemy najpierw, ze
sup Ry(F, L) < inf{g:g(q) <0}
Fer

Warunek ten réwnowazny jest implikacji:

g <sup R(F\L) = glg) >0
Fel

Ale jezeli ¢ < suppep Ro(F, L), to istnieje F € T takie, ze g < Rx(f’,L),
wiec mamy Ro(F,L)— ¢ > 0, a stad g(q) > 0.
Nalezy jeszcze pokazad, ze

sup R,(F, L) eqinf{q : g(q) < 0},

Fer
co jest réwnowazne nastepujacej implikacji:

q <inf{q:7(q) < 0} = sup R,(F,L) > ¢
Fer

Ale jezeli ¢ < inf{q : g(¢) < 0}, to zachodzi ciag implikacji:

g <inf{g:3(¢) <0} =>7(g)>0=

Fer [ (L(6,8(=)) - )le(6)F(d6) > 0 =
e

Ro(F,L)> q= sup Ry(F,L) > q.
Fer
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Podobnie postepujemy przy wyznaczaniu infpep R (F,L) i otrzymu-
jemy nastepujaca rownosé:

- — . >
lIéf Rx(F,L) = SUP{Q !]((1) = 0}’
gdzie

9(g) = inf § (L(6,6(x)) — q)l-(60)F(d6).
Fer
Przyklady ilustrujace dzialanie tego lematu przy réznych klasach I' roz-
kladéw a priori przedstawione sa w pracach Lavine (1991a) oraz Basu i
DasGupta (1990). Wykorzystamy go przy badaniu odpornosci w rodzinach
rozkladéw z ograniczonymi gestodciami w rozdziale 3.3.

Przed przystapieniem do omawiania poszczegdlnych rodzin rozkladéw a
priori chcialam wspomnieé jeszcze jedno podejécie, a mianowicie podejscie
oparte na rozkladzie a priori typu II ML (,,Type II maximum likelihood
prior”). Przy ustalonej rodzinie rozkladéw I" i wartoéci obserwacji z polega
ono na wyznaczeniu rozktadu F € I' takiego, 7e

me(F) = glé%mx(F),

gdzie, przypomnijmy, mq(F) = [, 1-(0)F(df). Nastepnie zastepuje sie ro-
dzine I’ tylko tym jednym rozktadem F i przeprowadza analize interesu-
jacych nas wielkodci korzystajac tylko z rozktadu F. Otrzymane wyniki
przyjmuje sie jako optymalne. Wiecej nie bede wracaé do tego problemu;
przedstawiony jest on w pracach Bergera i Berlinera (1986) oraz DasGupta
i Studden (1989).

3.1. Rodziny typu ,¢-zaburzenie”. Niech F° bedzie ustalonym roz-
ktadem a priori. Rodzina typu ,e-zaburzenie” rozkladu F° nazywamy ro-
dzine rozkladdéw postaci

T(F,Q)={F?=(1-e)F°+eQ:Q e Q},
gdzie @ C P jest pewng rodzina rozkladéw prawdopodobiefistwa na prze-
strzeni (@, Fp) i € jest ustalona liczba z przedzialu [0, 1). Bedziemy mdéwili,
ie rozklad F'9 jest rozkladem F°, e-zaburzonym przez rozklad Q.
0Od razu zauwazmy, ze

me(FO) = [ 1,(0)F2(d) = (1= &)my(F°) + emo(Q)
(]

oraz ze rozklad a posteriori £ jest rozkladem a posteriori F?, 7-zaburzo-
nym przez rozklad a posteriori ), gdzie

) em(Q)
(1 -&)mg(FO) + em,(Q)"
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W badaniach odpornoéci bayesowskiej najczesciej rozwaza sie nastepu-
jace rodziny Q ( oznacza mode rozkladu FO):

P (wszystkie mozliwe rozktady prawdopodobieiistwa na 0);

Q. = { rozklady jednomodalne z moda réwna g };

Qs = { rozklady symetryczne i jednomodalne z moda réwng 6y };

Q, ={Q : (1 —¢)F° 4+ £Q jest jednomodalny}.

Pewne inne rodziny Q mozemy znalez¢ w pracach Moreno i Cano (1991),
Lavine, Wasserman i Wolpert (1991), Bose (1992), Moreno i Pericchi (1993).

Najproéciej jest wyznaczy¢ oscylacje wielkoéci a posteriori gdy Q = P.
Korzystajac z lematu 3 otrzymujemy (patrz Berger (1990)), ze

h(8)
su R.(F,L)=sup —=
Fer(ro.p) (£1L) sco 9(0)
Ooraz
. k()
Feril(lzt;oy) Bo(F 1) = euelg g(6)’
gdzie
W) = (1=¢) [ I(8,8(2))la(6)F°(d6) + e L(8, §(x))l(8)
(2] .
Ooraz

9(8) = (1 — &)my(F°) + el (8).
Podstawiajac L(6,6(z)) = 1¢(8), gdzie C € Fg, otrzymujemy, jako szcze-
gélny przypadek, nastepujace twierdzenie podane przez Hubera (1973).

TWIERDZENIE 2. Niech F® bedzie ustalonym rozktadem a priori okreslo-
nym na przestrzeni (0, Fg) oraz niech C € Fo. Wtedy
1 — IO 40 l
sup Fz{C} — ( 5)mx(r )Fg{c} + € SUPgec 1‘(0)
FEr.(FO,P) (1 —€)mg(FO) + esupgec lo(6)

oraz
-1

. € SUPggc 1:(9)
f FACY = O 14+ —F="—=
Fer,(Fo,p) {6} = FACy |1+ (1 —e)my(F°)

Sivaganesan (1988) przedstawia oscylacje wartosci oczekiwanej a poste-
riori i oscylacje wariancji rozkladu a posteriori w rodzinie I'.(F°,P). Wyniki
te sg analogiczne do przedstawionych ponizej wynikéw dotyczacych rodziny
typu ,e-zaburzenie” z rodzina rozkladéw zaburzajacych réwna Q. , nie bede
wiec ich tu prezentowac.

W przypadku rodziny @, do wyznaczania oscylacji wielkoéci Ry(-, L)
wykorzystujemy lemat 2. Przedstawimy ten wynik przy dodatkowym za-
lozeniu, ze @ = R! i ze rozklady a priori maja gestosé wzgledem miary
Lebesgue’a.
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LEMAT 5 (Sivaganesan 1 Berger (1989)). Rodzina Q. jest powtokq wy-
pukiq zbioru ®s, postact

Doy = {Qz = U(g() - 2700 + Z), z > O},
gdzie Ula,b) oznacza rozklad jednostajny na przedziale (a,b). m

Na mocy lematu 2 zadanie sprowadza sie do badania oscylacji przy ro-
dzinie rozkladéw a priori I'.(F°, ®,,). Otrzymujemy nastepujacy rezultat.

TWIERDZENIE 3 (Sivaganesan i Berger (1989)). Niech @ = R1. Wiedy

. HL
sup R(F, L) = sup  Ro(F,L)= @i_ﬁ
FET (F°,Qs4) Fer.(F9,8,,) z)O a+ Ho(z)’
Hr
inf R.’L’(F7 L) oy inf 1_21;(};"7 L) — CLO + (Z),
Fer.(F°Qsu) FEr.(F0,8,,) 250 a + Ho(z)
gdzie
0 (1 - &)my(F°)
=
o = a- Rl‘(FO’L)a
Ho(z) = my(Q°)
oraz
HL(z) = 20 f 15(0)dl, jezeli z # 0,
(007 (x))lz(go), ]62612 z = 0.

Dowéd. Dowdd wynika z lematu 2 oraz nastepujacej réwnoéci:

[ 1(6,6))0a(0)Q(d6) = [ HE(2)d(2),

e 0

gdzie v jest pewnym rozktadem prawdopodobiefistwa na rodzinie rozktadéw

&, Szczegdly dowodu mozna znaleié w pracy Sivaganesan i Berger (1989).
.

Analogiczny rezultat otrzymujemy dla rodziny rozkladéw I.(F°,Q,)
wykorzystujac rodzine
®, = {QZ = U(eo,eo + Z), z > O}U {Qz = U(90 — 2,90), z> O},
wstawiajac w tredci twierdzenia 3 w miejsce I.(F°, ®,,) rodzine I (F°,®,)
oraz definiujac

Oo+2
1 . - -
HL(z) ={ 3 ef L(6,6(2))l(6)dl, jezeli z # 0,
L(6o, 6(x))lz(60), jedeli 2 = 0.
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Przejdzmy teraz do badania globalnych miar odpornosci, to znaczy do
badania odwzorowania R, gdy rozklady a priori przebiegaja rodzine
I.(F° Q), Q C P. Rozpatrzmy metryke o w przestrzeni rozkladéw praw-
dopodobienstwa. Interesuje nas wielko§¢:

pI(I(F°,Q),F°) = sup  o(Fy, FY).
Fel.(F°,Q)

Nastepujace twierdzenie przedstawia gdérne ograniczenie dla tej wielkosci,
uogdlniajac twierdzenie z pracy Fortini i Ruggeri (1990).
TWIERDZENIE 4 (Boratyfiska (1992)). Dla kazdego x € X i kazdego € €
[0,1)
1—¢  myu(F9 } -
e supgeoma(Q)]

Jezeli istnieje rozktad @ € Q taki, ze rozktady é i F° sq wzajemnie osobliwe
oraz dla kazdego @ € Q

p2(LL(F0, Q), 1) < [1 "

to

0 -1
pZ(Fs(FOQ),FO)Z[Hl—f m(F°) ]

€ SuerQ ma:(Q)
Dowéd. Przypomnijmy, ze

a(P,Q) = Sup |P(A) - =3 f |P(df) — Q(db)|,

dla dowolnych rozkladdéw P i Q. Podstawiajac rozklady a posteriori FQ i
F? odpowiednio w miejsce P i Q, otrzymujemy:

pIUT(F°,Q),F) = gépg— [ |F2(d6) - F2(d6)]

_1 su 5m$(Q) ] 0
=35 QE%, { (1= &)ma(F9) + ema(Q) éf |Q=(d0) Fx(da)l}

su emq(Q)
S S T ma(F) + ema(Q)

Funkcja = E)mi'(n;o(ﬁ)em @ jest funkcja rosngca zmiennej m.(Q), stad

otrzymujemy nieréwnoéé:

l—¢  mg(F°% !

T(Te(F°,Q), F < |1+
p2(Le( ), F) Pr—ry
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Przy zalozeniach drugiej czeSci twierdzenia mamy:
[ 1Qo(d0) — F(d0)| < [ |Qa(d6) - F(d6)| =2
o e

oraz ~
emg(Q) < emz(Q)
(1= e)ma(FO) + ema(Q) = (1 - &)ma(FO) + ema(Q)’

a stad

l—e  mu(F°) ]‘1_
£ supgeqma(Q)]

WNIOSEK 1. Niech 6 € © bedzie estymatorem najwickszej wiarogodnosct
parametru 6. Jezelié; € Q, gdzie §5 oznacza rozklad jednopunktowy skupiony

w punkcie § oraz FO{{/H\}} =0, to

pI(Iu(F°, Q), F°) = [1 5

i1-¢ mx(F‘))} i
e (6 |

W szczegélnosci teza zachodzi gdy Q =P. =

p2(LL(F, Q), F) = [1 ¥

Przyktad 1. Niech zmienna losowa X ma rozktad normalny A(8,72),
gdzie 72 jest znane. Niech rozklad a priori F° parametru 6 bedzie rozkladem
normalnym N {6y, 7¢), gdzie oba parametry sa znane. Jezeli P jest rodzina
wszystkich rozktadéw prawdopodobienstwa na (@, Fp), to dla kazdego z €
R! otrzymujemy:

“(1L(FO, P), FY) 1+1_5 T ox —(8y — )2 )17
- - .=
Pelfellin ol e (g A
Oznaczmy przez L oraz = metryki Levy’ego i Prochorowa. Poniewaz
dla dowolnych rozktadéw prawdopodobienstwa P i () zachodza nastepujace

nieréwnosci (patrz Zolotariew (1986) i Rachev (1991)):

L(P,Q) < m(P,Q) < o(P,Q),

L(P,Q) < p(P,Q) < a(P,Q),
wiec przedstawione w twierdzeniu 4 ograniczenie gérne na p(I.(F°, Q), F°)
jest jednoczesnie ograniczeniem gérnym dla  pS(IL(FC, Q), FO),
pi(I(F°, Q), F°) oraz pf(I(F°, Q), F°).

Zauwazmy, 7e to ograniczenie, przy ustalonej wartosci ¢ zmiennej losowe]

X, dazy do 0, gdy ¢ dazy do 0. Stad, jako wniosek, otrzymujemy nastepujace
twierdzenie, mdéwiace o infinitezymalnej odpornosci rozkladu a posteriori w
metrykach o, £, © oraz p w rodzinie otoczen I.(F°,Q), ¢ > 0.

TwIERDZENIE 5. Dla kazdej rodziny rozktadéw Q C P

lim sup o(F, F°) =0,
£—0 FEFg(FO,Q)
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lim sup L(Fp, F2) =0,
¢=0 Fer.(F°,Q)

lim sup w(Fy, F2) =0,
e—0 FEFE(FO,Q) A

lim  sup p(Fp, F9)=0, =
¢=0 Fer.(F0,Q)
Rozwazania dotyczace badania oscylacji rozkladéw a posteriori w innych
metrykach mozna znalez¢ miedzy innymi w pracy Gelfand i Dey (1991).

3.2. Rodziny rozkladéw sprzezonych. W wyborze rodziny rozkla-
déw a priori I mozna czasami ograniczy¢ sie do pewnej podrodziny rodziny
rozkladéw sprzezonych do rodziny {Ps : 8 € @}. Przypusémy, ze ta podro-
dzina rozkladéw sprzezonych jest parametryzowana przez A € A i oznaczmy
ja przez

I'y={F*:xe A}

Przyktlad 2.

- a) Jezeli {Py : 8 > 0} jest rodzing rozktadéw wektorowej zmiennej lo-
sowej X = (X1,Xs,...,X,) o niezaleznych wspédlrzednych o jednakowym
rozktadzie Poissona P(#), to za rodzine rozkladéw a priori mozna przyjaé
na przyklad rodzine

Iy = {G(a, Bo) : @ € [, an]},

gdzie ay, as, Bo s3 ustalonymi liczbami oraz G (a,f) oznacza rozklad
gamma z parametrami o i Fp.

b) Jezeli {Ps : & € R'} jest rodzina rozkladéw wektorowej zmiennej
losowej X = (X3, Xs,...,X,) o niezaleznych wspdlrzednych o jednakowym
rozkladzie normalnym A/(4, b?), b2 ustalone, to za rodzing rozkladéw a priori
mozna przyjat na przyktad rodzine

I ={F":F" = N(u,7%), pjest znane, 72 € [r2,77]},

gdzie V(p, %) oznacza rozklad normalny ze érednia p i wariancja 72 oraz
liczby 72, 7 sa ustalone. w

Wada tego typu klas rozkladdéw a priori moze by¢ mala réznorodnosé
rozktadéw, z drugiej jednak strony praca z rodzinami sprzezonymi jest sto-
sunkowo prosta rachunkowo.

Przedstawie dwie konstrukcje estymatoréw optymalnych przy zaburze-
niach generowanych przez rodziny sprzezone.

1. Meczarski i Zielinski (1991) wyznaczaja estymator optymalny (w sen-
sie definicji 2) parametru 8 przy kwadratowej funkcji straty w klasie esty-
matoréw liniowych w modelu z przykladu 2 punktu a. Rodzine I', uwazamy
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za rodzine zaburzeni pewnego ustalonego rozktadu G(ag, By). Okazuje sie, ze
otrzymany estymator jest réwny

~ l(041+052+1)+5n
beol2) = ; Bo+n

gdzie Sp, = Y7y Xj. Jezeli ay = ag — 6 1 ay = ap + 6, to ma on oscylacje
ryzyka a posteriori rzedu O(6?) przy é dazacym do 0, podczas gdy estyma-
tor bayesowski §ggy(a;) = Eg,(a0,8)(?) (réwniez funkcja liniowa obserwa-
cji) ma oscylacje rzedu O(8). Rzad infinitezymalnej odpornosci estymatora
?)\oo na male zaburzenia parametru ksztaltu rozktadu a priori G(ayo, Bo) jest
wiec wyzszy niz estymatora bayesowskiego gg‘ly i zachodzi to dla dowol-
nego x € X. Ceng za wyzszy rzad zbieznosci jest wyzsze ryzyko a poste-
riori estymatora 6 przy rozkladzie a priori G(ag, Bo) niz estymatora 635, .

Ale zauwazmy, Ze estymator (9;0 jest zarazem estymatorem warunkowo I'-
minimaksowym w klasie estymatoréw liniowych, dla kazdego z € A" spel-
niony jest bowiem warunek:

inf sup R (F,L; = sup R.(F, L;

fep FGIE(, o5 Lijo)) F'EIEa o> L)
gdzie D jest rodzing estymatoréw liniowych parametru 6.

Podobny problem rozwaza Meczarski (1993). Autor wyznacza najlep-
szy estymator w klasie wszystkich estymatoréw dla parametru e~¢ w tym
samym modelu. Estymator ten ma postac:

o~ 1 662&1 p— eﬁ2a2

b0 = 5+ o —praz @XP(5n(B2 — F1)),

9 ebron — ghran

gdzie 3; = ﬁfﬂ’r:';iz, i=1,2,0raz S, = 274 X

2. Rozwazmy teraz model z przyktadu 2 punktu b. Okreslona tu mamy
zmienna losowy X = (X1, Xo,...,X,), gdzie X;,7=1,2,...,n sa niezalei-
nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie normalnym A (8, %),
b? jest znana liczba i przestrzen @ = R1.

Chcemy wyznaczy¢ estymator optymalny ?)\oo parametru # w klasie
wszystkich estymatoréw przy kwadratowej funkcji straty, gdy rodzina roz-
kladéw a priori ma postac

I, ={F7:F" = N(ut,7%), p jest znane i 7% € [}, 72]}.
Rodzine I, traktujemy jako otoczenie rozkladu F™, gdzie ¢ € [r%,rZ].
Otrzymujemy nastepujace twierdzenie. ,

TWwWIERDZENIE 6 (Boratynska i Meczarski (1994)). Estymatorem opty-
malnym (w sensie definicji 2) parametru 6 w klasie wszystkich estymatoréw
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jest estymator postaci:

A1+ Ay
~ y d n 07
(), - gdy v, =0,
gdzie
n 1\ ! . 9
Ai = zt z) 1=1,2,
oraz
on(X) = ZﬂTz&

i 8 jest dowolnym estymatorem na zbiorze {X : v,(X) = 0}. Oscylacja
ryzyka R, estymatora 8.(z) wynost

_ JGoa(@)(An = M), gdy va(z) # 0,
P.z:(FTaRx) = { Xy — A1, 2 Zdy ’Un(.'l,) =0,

oraz
pe(Ir, Ry) = O(8%)  pray 6 — 0,
gdy ¥ =78 +(=1)%6, i=1,2.

Dowéd. Dowdd jest przedstawiony w pracy Boratyiska i Meczarski
(1994). m

Zwréémy uwage na to, zZe estymator bayesowski ag’ay(x) = Epr(0) ze
wzgledu na rozklad a priori F™° ma oscylacj¢ ryzyka a posteriori w klasie
I, rzedu O(6), gdy 2 = 78 + (=1)%6, 1= 1,21 6§ — 0.

Estymator 6, jest estymatorem o najmniejszej oscylacji ryzyka a poste-
riori, ale jednoczesnie jego ryzyko a posteriori R (F7, L) spelnia:

. _— _
vn}lfgl—»O Rz(F ’Lew(f)) = +0.
Aby uniknaé zbyt duzego wzrostu ryzyka a posteriori proponujemy dwa ro-
dzaje ograniczen na klase rozwazanych estymatoréw. Pierwszym jest ogra-
niczenie sie do klasy estymatoréw postaci:
Dr={0:Vz e X 3re[n,mn] 0()=0p,)}

gdzie ggay(x) jest estymatorem bayesowskim przy rozkladzie a priori F7. Sa
to wiec takie estymatory, ktére dla odpowiedniego T € [y, 72] sa ,,zwyklymi”
estymatorami bayesowskimi. Otrzymany estymator optymalny w tej klasie
jest zarazem estymatorem warunkowo I'-minimaksowym w klasie wszystkich
estymatoréw parametru 6. Drugim rodzajem ograniczenia jest rozwazanie
tylko estymatoréw e-bayesowskich wzgledem rozkladu a priori F7°. Znale-
zione w kazdej z tych klas estymatory sa infinitezymalnie odporne z oscylacja
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ryzyka a posteriori nie wieksza niz oscylacja ryzyka estymatora §g>ay jedno-

stajnie wzgledem z (dokladne wyniki patrz Boratynska i Meczarski (1994)).

Wielowymiarowy model normalny ze sprzezonymi rodzinami rozkladéw
a priori badaja Leamer (1982), DasGupta i Studden (1988, 1989), Polasek i
Potzelberger (1991).

3.3. Rodziny rozkladéw z ograniczonymi gesto$ciami. Niech Uy,
U, beda miarami na (@, Fo) spelniajacymi warunek

Ui{0} <1< U:{0}

oraz niech up, u; beda ich gestoSciami wzgledem miary x4 dominujacej ro-
dzine rozktadéw a priori.

DEeFINICIA 6 (Lavine (1991a)). Klasa rozkltadéw z ograniczonymi gesto-
§ciami nazywamy klase rozkladéw prawdopodobienstwa postaci:

[y = {F:¥0 €0 w(8)< [(6) < us(8) i F{O) = 1},

gdzie f oznacza gestosé rozktadu F wzgledem miary pu.
Zgodnie z lematem o linearyzacji, aby wyznaczy¢ oscylacje wielkosci a
posteriori R, (F, L), wystarczy wyznaczy¢ funkcje:

ga)= sup [ [L(8,8(z)) - gll(6)F(d6),
Ferpu*? o

ge)= inf [ [L(6,8(z))— qli(6)F(db).

Funkcje § oraz g wyznacza si¢ podobnie, wiec w dalszej czesci bedziemy
zajmowac sie tylko funkcja g. Do jej wyznaczenia wykorzystamy nastepujace
twierdzenie.

Niech Z : @ — R! bedzie zmienny losowsy okreslona na przestrzeni
(0, Fo) i niech F bedzie jej rozkladem prawdopodobienstwa, gdy rozktad
prawdopodobieistwa na © jest réwny F. Wartosé oczekiwana tej zmiennej
losowej oznaczmy przez ErZ, czyli

ErZ = [ zF(dz).
Rl
Dla kazdego ¢ € R! niech
Ay ={0:2(8) > t}
oraz

B, ={6:2(6) < t}.
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Niech IT, oznacza miar¢ na przestrzeni (O, Fg) taka, Ze dla dowolnego

CE]‘-@
Hb{C} = UQ{AbﬂC} + U_l{anC},

gdzie b = inf{t : Uy {A;} + U1{B;} < 1}. Przez 7, oznaczamy gesto$¢ miary
11, wzgledem miary p.

TwIERDZENIE 7 (Lavine (1991a)). Jezeli dla kazdego t € R spetniony
jest warunek U, {{0 : Z(0) =1}} =0, to

sup  Ep(Z)= [ Z(8)I11,(df).
Ferpih*? o

Dowdéd. Niech F' € I'3* i niech
A={0:m(0) = f(0)}
oraz
B = {0:m(0) < f(6)}.
Wtedy A C Ay i B C By, wiec dla kazdego rozkladu F € I'jg** mamy

[ 2@y (doy - [ Z()F(db)

[©]} @
= [ 2(6)(1y(d) — F(d0)) - [ Z(8)(F(dO) — I1,(d6))
A B
> [ o(ITy(d8) — F(df)) — [ b(F(d6) - IT,(d6)) = 0
A B

Teraz teza twierdzenia wynika stad, ze II, € I'p3". =

Wykorzystamy teraz to twierdzenie do konstrukeji funkeji §(q) oraz g(q)
dla pewnej szczegdlnej klasy rozkladéw z ograniczonymi gesto$ciami, a mia-
nowicie dla klasy

rhe(E) = {Fiv0e 0 L0 < f0) < kPO,

gdzie k jest pewna stala wieksza od 1, @ C R™, a rozklad F° jest usta-
lony i ciagly wzgledem miary Lebesgue’a z gestoicia réwna f°. Rodzina
'Y 5(FO) jest szczegdlnie uzyteczna przy badaniu infinitezymalnej odporno-
§ci, co sprowadza si¢ do badania interesujacych nas wielkosci przy k — 1.

Zalézmy, 7e rozktad F® zmiennej losowej Z jest rozkladem ciaglym.
Wprowadzmy oznaczenias:

7.(2)= sup [ Z(8)F(d6).
Felr} ,(F°%) o
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Z)=  inf L Z(0)F(d8).
9,(2) FEFBB(FO)J (6)F(d6)

Na mocy Twierdzenia 7 otrzymujemy (por. Wasserman i Kadane (1992)),
ze

1 by ~ SUPpco Z(0) _
7.(2) = 3 [ 2Py +k [ 2F°(da),
lnfgee Z(B) bk

gdzie by = (f‘o)'l(k—_’h) i analogicznie
c _ SUpge g Z(8) _
9.(Z) =k J 2F°(dz) + f 2I%(dz),
infgee Z(e) Ck
gdzie ¢ = (f’o)_l(ki—l).
Dla poszukiwanych funkeji g(q) oraz g(q) mamy teraz

9(0)=9:(Zg) 1 glg) = _g_k(Zq)>

| =

gdzie
2,(6) = [L(6,6(x)) — qlla(6).
Otrzymujemy wtedy:

9(a)= 7 [ D686 F(d8) + k [ 1(6,5(2))(0)F(d6)
B A

q q

-q[% [ L(OF°d8) +k | lw(B)FO(d())]
B A

9(q) =k [ L(8,6(x))ls(6)F°(db) + % J 1(8,58(2))i=(6)F°(dB)
B, A,
0 1 0
—q[k | 1:(8)F°(db) + . [ t:(6)F (dO)J,
B, 4,
gdzie

Ag={0:[L(0,8(z)) — q)lo(0) > b}, B
A, = {6 [L(0,6(2) — qlo(6) > &}, B, =0 -
Korzystajac z lematu o linearyzacji (por. Lemat 4) mamy
sup  R.(F,L)=inf{q:9(q) <0},
FErk (FO)
oraz

inf R.(F L)= : > 0}.
rertlro) (F,L) = sup{q : g(g) = 0}
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Wartoéci ¢, dla ktérych spelnione sa réwnania g(g) = 0 oraz ¢(¢) = 0 moga
byé teraz wyznaczone na drodze numerycznej; wyznaczaja one, odpowied-
nio, prawe strony dwéch ostatnich wzoréw.

W celu zbadania oscylacji infinitezymalnej zastanéwmy sie teraz, co
dzieje si¢ z wielkoscia §,(Z), gdy k dazy do 1. Te lokalna zmiennoéé mozna
wyrazié przez pochodna ?—g-g% w punkcie £ = 1: bedziemy ja oznaczaé
przez DZ(1). Zakladajac, jak poprzednio, ze dystrybuanta FO jest ciagla,
po prostych rachunkach otrzymujemy, ze

DZ(1) = 0[0 1FO(t)dt — 7 170 (2)dt,

gdzie m, jest mediana zmiennej losowej Z.

Pochodna DZ(1) przedstawia lokalna zmiennos¢ wartosci oczekiwanej a
priori zmiennej losowej Z w rodzinie rozkladéw I'f 5(F®) przy k dazacym
do 1. Powyzsze wyniki mozna wykorzystaé¢ do badania oscylacji interesuja-
cych nas wielkoSci a posteriori, jezeli tylko rodzina rozkladéw a posteriori,
generowana przez dang rodzine rozkladéw a priori, jest rodzina rozkiaddéw
z ograniczonymi gestosciami. Pewien warunek na to jest podany w nastepu-
jacym twierdzeniu Ruggeri i Wasserman (1991). :

Niech Fg’g( F9) oznacza rodzine rozkladéw a posteriori odpowiadajacych
rozkladom a priori z rodziny I'f 5(F°). Wtedy

IYE(ED) € TEE(F) € T p(F2).
WprowadZzmy oznaczenie:

D,L = asupFGFSB(;ZO) Ro(F L)

k=1
Niech ﬁg bedzie rozkladem zmiennej losowej L(#,6(2)) z gestoscia fg, gdy
rozklad prawdopodobiefistwa na przestrzeni O jest réwny F0 z gestodcia, f2
wzgledem miary Lebesgue’a, to znaczy niech FQ bedzie takim rozkladem,
ze

VA€ B(RY) FO{A} = FO{L ' (4,6(2))}.
Niech m oznacza mediane rozkladu fg Zachodzi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 8 (Ruggeri i Wasserman (1991)). Jezeli dystrybuanta 1:;2
jest funkcjq cigglq, to
2{ [ttt - _f tfx(t)dt} < DL

< 2{ }otﬁ?(t)dt— i tfg(t)dt}. .

m — 00
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Podobnie mozemy znalez¢ ograniczenie na pochodna
a_iflfFeF,gB(FO) Ro(F,L)
ok k=1

Wyznaczenie tych pochodnych daje nam wiedze o szybkosci zmiany wielko-

$ci a posteriori przy & bliskim 1. Pochodna D;L moze tez byé wykorzysty-

wana do badania szybkosci zmiany supremum ryzyka a posteriori dla wybra-

nej reguly decyzyjnej, na przyklad reguly warunkowo I’-minimaksowej (por.

definicja 3), gdy rozpatrujemy coraz mniejsze otoczenia FBB(FO) rozkladu

a priori F°. Moze ono takze stuzyé do poréwnywania regul ze wzgledu na
szybkosé tej zmiany.

3.4. Rodziny rozkladéw oparte na ilorazie gestosci. Rodziny roz-
ktadéw oparte na ilorazie gestosci zostaly wprowadzone w pracy DeRobertis
i Hartigan (1981). Niech ! i u beda funkcjami ograniczonymi, nieujemnymi,
mierzalnymi, okre§lonymi na przestrzeni @ i takimi, ze I(8) < u(0).

DEFINICIA 7. Rodzina rozkladéw oparta na ilorazie gestosci nazywamy
rodzing rozkltadéw postaci:

u fl8) _ wo)
gt =4 F:v0,0 <21
Bi={Fevesco o i
Zauwazmy, ze dla ustalonych 6y € @ oraz F ¢ F]lf;% mamy
f(6) f(Bo)

—21(0) < f(8) < u(4).
Oznacza to, ze F nalezy do pewnej rodziny rozkiadéw z ograniczonymi ge-

stosciami. Rzeczywiscie obie rodziny sa podobne. Zwiazek pomiedzy obiema
przedstawia nastepujacy lemat.

Vo€ @

LEMAT 6 (Wasserman i Kadane (1992)). Dla dowolnych, nieujemnych,
ograniczonych i mierzalnych funkcji uy, us okreslonych na przesirzeni @,
takich ze u1(60) < ug(8) i [y ug(9)p(d) < oo, mamy:

U rog =I5y ¢ Ipg™,
a<a<sb
gdzie
1 b 1
v{0}) - Ui{ey’

i, = u1(60) Gy = uy(6)
U2{0} {0}
Jezeli Us{O} > U1{O} i jezeli u1, uy sq funkcjami cigglymi, to inkluzja jest

wtasciwa.

a

oraz
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Dowéd. podany jest w pracy Wasserman i Kadane (1992). m

Ogdlne wyniki dotyczace klasy Fll)’%, podobne do wynikéw przedstawio-
nych dla rodziny I'p%s“® mozna znalezé w pracach Lavine (1991a) i DeRo-
bertis i Hartigan (1981). Nasze rozwaZania ograniczymy tylko do szczegdlnej
klasy postaci:

TEap(F%) = {F:vo,e’ €0 ]{(( )) < k}{o((g,))}

Zachodzi nastepujacy zwiazek (DeRobertis i Hartigan (1981), Ruggeri i Was-
serman (1991)):

sup R (F,L)= sup FEfrlL
Felp z(F°) Felfq(F)
oraz
inf . R, (F,L)= inf FEpL.
Feryp(F°) FErg ,(F?)

Stad wyliczenie oscylacji wielko$ci Ry (F, L) w rodzinie I'f o(F°) sprowadza
sic do wyznaczenia oscylacji wartoéci oczekiwanej ErL w rodzinie I'f z(F2).
Zostala ona wyznaczona w pracy Ruggeri i Wasserman (1991). Tam tez
przedstawione sg pewne wlasnoéci infinitezymalne, podobne do zaprezento-
wanych w rozdziale 3.3, i przyklady zastosowail.

4. Analiza odpornosci rozkladu a posteriori w rodzinie I.(F°)
rozkladéw a priori. Wréémy teraz do zdefiniowanej w rozdziale diagim
rodziny rozkladéw bedacej -otoczeniem w metryce Kolmogorowa rozkladu
F9, to znaczy do rodziny

L(F%) = {F: p(F,F°) < e}

Pokazemy, ze w pewnych modelach statystycznych (reprezentowanych przez
funkcje wiarogodnoéci) funkcjonal R, (-, L) oraz odwzorowanie R s infini-
tezymalnie odporne. Przedstawimy tez gérne ograniczenie na oscylacje p2 i
p? przy malych ¢, gdzie (przypominamy)

Po(T(F°), F°,Ry) = sup |Ru(F,L)— Ro(F°, L),

Ferl (F°)
po(L(F°), F°) = sup p(Fy, F})
FEer.(Fo)

(por. str. 5). Bedziemy zakladaé, ze przestrzen @ jest przedzialem w R!, a
Feo jest o-ciatem zbioréw borelowskich. Zaktadamy tez, ze rozklady a priori
F maja gestoéé f wzgledem miary Lebesgue’a na przestrzeni R!, czyli roz-
wazana rodzing P bedzie teraz rodzina rozktadéw prawdopodobiefistwa na
przedziale @, absolutnie cigglych wzgledem miary Lebesgue’a.
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Koncentrujemy si¢ na badaniu oscylacji interesujacych nas wielkosci na
rodzinach I.(F°) rozkladéw a priori. Otrzymane wyniki dla tych rodzin
mozna tez wykorzystaé przy badaniu odpornoéci w innych rodzinach roz-
kladéw a priori. Zachodza nastepujace lematy pokazujace, Ze pewne rodziny
rozkladdéw a priori stanowia podrodziny rodziny I'.(F°).

LEMAT 7. Niech TL(F®, Q)= {FR = (1-e)FO +£Q: Q € Q} i Q C P.
Dla kazdego ¢ € [0,1) zachodzi:

T.(F° Q) C I.(F°).
Dowé6d. Niech 9 = (1 —e)F +eQ i Q € Q, wtedy
p(F9, F%) = sup |(1 - ) F*(0) +£Q(0) — F°(9)]
e

=supe|F°(8) - Q)| <¢c. m
6e@

LEMAT 8. Jezeli istniejq funkcje hy, ha, bedqgce gestosciami rozktadow
prawdopodobieristwa na 6, takie, e

u1(8) > fO(8) - ehu(0),
uz(6) < fO(0) + eha(0),
to
Tt C I(F°).
Dowdéd. Niech F € I'y';**. Wtedy dla dowolnego zbioru C' € Fo mamy

e [ h(®)u(dd) < [ (J(6) - @) < e [ ha(B)u(d8),
C C C

czyli
—e < [ (J(O) = f2(8))p(df) < e,
C

stad p(F, FO) <. m
Zauwazmy, ze szczegdlnym przypadkiem rodziny rozkladéw z ograniczo-
nymi gestodciami, spelniajacej zalozenia lematu 8, jest rodzina I'fz(F°)
przy k <1+e¢.
Korzystajac z lematéw 6 i 8 otrzymujemy:
WNIOSEK 2. Jezeli k <1+ ¢, to
TER(FY) C I(F°). u

Podobny zwiazek zachodzi dla pewnych rodzin rozkladdw sprzezonych.
Przyjmujac Is(FA0) = {F* : |A — Ap| < 6} jako otoczenie rozkladu a priori
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F?o, gdzie F* sy rozkladami sprzezonymi do rodziny {Py : 6 € O}, indek-
sowanymi parametrem A, otrzymujemy:

Ve > 036 VA A= Xl <8 = p(F}FY)<e
czyli Ts(Fr) C I(F).
Przyktad 3. Niech Fo = N(u,78), i, o ustalone oraz
Ls(F) = {F": F" = N(p, 7)) i'|7* - 7§] < 6},
wtedy Is(F) C I'.(F™) dla odpowiedniego e oraz 6 - 0 ¢ — 0. »

Pewne wnioski odnoénie do infinitezymalnej odpornoéci przy innych
nstandardowych” metrykach sformutowaliémy juz w rozdziale 3.1.

4.1. Ciagloéé odwzorowan Ry(-,L) i R,. Na poczatek podamy dwa
lematy wykorzystywane w dowodach twierdzen dotyczacych ciaglodci od-
wzorowan R.(-,L)i R,.

LEMAT 9. Niech g : © — R! bedzie funkejq cigglq i ograniczong. Wiedy
dla kaidego rozktadu prawdopodobieristwa F° i dla kazdego ¢ > 0 isinieje
liczba 6 > 0 taka, ze dla kazdego rozktadu prawdopodobieristwa F na @

p(F,F%) < § = l [ g(0)F(d8) - fg(H)FO(dH).( e
] e

D ow 6d. Dla dowolnych rozktadéw prawdopodobienstwa F'i G zachodzi:
L(F,G) < p(F,G),

gdzie L jest metryka Levy’ego. Metryka Levy’ego £ metryzuje staba topolo-
gie na przestrzeni rozkladéw prawdopodobiefistwa na prostej rzeczywistej,
co daje teze. m

LEMAT 10. Niech g : @ — R! bedzie funkcjg o wahaniu skoriczonym.
Wtedy dla kazidego rozktadu prawdopodobierstwa F°, absolutnie cigglego
wzgledem miary Lebesgue’a, i dla kazdego € > 0 istnieje liczba & > 0 taka,
ze dla kazdego rozkladu F' absolutnie cigglego wzgledem miary Lebesgue’a

p(F, FO) < § = ! [ 9@)F(aoy~ | g(o)FO(de)] <e.
[©] (O]

Dowdd. Calkujac przez czeSci otrzymujemy:

‘ f 0)(F(d§) — F°(df) )} < po(F, F°) - V(g),

gdzie V(g) oznacza calkowite wahanie funkecji g. Stad juz natychmiast otrzy-
mujemy teze. m

TWIERDZENIE 9 (infinitezymalna odpornoéé funkcjonatu R.(-, L)). Niech
z € X bedzie ustalonym punktem przestrzeni prob. Niech funkcje l5(-) oraz
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L(-,6(z)) - 1(-) bedg funkcjami cigglymi i ograniczonymi lub funkcjami o
wahaniu skonczonym.

Wtedy dla kazdego rozktadu a priori FO € P i dla kaidego ¢ > 0 istnieje
liczba & > 0 taka, ze dla kazdego rozktadu a priori F € P

p(F,F%) < 6 = |Ry(F,L) — R,(F°, L)] < e,
0ile Ry(F° L) < o0.
Dowdd. Mamy:
|Rz(F, L) = Ro(F°, L)
[ L(8,8())Io(0)F(d8) [ L(8,8(x))Io(0)F°(dB)

o _ e
my(F) mg(F0)

[ L(8,8(2)o(6)(F(d8) — F(dB))m.,(F°)
&

b [ L6, 8@ )L(0) P (@0)[ma( ) — m(F)]]
@

_ 1
T mg(F) - mg(F°)

< (Re(F°, L)|mo(F®) — mo(F)| + | fo L(8,8(2))lo(8)(F(d8) — F°(dh))])
- my(F) '

Korzystajac z lematu 9 i 10 przy funkcji g réwnej [(-) lub réwnej L(-, 6(z))
- 14(-) oraz z implikacji

Imo(F) — mz(FO)] < 1 = mz(F) > ma(F°) — &3

otrzymujemy teze. m

Przejdzmy teraz do badania ciagloéci odwzorowania Ry : P — P, okre-
$lonego wzorem R, (F) = F, (por. str.5). Podobnie jak twierdzenie 9 dowo-
dzimy nastepujace twierdzenie.

TwIERDZENIE 10 (infinitezymalna odpornosé rozkladu a posteriori w
metryce Kolmogorowa). Niech © € X' bedzie ustalonym punktem przestrzeni
prob. Jezeli funkcja l;(-) jest funkcjg cigglq @ ograniczong lub funkcjg o wa-
haniu skoriczonym, to dla kazidego rozktadu a priori F° € P i dla kazdego
€ > 0 istnieje liczba 6 > 0 taka, Ze dla kazdego rozktadu a priori F € P

p(F,FO) < 6= p(Fy, FQ)<e. m

Bezposrednio z powyzszych twierdzen oraz z lematéw 7, 8 i wniosku 2
otrzymujemy nastepujacy wniosek mowiacy o infinitezymalnej odpornoéci
funkcjonatu R,(-, L) i rozkladu a posteriori w metryce Kolmogorowa w in-
nych rodzinach rozkladéw a priori.
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WNIOSEK 3. Niech funkcje l,(+) i L(-, 6(x))l4(-) spetniajq zatozenia twier-
dzenia 9. Wtedy zachodzq nastepujqce réwnoses:

lim po(Ie(F°, Q), Bz) =0, lim pf(Ie(F°,Q), F) = 0,
lim po(Fpp(F"), Be) = 0, Jim p2(Ipp(F), F*) =0,
lim po(Ipp(F°), Be) =0, Jim po(TH(F°), F°) = 0. w

Przyktad 4. Niech zmienna losowa X ma rozklad normalny A(8, %),
b? jest ustalona liczba, § € ©® = R!. Niech rodzina rozkladéw a priori ma
postad

I(F° Q)= {(1-e)F" +£Q:Q € Q},
gdzie F° jest rozktadem normalnym z ustalonymi parametrami, a Q jest

pewna podrodzina rodziny rozkladéw ciaglych na ©. Niech L(6,6(z)) =
w(f,6(z)), gdzie w jest wielomianem zmiennej 6. Wtedy dla kazdego z € X

lim po(T(F°,Q),R,)=0. m

Przyklad 5. Zaléimy, ze zmienna losowa X ma rozklad prawdopodo-
biefistwa jak w przykladzie 4 i rodzina rozkladéw a priori jest postaci:

I = {F": F" = N(u,7?), p jest ustalone, 7 € [rg — 6,70 + 6]},

gdzie 7q jest ustalone. Niech L(8,6(z)) = w(|0 — 6(z)}]), gdzie w jest wielo-
mianem. Wéwezas przy funkeji straty L(6,6(z)) kazdy estymator jest infi-
nitezymalnie odporny ze wzgledu na ryzyko a posteriori. m

W szczegdlnoéci w przykladach 4 1 5 mozemy podstawié¢ L(6,6(x)) =
|6 — 6(z)|? i otrzymujemy, ze w przypadku kwadratowej funkcji straty kazdy
estymator jest infinitezymalnie odporny. Odporny jest wiec na przyklad es-
tymator bayesowski dla rozkladu a priori ¥© i estymator e-bayesowski.

4.2. Rézniczkowalnos$é odwzorowan R (-, L) i R,. Rozpatrujac od-
porno$¢ infinitezymalng procedury statystycznej naturalne wydaje si¢ roz-
wazenie pochodnej jako miary wrazliwosci procedury na male zaburzenia
badanego modelu. Pochodna Frecheta operatora przyporzadkowujacego roz-
kladowi a priori jego rozklad a posteriori, gdy w przestrzeni miar P okreSlona
jest metryka o, wyznaczaja Diaconis i Freedman (1986).

Wyznaczymy pochodne odwzorowan R, (-,L):P — RVi R, : P — P
przy odleglosci w przestrzeni P zdefiniowanej przez metryke Kotmogorowa
i przy ustalonych funkcji wiarogodnosci [,(-) oraz funkcji L(-,é{(z)). Ob-
liczenie pochodnej funkcjonatu R (-, Ls(z)) dla kazdego z € &’ umozliwia
wyodrebnienie zbioru tych wartosci zmiennej losowej X, dla ktérych male
zmiany w rozkladzie a priori powoduja duze zmiany badanych wielkosci a
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posteriori. Obliczenie pochodnych funkcjonata Ry(-, Ls(5)) dla réZnych pro-
cedur statystycznych § umozliwia ich poréwnywanie ze wzgledu na odpor-
no$¢ infinitezymalna.

Niech G oznacza przestrzen skonczonych przeliczalnie addytywnych funk-
cji A, okredlonych na o-ciele Fg, o wartosciach w R*, absolutnie ciaglych
wzgledem miary Lebesgue’a i takich, ze A{®} = 0. W przestrzeni G defi-
niujemy norme w nastepujacy sposob:

|Afjec = sup [A(H)],
8€0

gdzie A(f) = A{(—oc,8)}. Przestrzen G jest unormowana przestrzenia li-
niowa nad R*.
Zauwazmy, ze jezeli Fy, Fo ¢ P,to Fy — I, €G i
1#1 = Falloo = p(F1, F2).
Bedziemy korzystali z nastepujacej definicji pochodnej (patrz na przy-
kiad Clarke (1983), Serfling (1991)) odwzorowania o wartosciach w prze-
strzeni liniowej unormowane;j.

DEFINICIA 8. Méwimy, ze operator T : P — Y jest réimiczkowalny w
punkcie F° € P, w odniesieniu do metryki p w przestrzeni P wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje ciagly operator liniowy T'(F°): G — Y taki, ze

|7 = T(F®) = T'(FO)(F ~ 1Y)
— 0,
p(F, F°)

gdy p(F, F°) dazy do 0.

Niech V oznacza klase funkcji rzeczywistych na R! o wahaniu skon-
czonym i dla b € V oznaczmy przez V(h) wahanie catkowite funkcji h.
Niech h(-) = h*(-) — h=(-) bedzie rozkladem Jordana funkeji h i niech
B*() = h*() + h™(). Wiedy

Vi(h) = f dh™(z).
Rl
Zauwazmy, ze w przypadku, gdy h jest funkcja réiniczkowalna, i

f M dr < oo
dz
Rl
mamy
N dh(z
Vih) = | —d(x—) dz.

Rl
Wszystkie calki ponizej beda calkami Lebesgue’a~Stjeltjesa na prostej.
Dla ustalonych z, 8 zdefiniujmy odwzorowanie z : @ — R! wzorem

2(8) = [Ro(F°,L) — L(8,6(z))|l(6).
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Dla ustalonych [.(-) € V oraz L(-,6(z)) € V rozwazmy funkcjonal
R.(-, L) jako odwzorowanie z przestrzeni P w R' postaci F — R, (F,L).
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 11. Jezeli funkcje 1;(-) oraz I,(-)L(-, 6(z)) sq funkcjami o
wahaniu skoriczonym, to dla kazdego rozktadu F° € P funkcjonat R.(-,L):
P — R jest rozniczkowalny. Pochodna tego funkcjonatu wyraza sie wzorem
Jo L(8,6(2))lo(0)A(dB) — Ro(FO, LYmg(A)

my(F0) , Acg

RL(F°,1)A =

Dowéd. Mamy
R.(F,L)— R, (F°, L)
_ Jo L8, 6(=))Ix(0) F(dF) _ [q L(6,8(2))Ia(0) ()
mg(F) my(F9)
B f@ L(8,6(x))(0)(F — F°)(d#) — R (F°, LYm,(F — F°)
my(F9)

+ro(F°,F - F°, L),
gdzie
me(F — F%)
mz(FO) + ma(F — FO)
x(FO Lymg(F — F°) — [ L(8,6(2))(0)(F — F°)(d6)
mq(FO) ’
Oznaczmy F — F® = A € G. Pokazemy, 7e
ra(F, 4, L)| = o[[A|oo).

Calkujac przez czesci otrzymujemy:

re(FO,F — FO L) =

Ima(A)] < 1A))oo - V(Iz)
i stad
(1) mo(3) =0 przy |[Fo — 0,
oraz
@ | J LR, L)) = 140, (@) 0| < 13l - V(2),

gdzie 2(0) = [R,(F°, L)—L(8,6(2)))l(8) jest funkcja o wahaniu skoiiczonym
na mocy zalozen.

Korzystajac z (2) otrzymujemy
mg(A) V(z)

Ira(F7, 4, L) < mr(FO)erx(Z)l.”/Hoo.m’
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z (1) mamy
me(4)
my(FO) + mg(A4)
Nalezy jeszcze pokazaé, ze R.(F°,L) jest ciagtym funkcjonalem linio-

wym okreslonym na przestrzeni G. Policzmy |R.(F°, L)A|. Calkujac przez
czescl otrzymujemy:

—0 przy ||Ale — 0.

|RL(F°, L)A| = (FO)U (L(8, 6(2))lx(8) — Ro(F°, L)I5(8))A(d6)
< 14l D,

co dowodzi ograniczonosci (a wiec i ciggloéci) funkcjonatu RL(F°, L). m

Ostatnia nieréwnoé¢ w dowodzie twierdzenia 11 przedstawia gérne ogra-
niczenie na norme pochodnej RL(F°, L). Okazuje si¢, ze prawdziwe jest na-
stepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 12. Przy zalozZeniach twierdzenia 11 norma pochodnej
R (F°, L) wynosi
‘/int@(z)
my(F9)’
gdzie Vi,io(2) jest wahaniem funkcji z po wnetrzu zbioru 6.

| RL(F°, L) =

Dowé6d. Oznaczmy koiice przedziatu O literami a i b (a, b moga przyj-
mowaé wartosci —oo, +00). Niech {a,}S2, i {b,}52, beda ciagami takimi,
ze

1) VneN ap,b,€60, lima,=a lim b, =0,
n—r 00 =00

2) funkcja z jest ciagla w punktach a,,b,

oraz

3) ‘/{anvbn](z) - ‘/(avb)(z)’

gdzie V4(z) oznacza calkowite wahanie funkcji 2 na zbiorze A.
Wtedy

Ve >0 3ng € N Vn > no Vigp)(2) < Vg, p,)(2) + €.

Pokaiemy teraz, ze ||RL(F°,L)| < % Calkujac przez czedci otrzymu-

Jemy

Jo A(6)dz=(6) < Ve, 0 (%)
mg(F0) me(F0)

(funkcja A spelnia warunek A(a ) = A(b) = 0).

|Ro(F°, L)A| =

1 Aleo
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Aby pokazaé réwnosé rozpatrzmy funkcjonal H, : Clan,b,] — R! po-
staci
f A(8)dz(0)

my(F°)
gdzie C [a,,bn) oznacza przestrzen funkeji ciaglych na zbiorze [an,b,]. Z
twierdzenia Riesza o reprezentacji funkcjonatéw liniowych mamy

V[an,b"](z)
mg(F0) ’

stad dla kazdego ¢ > 0 istnieje funkcja A,, € Clan, by taka, ze
[An)loo = sup |Anl=1

6€fan,bn]

I/[a b ](Z)
H. (A, Bn0al AT
()] > ~Etele s -
Funkcje A, mozemy przediuzy¢ do funkeji ciaglej A okreslonej na zbiorze
O takiej, e Ap(a) = Ap(b) = 01 [[Aplloe = 1 (A, jako funkcja zbioréw

nalezy do G). Wtedy

H,(A) =

| Hull =

oraz

~ |H,(Ag) 4[5 An(8)dz(8 )+ [L A dz(0)|
L0, LA, = ba
Via, 5.1(2) ~ V) (2)
> nln)\ . > ! -
ma(F0) AV () F Vo (2)) 2 5, rpay = 36

co daje teze. m
WNIOSEK 4. Jezeli [.(-) oraz L(-,6(z)) sq réiniczkowalne, to

Dowdd. Weimy clag przeliczalnie addytywnych funkcji zbiordw
{A,}22 takich, ze [|4||e < 1, zbiezny do funkcji A spelniajacej warunki:

-1, gdy 8¢ {0 : %[(Rx(FO,L) — L(6,6(x)))l(0)] < 0},

A(f) =
1, gdyoe{e (,fg[(R FO L)~ L(6,8(2)).(0)] > }
Wtedy
|RL(F®, L)A,| — Jo |55 (Ro(F°, L) — L(8,8(x)))!:(8)]|d0

my(F9)

przy n — oo m
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Podobnie wyznaczamy pochodna operatora R, : P — P, okreslonego
wzorem R (F) = Fy. Otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 13. JezZeli funkeja l,(-) jest funkejg o wahaniu skoriczo-
nym, to operator R, jest réziniczkowalny w kazdym punkcie F° € P i po-
chodna R;'(F°): G — G ma postaé

1
me(F°)
Dowéd. Oznaczmy A= F — FOi

Fa(F*, ) = Ry F) - Ra( F°) = Ry (FO)3,

R (FO)A(d§) = [1,(6)A(dB) — ma( A)FO(d8)).

wtedy
me(A) ' my(A)F2(d8) -1 (9)_\(d9)
mz(FO) + my(4) my(F0)

Rozumujac jak w dowodzie twierdzenia 11 otrzymujemy

To(F°, A)(dh) =

P2, B)loe = sup [72( 1, 2)(6)
dee

mg(A) Allso
mz(F2) 4+ my(A) mx(FO

{sup L0)] + V(l2)},

stad
[72(F°, B)lles = o(||Al]e0),

oraz

IRz (F*)Allso <

Ao
oty s )]+ VL)),

wiec R_II(FO) jest operatorem ciaglym. =
Wiynika stad, ze jezeli pochodne operatoréw R, i R.(+, L) nie znikaja, to
przy € dazacym do zera mamy
Po(T(F°), F°, Ry) = O(e)
oraz
Pe(Le(F°), F%) = O(e),

co wyznacza rzad infinitezymalnej odpornosci réwny O(¢).

4.3. Gérne ograniczenia wielkosci p? i p?. Ponizsze twierdzenia
szacuja réznice miedzy badanymi wielko§ciami a posteriori dla rozkladdéw
F; i F? w terminach odlegloéci Kolmogorowa miedzy rozktadami F' i F°.
Niech z bedzie danym punktem przestrzeni préb.



Infinitezymalna odpornodé w bayesowskich modelach statystycznych 99

TWIERDZENIE 14. Jezeli funkcje 1.(+) oraz () L(-,6(2)) sq funkcjami o

0
wahaniu skoviczonym oraz p(F, F°) < mvi(gi—)l, to

p(F, F°)
mg(FO) — p(F,F%)-V(I;)

|RZ(F07L)_R:E(F7LN < -V(Z),

gdzie
2(8) = [Ro(F°, L) = L(0,6(2))}L(8).
Dowdéd. Mamy:
|Ro(F°, L) ~ x(F L)

= | [ [Ro(F°, L) = L(0, 8(2))]La(0)(F° — F)(db)).
(<

mx(F

Teze otrzymujemy calkujac przez czesci wyrazenie pod modutem i wykorzy-
stujac nieréwnosci:

| [ (F(0) = F°(8)d=(0)| < p(F, F°) -V (2)
@

oraz )
[ma(F) = ma(FO)| < p(F,FO) -V (L),
a stad
my(F) > my(F°) — p(F,F°)-V(l;). m

TWIERDZENIE 15. JezZelt funkcja l;(-) jest funkcjg o wahaniu skoriczo-
nym, to
p(F, FV)
max{mz(F), mz(F°)}
Istnieje funkcja wiarogodnosdci przy ktorej nierdwnodé jest dokiadna.

Dowéd. Dowdd jest podobny do dowodu twierdzenia 14. Dokladnie
przedstawiony jest w pracy Boratyniska i Zielifiski (1993). m

p(Fe, F) < {supll (O)] + V(iz)}.

Przyktad 6. Jako przyklad ilustrujacy dokltadnosé oszacowan za po-
mocy nieréwnodci z twierdzenia 14 rozpatrzmy nastepujacy model. Niech
Ly 1 . - — .
X =RY, 1(0) = 0z - 1(07\/m)(a:) i @ = (0,1). Rozpatrzmy nastepujace

rozktady a priori:

28 da0<0<a,
F)=9%_p 4_

dlaa< <1,

Ooraz
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1-6

F(ey=¢ =%
—-0+1—-—- dlal—-a<8<],
a a

0 dlald<f<1-—a,

gdzie a, b nalezy do przedziatu (0,1)i 6 > a. Odleglodc¢

b —
p(F, F) = =

T l-a

dazy do 0 przy b — a. Niech L(8,6(z)) = %. Wtedy lewa strona nieréwnoéci
(oznaczmy ja przez LH S(a,b)) wynosi:
4(b - a)
(l+ae-b){(1+b—a)
podczas gdy prawa strona (oznaczmy ja przez RHS(a,b)) jest réwna
4(b - a)
(14 a—b)(1—3b+2a—a®+ ab)’

Dla wybranych wartoéci ¢ 1 b = 2a wyniki przedstawione sa w ponizszej
tabeli.

LA S(a,b) =

RHS(a,b) =

a LHS(a,2a) RHS(a,2a)
0.001 0.004 0.00402
0.002 (0.008 0.008081
0.003 0.012 0.012182
0.004 0.016 0.016325
0.005 0.020001 0.02051
J.006 0.024001 0.024738
0.007 0.028001 0.029008
0.008 0.032002 0.033322
0.009 0.036003 0.03768
0.01 0.040004 0.042083

7 twierdzen 14 1 15 uzyskujemy natychmiast wnioski podajace gérne
ograniczenia dla oscylacji pewnych wielkosci a posteriori i rozkladu a poste-
riori w metryce Kotmogorowa przy matych zaburzeniach rozkladu a priori.

WNIOSEK 5. Niech I.(F°) = {F : p(F,F°) < ¢} bedzie otoczeniem
rozktadu a priori FO i niech x bedzie ustalonym punktem przestrzeni prob.
A) Jezeli funkcja {,(-) jest funkcjq o wahaniu skoriczonym, to

£ - {supgeo [1=(0)] + V(I2)} '
max{inf pe r, (poy mg(F), mg(FO)}

pe(T(F°), F°) <
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B) Jezeli dodatkowo funkeja L(-,6(x))l(+) jest funkcjg o wahaniu skori-
czonym oraz £ < —i-—;l to

e-V(z)
mg(F0) = eV (ls)

Korzystajac z lematéw 7 i 8 oraz wniosku 2 otrzymujemy nastgpujacy
wniosek.

PUL(F), F°, Rg) <

WNIOSEK 6. Niech otoczenie I'( F°) rozktadu a priori F* w rodzinie P
bedzie réwne T'.(F°, Q), T (F°) lub I'hhs (FO).
A) Jezeli funkcja l,(-) jest funkcjq o wahaniu skoriczonym, to

£ - {supgeo lle(O)l + V(is)}
max{inf pe p(poy me(F), mz(F0)}

pe(T(F°), F°) <

B) Jezeli dodatkowo funkcja L(-,6(x))l(-) jest funkcjq o wahaniu skon-
czonym oraz € < ‘J/(II_)’ to
£-V(z)
ma(FO) — eV (1)
Zauwazmy, ze rzad infinitezymalnej odpornosci we wszystkich rozpatry-
wanych wyzej przypadkach jest O(¢), przy czym prawe strony powyzszych
nieréwnoéci podaja ograniczenia na stale tej zbieznosci.

Po(I'(F°), F°, Ry) <

4.4. Uogdblnienia.

A) Metryka Levy’ego. Jezeli rozklad F® ma ograniczona funkcje ge-
stosci f2, to twierdzenia o ciagloéci i o pochodnej, to znaczy twierdzenia 9,
10, 11 zachodza przy metryce Levy’ego L(F, F®). Wynika to z nastepujacych
nieréwnoéci (patrz Zolotariew (1986))

L(F,F°) < p(F, F°)
oraz

p(F, 1) < (1 + sup [fUO))L(F, FP).
fe@

B) Metryka calkowitego wahania. Rozpatrzmy w przestrzeni P roz-
ktadéw a priori metryke o i generowane przez nig otoczenie rozkladu F°

I7(F% = {F:a(F,F°) < ¢}

Funkcjonal R.(-,L) jest ciagly i rézniczkowalny takze przy tej metryce .
Ciaglo$é wynika z twierdzenia 9. Rodzina I'?(F?) jest podrodzina rodziny
I'.(F%). W celu wyznaczenia pochodnej rozpatrzmy w przestrzeni G (zdefi-
niowanej w rozdziale 4.2) norme

6]l = 0(A,0) = sup [A{A}].
AEFg
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Odpowiednie twierdzenie przyjmuje nastepujaca postaé:
TWIERDZENIE 16. Jezeli przy ustalonym z € X funkcje [.(-) oraz
L(-,8(z))lz(-) sqg ograniczone, to
Jo L(8,6(x))l(8)A(dF) ~ Ro(F°, L)Ym,(A)
mg(FO)
gdzie Rx(FO, L) oznacza pochodng w sensie definicji 8 w odniesieniu do me-
tryki o. =

R(F°, )A =

Ruggeri i Wasserman (1993) wyznaczaja norme pochodnej || R.(FO, L)
Jest ona réwna

! (E—h)7

Vel D)l = ey (R

gdzie
R = sup{l()[L(6,8(z)) — Ro(F°, L)]}
gEO®

oraz

b= inf {LO)IL(, ) Ro(F, L)),

C) Stabilno$é gestoéci a posteriori. Cuevas i Sanz (1988) wyznaczaja
z kolei pochodna dla operatora postaci

B:c:p_>['1 BI(F):fxa
gdzie L1 jest przestrzenig funkcji rzeczywistych na O, catkowalnych wzgle-
dem miary Lebesgue’a, z norma

1= [ 1f(8)]d8.
(©]

Otrzymujemy twierdzenie.

TWIERDZENIE 17 (Cuevas i Sanz (1988)). Niech @ = R! i niech {,(-) be-
dzie cigglq funkcjg o wahaniu skoriczonym. Niech x bedzie ustalonym punk-
tem przestrzeni prob. Wiedy operator B, jest rozniczkowalny (w sensie de-
finicji 8) w F dla wszystkich F' € P w odniesieniu do metryki p. m

5. Uwagi koficowe. W pracy przedstawitam niektére z probleméw do-
tyczacych odpornodci w modelach bayesowskich. Giéwna uwage poSwieci-
tam problemom odpornosci infinitezymalnej. Omdwitam tez istotny problem
wyznaczania procedur optymaluych. Oto kilka dalszych uwag.

1. W rozwazaniach dotyczacych badania wielkoéci a posteriori wykorzys-
tywalam funkcje wiarogodnosci {,(-). Zauwazmy, ze jezeli T : X' — 7T jest
statystyka dostateczna, to, jezeli zachodzi twierdzenie o faktoryzacji, wszyst-
kie rozwazania mozemy prowadzi¢ dla funkcji wiarogodnosci generowanej
przez statystyke dostateczna. Wtedy bowiem istnieja funkcje g : 7 x@ — R1
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ih:X — R! takie, ze {(z,0) = g(T(z),0)h(z), stad rozkltad a posteriori
przyjmuje postacl:

f{z<0} g(T(a:) z)F(dz)
f@ g(T z)F(dz)

Zalozenia dotyczace funkcji I,(-) mozemy przenieéc’ na funkcje g(7'(z),-)
nie zmniejszajac ogdlnosci tw1erdzen dotyczacych wielkosci a posteriori. W
analizie funkcjonalu R,(F°, L) oraz operatora R, oczywiécie mozemy tak
postapié, gdy 6(z) jest funkcja statystyki dostatecznej T'.

2. W pracy zajmowalam sie wielko$ciami a posteriori. Istniejg tez prace
po$wiecone badaniu stabilnoéci ryzyka bayesowskiego, to znaczy wielkosci
zdefiniowanej nastepujaco.

Fe(0) =

f f (8,6(z))Py(dz)F(d6),

gdzie 6 jest regula decyzyjnq. Przypusémy, ze & jest regula bayesowska przy
rozkladzie a priori F°, to znaczy, ze

T(FO,(SO) = gIGI%T(FO,(S),
gdzie D jest klasa rozwazanych regul decyzyjnych.
Stabilnos$¢ reguly 69 mozemy mierzy¢ wielkoécia:

sup [r(F,é) — inf r(F,¥)).
S [P, f0) = jat r(F, )]
Infinitezymalna stabilnosé uzyskamy jezeli

r(F7™, 60) — gngT(F",é) -0

przy F™ — F° w pewnym sensie (na przyklad moze to byé staba zbieznoéé
lub zbieinoé¢ w pewnej metryce). Problem ten poruszaja miedzy innymi
Kadane i Chuang (1978) oraz Salinetti (1992). Zauwazmy, ze jezeli dla reguly
decyzyjnej § zachodzi

| [ L(6,6(x))Ps(dz) F(db) = f f F,(d6)P(dz),

@ X

gdzie P(dz) jest rozkladem brzegowym zmiennej losowej X, to

r(F,6)= [ Ro(F,Ls)P(dz).
X
W badaniu infinitezymalnej stabilnoéci ryzyka bayesowskiego mozna wy-
korzysta¢ wiec wyniki dotyczace ciagtosci i rézniczkowalnoéci funkcjonatu
R(F, Ly(s)), ktére przedstawione zostaly w powyzszej w pracy.
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Abstract

The problem of measuring the Bayesian robustness is considered. An upper bound
for the oscillation of a posterior functional in terms of the Kolmogorov distance between
the prior distributions is given. The norm of the Frechet derivative as a measure of local
sensitivity is presented. The problem of finding optimal statistical procedures is presented.
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